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ij  (.Miller/.'    Elementare  BarsiHlvng  der  Uhre 

Mullicitiulikrrn  Anerkennung  finden  sollte,  doch  mit  der  Zeit  sich 
uniHoirtilhufl  imnuT   mehr  Ciellung  verschaffen   wird,    ku  nelcher 
Aiiliuhiii«  illo  beruhigende  Ueberzeu^rung  bereehtißt,  dass  in  allen 
Verhiillnliisen   (Ins  Wahre   docb   immer  enillich  (iber  das  Falsche 
vliittn  volltitSndIgen  Sieg   davoD  trägt.     Aber  auch  i'ilter  die  besta 
DnrNtellungBweise  der  aur  den  Begriff  der  Grärize  als  Hauptgrund* 
InKO  gegründeten  Theorie   der  Reihen  dürlle   bis  jetzt  noch  utcht 
vollkommene  Ueberei »stimm iing  nnfer  de»  Amilylikern  herrschen, 
und  vielfuche  Versuche  sind  deshalb   iii  dieser  Beziehung  hereila 
gemacht  worden.     Mir  ist   immer  eine  möglichst  elementare  Dar- 
stellung dieser  Theorie  als  sehr  wiinsc:he»svverth   erschienen,    die 
namentlich  auch  Tür  den  jungen  Malbemaliker  den  ungemein  gros- 
^fl  JNtl'*^"  , ''''fv  *'^^^.  ^'^    ihn    mit  dem    si>  unji^eipcin   MicbligeiiL 
liegrine  der  Gränze  und  dessen  A'mvendung,  der'bei  deili'  gantnr 
»eiteren  Studium  der  Analysj'a  ii)g<i:^Ie(er  Begleiter  ist,    so  früh 
als  möglich  bekannt  nnd  vertriint  macht  und  als  die  beste  Vorbe- 
reitung 2u  dem  Studium  der  eigentlichen  DiflTerenlial-  und  Integral- 
reehniing  för  ihn  zu  betrttcllteD  ift-    .&it)e,s<>lche  elementare,  ledig- 
lich auf  den  Begriff  der  Gränze  gegründete  Darstellung  der  Lehr« 
vou  den  Reihen  habe  ich  in  der  vorliegenden  .Abhandlung  zn  geben 
versucht,    die,    wie  es  in  der  Natur  der  Sache  liegt,  viel  mit  der 
eigentlichen  Differential-  und  Integralrechnung  gemein  haben  muss, 
aber  dessenungeachtet  gnnz    unabhängig  von   diesen    beiden  Wis- 
sehschallen.  Im  eigentlichen  Slr>ne,  heicichen  kann  und.  nach  tnei- 
Dcr  Absicht,  bestehen  soll.     Auch  das  Taylor'scbe  Theorem  un«l> 
einer  der    niclitlgsteti  Siitze  der  Integralrechnung  mUnsen  In  die- 
sei-'  Ah'biiiidlulig  nothwendig  auftreten,    weil   diese   Thenreme  die 
ganze  Reiheneiituickeinng  unter  allgemeine  Gesichtsjiunttta  TasBeii, 
und  deshalb  nie  enifjehrf  werden  kiinnen.     B«i  dem  Taylor'sclrtfni 
Satze  habe  ich  den  Beweis  des  Herrn  Caijoe  ')  benutzt.    Herrn 
Caqu4  Ist  es  aber  nur  gelungen,    durch  sein*  bau)it5lichlicb  auf 
einen  wichtigen  Satz  der  Ldire  viitt  de»  Mitlelgrilssen  gegründete' 
Unrstelinng  zu  dem  vnn  Gaiirhy  gegebeni:»  ersten  Ansdrnclte  dcw 
Restes  der  'l'aylor'schen  Helbe  zu  gelangen.     Indem   ich  eme*!' 
andern  Satz  von  ilen  MitlelgröHsen,  eigentlieh  das  Princip  des  ge- 
wöhnlichen aritbmetlsi^hen  Alittcls,  benutzte,   ging,    nas  Kir  ntich 
von   ganz  besonderem   Interesse  wnr,    sehr    leicht   auch  der   vas 
Cauchy  gegebene  z« eile  Ausdruck  dos  Restes  der  Taylor'sohea 
Reihe  hervor,  welcher  in  der  gewribnlichcn,  *on  Cawohy  hecrüfi- 
renden  Darstellunga weise  dem  Anfänger  immer  einige  Schvdierig« 
kellen  macht,  '  aber   nicht  entbehrt  werden    kann,    weil  er  schon 

•)  LtniiTillni    Jonrnal  de  Uath«niB tlqut^i.     Oolebve  1845. 
p.  3T9.     Archiv  der  MalhemBtili  and  Pb;*^..   Xbl.  VHJL.i^aMi^ 

L  1 


datbu.\h  ««wichtig  Est,  da  sieb  ohne  aäne  llülFe  in»  BinoniiaJ:^ 
ThSoren)  nicht  stret:^  beweisen  iünst,  wenigstens  nrcht jiiittolst 
iia.  Taylor'fiClien  Salzefl.  Um  di««e  Beweiae  dsi«  lUy  l»r'RcJkcUt 
Tb««rems  richtig  eh  verettjhen,  miiati  man  mir  .ja  ei.*  das  Prinatp 
der  Stf^ti^keit  aus  dem  Auge  verlieret),  wa»  hier,  f-oiv^nz  JietuHi' 
de»r  Wichtigkeit  ist.  Um  yoii  dem  eigeiillich  in  das  Ueliiet  der 
Integral  rech  nung  gehörenden  wirbligen  iSatie,  ivsIcTler  in  dieser 
Abhandlnng  gleichTalls  in  eienienlarer  Gestalt  auTlritl,  eine  geome- 
trische Anwendung  zu  zeigen,  habe  ich  mit  (lessen  Hülle  die 
Gleicliungen  der  Hhumblinie  anf  der  Kugel  elenienlar  entwickelt, 
via»  iÜT  id«n  hBherpn  naiitftchev  Unteniaht  vielleicbf  lerwBdscht 
8^>  äOrflo,  du  Jen«  GIcichtingen  in  der  ganzen  I>JautiIc.  dnt-AO 
Qberaus  (richtige  Rolle  spielen.  —  Mas  man  auch  vielleicht  sagen, 
dass  die  in  die«^er  Aiihandlung  gegebenen  Enluirkelungen  nur  eine 
versteckte  Differential-  und  Integralrechnung  seien,  so  lasse  ich 
iBif-dled  gern  ^6(aü«i>t  ja  ich  sage,  «lass  dies,  gar  nicht  anderis 
HAiBi  Itaeii,;  ,nrb«r  ich  glaulie,  da.KS. diese  AJibandlung  «ine  wirkiiahe 
elementare  Darstellung  der  gan/.en  Lehre  von  U^n  Reitiea  liefert, 
die  för  den,  der'nicbt  weiter  in  der  Analysis  zu  gehen  beaJisich- 
tigt,  and  eine  gründliche  Kennlniss  der  Theorie  der  Heihen  viel- 
leicht praktischer  Zivecke  wegen  hCifhii^  hat,  in  dieser  Beziehung 
das  vollständige  Studium  der,  eigentlichen  sogenannten  hüheren 
Analysis  enfliebrllch  macht,  jedenfalls  aurdasseibe  Ihn  sehr  zweck- 
mSssig  vorhereitet.  Durch  diese  Abhandlung  auch  dazu  beizutra- 
gen, das«  immer  mehr  und  mehr  die  V'illige  Unwissenschaftiichkeit 
der  sogenannten  IVlelbode  der  unliestimmteu  CoefScleiiten  und  ähn- 
licher Methoden,  auch  einiger  in  Ti'enerer  Zelt  i^  VnVStihtag  g6-' 
brachter  Surr'yiate,  durch  die  man  in  viilllg  verunglückter  Weise  , 
die  strengen  Ausdrücke  der  Reste  der  Tayint'sehen  und  Mac- 
laurin'hchen  Reibe  und  deren  Anwendung  bei  Reiheiientnicke 
lungen  hat  onigeben  und  entbehrlich  machen  wollen,  und  dadurch 
das  iSttidium  der  Differential-  und  Intcgr^recbming  (irr  Anfänger 
erleichtern  ^n  können  gemeint  hat,  erkannt  und  solche  Unwissen- 
schafllichkeit  immer  mehr  und  mehr  aus  der  Analysis  verbannt 
werden  möge,    ist  niein  grosster  Wunsch. 


Vorbereitende    arithmetische    Sätze. 


■  I  *      E-  l\    ■  ■     ■ 

Die  Eiitwiek«hiegeH|  mit  doneB  */w  unft  in  dJemr  Abhandlung , 


rt:    Elementare  Barsieltung  tier  l^hre 


b«flehinigen  vrerden,  n^bmen  die  Kennlniss  etotger  aritttinetisciwii 
Sätze  in  Aaepmcb,  die  zwar  bekannt  sind,  deesenungeacblet 
aber,  um  das  Veretändniss  di-s  Folgenden  möglichst  eu  eHekll- 
tern,  hier  zusammengesteKt  und  mit  «strengen,  möglichst  einfachen 
Beweisen  versehen  werden  sollen. 


,^i)er  erste  dieser  Sätze  ist  der  folgende 


l/i.-Wann  x  eine  beliebige   positive  Grflese  und  i 
posllive  ganze  Zahl   bezeichnet,    so   nähert  der  I 


«ich  der  Null,  vrennn  in's  Unendliche  wächst,  and  kann 
der  Null  beliebig  nafae  gebracht  vrerden,  nenn  man  nnt 
n  gross  genug  nimmt. 


o  nehme  die  positive  gaoxe  Zahl  Asoan,  dass£-fl>  j;,  also 
t  offenbar  immer  müglicb  ist.     Nun  ist 


1....CA+1)  ~  i....k'k-\-V 


A  +  r     A+2*    i  +  3'    rn 

dne  Reihe  fortwährend  abnehmender  achter  Brüche  ist: 


tüH  de»  tmmt^ekm  BHkim.: 

i..;.(*+i)—r::::s*+i' 

* 

i....(*+^'*^i...:*A*+i/ ' 

* 

oder,  wenn  wir  der  Kurze  wegen. 


K— 


A  —uSC 


aeteen: 


i  ,.,.(*  +  !)  —  *Ä+I' 

arH-«  z'  ar    "X' 

l....(A  +  2)  "^  *  v2Ti/ 

1 (A+3)>*l,ÄTi/ 

a;*+* 
l....(A  +  4) 

u.    s.    w. 


<  <Är 


Die  Potenzen 


/ 


.  I    r    : 


I  » 


X      f  X  y     f  X  \*     f  X  y 
Ä+I'   \kVV  '  \Ä+Ij  '   KkTi)  ' •" 

des  ächten  Bruchs  jTjPi  nähern  sich   nun  bekanntlich  der  Null 

immer  mehr  und  mehr  und*  können  der  Null  beliebig  nahe  gebracht 
werden  y  wenn  man  nur  den  Potenzexponenten  gross  genug  wer- 
den lässt.    Also  nähern  sich  auch  die  Grössen 

nod  nach  dem  Obigen  folglich  um  so  mehr  die  Grössen        ,  V 

a;i+J                  a:*+2                 a:'+»                  ar'+*  A 

l....(A+l)'     l....(Ä+2)'     !....(* +  3)'     l...,(Ä+4)* 


Sj  Grunert:v^1B9iiUwiär^^UameU»n^d$r  Lehre 

der  Null,  und  kuonen  derselben- beliebig^ 'imhe  gebracht  werden, 
wenn  man  diese  Reihe  äfii|r'iv^t..gkhug 'f^tioetzti  oder  die  Glieder 
weit  genug  von  ihrem  Anfang  .^entfernt  nümmt,  wobei  nach  dem 
Obigen  natürlich  imm^  vorausgeset^  ^.K^.t  ^^^^  k-\-\*^x,    also 

jr   ,  I  <1  sei,  eine  B,edingung,, deren  Erf(|l)l^arkeit  in  keinem  Falle 

einem  Zweifel  unt^rll^gt^  '.pi'etdur^b^iet  fl«<^  junßer  Satz  vollstän- 
dig bewiesen. 

•     ■    Z  ,u'-«r-a^  t  z.    '  'v ' 

Der  absolute  Wertb  de6  Bruchs 


■  Wi  :'■      I     .;       •  '•     :i    ■        '     .«■'►•• 


t      ■  -      .     r  ■ 

WO  o:  eine  beliebige  posttire  oder  negative  Grosse,    n 
eine  positive  ganze  Zahl  bezeichnet,    nähert  sich>'«(«r" 
Null,  wenn  n  in's  Unendliche  wäct^a^»  ^i^^  kann  der  Null 
beliebig  nahe  gebraebt  I2^<^d^^,  iwenn;man  nur  n  gross 
genug  nimmt. 

M  ■/  $.'  i  ■'  '.  "=....  1 

Ein  anderer  arithnn&tischdr.Satz,   von- dem  wjr  in  dieser  Ab- 
handlung Gebrauch  m^leb  Verdöh,,  ii|t-der  fblgende 

\^l^\e>  t^  ^  r  Ott  %*\        ■■ 

Der  Bruch 

« 

l*"4-2"'+3*»  +  4"'-f  ....4-»"»  ..   T' -o^   Mj:^ 

wo  m  eine  bes<;imiÄt^  un^^etrSPuderlLabje  \p^os'it4ve  ganze 
Zahl  bezeichnen  soll,  nähert  sich,  wenn  die  positive 
g)!li»te<2>aU,n'!An!!a  <Uiiien:4Uch!^i.«4ich^t,  di^ü^^SqräA^^r  ^*\\^ 

bis  zu  jedem  beli>1&figiön 'Grä*e.''        ^  li  ^     -iV      t-     I  .?..- 
Von  der'RioMigbeil'idttr 'Gleiohang:"' '  •^''  ''i' ;•  .i-^^i  !)!♦»' 


itbidrzeu||^'«Hif^  sadh  a«C.  dfenStcttei«  wcim  i»i4iii:lit^frkieMei»//S9it$||fb 
dieser  Gleichung  mit  (}.-\-u)  —  l  nmltiplicirt  i-S^ümh^  mt,  i^mi^itf 
als  positiv  voraus,  so  folgt  auf  der  Stelle  .au£|  dieser  Gleichung 

ii±i^^>i+i+i+....+i;  " 

wo  k  die  Anzahl  der  Glieder  der  Reibe  auf  det  ff^btön  Seite  des 
Ungleicbheitszeichens  ist;  und 

^i-t^f <  (1  +«)*-!  +  (1 + „)t-i +(1+  a)*-H....+(l+«)^-^ 

WO  wieder  k  die  Anzahl  der  Glieder  der  Reihe  , auf  der,  rechten 
Seite  des  Ungleichheitszeicliens  ist.    Also  isf 

•     •  •      •  I      •  . 

was  man  kurzer  auf  folgende  Att  aiiSdruelen  kann: 

^<^ '        "     ^     <A(I  +  »)*-^^ 

•   ■.  •■■•. 
Zu  bemerken   ist  inde^s  hiertkei  noch*    dass,   wenn  dies  richtig 
sein  soll,  k'^\  sein  muss,  wie  sich  leicht  aus  den  vorhergehen- 
den Schlüssea  vdn  selbsf  erglüht;  i&r  A=:]'ist  oifitentiä^ 


«       I 


1-,  (L±^^«  1.(1+^)1-^  ^- 


1       • 


j  .  ..  i  i  . 


tl 

Setzt  man  nun,    k  grösser  als  die  Einheit  voraTusgesetzt,    —  für 

u,  so  erhält  man: 

1  * 

also,   wenn. man  mit  a:*^-"*  multiplicirt : 
oder 

I 

Folglich  ist 


X^ 


g  emmtri:  mtumhtrt  BanUUim§  äa- Lehre 

la  d«f  sirvifen  diciser  beiiea  Gleidmngeft  a? 


r» 


Dar  JP  setsi 


.?• 


Seilt  man  bieriD  nach  und  nach 

•T^ly  2^  3«  4^  ••••  ft 

QDd  A;  — l==i}t,   k:=im'\-\v  so  erhält  man: 

\    ■  •  ■- 

m-f-l  m+1 

4iiH-i^5iw*H  3«+i— 2«+* 
TT — >3'"> — ^ — ri — » 

m+J  "^  m+l 

Hieraus  ergiebt  sich  durch  Addition  auf  beiden  Seiten : 

m+l  ^      ^        ■  ■         ^m+1 

also  um  so  mehr: 

-^^;^-p.>lm+2«  +  3-+....  +  n«>^j^, 

und,   wenn  man  mit  n*"-!-^  dividirt: 

1      /,     i>^m-|-i^  l'»  +  2"»  +  3«»+..,.+n«»^      1 
m  +  lV+«/       ^  ^«Ti  ^m+r 

Lässt  man  nun  n  in's  Unendliche  wachsen,  so  nähert 


m 


^0*^)' 


sich  der  Gränze  — ^-^  bis  zu  jedem  beliebigen  Grade»   und 
muss  also  offenbar  der  zwischen 


warn  d0m  Mnpkliictm  MHken^,.,  ^  -.._>  ^j^ 


^lO+sr-' ' 


111+ 1  V    '  w/  ?H^ 

liegend*  Bruch  «         i  •     i  ..   .  .  m:«  .*. 

t  i  f       « 


.     *  .■  ^   ■      ™      «^^i^        .«'i'W^    ^^^^    B^^B"v     ^i^i^     A^L^H    M^^i^      .    _  ^^^^-   Ha  ■  ■    ■         .  ■     _ 


n«+^  


1     .■■    ,•• 
sich  aach  der  Gränze  -"xi   l^'^^z^  jedem '  beliebigeo  Grade  nä- 

hem,  wenn  tt  in's  Unendliche  wächst,  wie  bewieki^n'  Werdijü  SdiftiiV 


.   ..                                    Zusatz. 

1     •         .1 

Aach  def  Bruch 

- :  :v-;> 

I«  +  2~  +  3«  +  4«  +  ....  +  («— 1>" 

i              ^                  ■     #              * 

«•»fi 

nähert  sich  der  Gränze 

■:    ■-■■                        ■.!.... 

.  .         .    ;«  +  !  •  ■                  f -j  ■  ■ 

_^    ■   .  ;  ■ 


bis  zoi  jedem  beliebigen  Grade,  Wenn  k  inr*«  ütf^Aflll^M 
w&cbst 


..  > 


Dies  erhellet  auf  der  Stelle'/  weibü  man  nur  überlegt,  dass 

1 

'  ist,   und  dass  sich  —  der  Null  nähert,    wenn  ?i  in's  Unendliche 
wächst,  so  dass  sich  also  unter  dieser  Vorau^etzung  die  BrQch^- 

und 

derselben  Gränze  nähern  mOssen. 


§.  3.      ■■  ■  •^'■'  ''''•'**' 

Ausser  den  beiden  vorhergehenden  Sätzen  brauchen  wir  im 
Folgenden  noch  ein  Paar  Sätze  von  den  MittelgtOsseh;'  die 'Wir 
jetzt :  «beweisen  wi>Uei). .;  ...  ...        r« 


ib  Grünen^  Biementär&  Bäfüeihm^  4er  Lehre 

'  1.    ErklnUiiJ, 

Jede  Grösse,  welche  nicht  kleiner  als  die  kleinste  und  nicht 
grosser  als  die  grusste  unter  mehreren  Grossen  a,  0^  a^i  «3,«... 
ist,  li^eisst  eine  Mittelgrosse  zwischen  dt^deä  Grössen,  und  soll 
im  Folgenden  durch 

b9?^iql^n^^wpi;^^n.;....,^  ._.  •  .    ■.       ,    \     ...   .^  .  . -^^  ^,  ^.  ^.^  .     ^..,.,.,. 

Es  erhellet  aus  dieser  Erklärung,  dass  es  zwischen  Grössen, 
die  nicht  sämmtlich  unter  einander  gleich  sind,  unendlich  viele 
verschiedene  Mittelgrössen  geben  kann.  Sind  aber  die  gegebenen 
Grössen  sämmtlich  einander  gleich,  so  kaofin  msß  qnügede.jcUeser 
Grössen  selbst  eine  Mittejgrösse  zwischen  allen  nennen. 


1 1  . 

■  I  ■  • 

Zusatz. 


T  •  !■    y  .'■  >    .!  :  ■•  jl'i.  ". 


Jede  Grösse,  welche  eine  Mittelgrösse  zwischen 
zwei  beliebigen  der  Grcfss^n  a,  %,  a^,  03,....  ist,  ist 
«if^.MÄUeteröss©  zwi^ch.^n  ^Uep  diesen  jGrö^sen.        .^^ 


•  ^.  «i  *••  1;  // 


^    Wefan  ä  vtki  h  zirisi  böliebige  Qrö.a&en'  firind,'  so  is« 
d^s  Product'  *  !  » 

{«— il!f(a,  6)}{il!f(a,6)  — 6U 

woMCafb)  eine  beliebige  Mittelgröss«^  zwischen  a  und 
^'ftö'aiyicJÄ'net,  jederzeit  poifeitlT,  Wtnn  mstnUvtr  di^i^««- 
Product  auch  di^nn^  wenn.^eft  verscJiw.iad^t,  als  positiv 
betrachtet. 


''•  i 


B  e.  w  e  I  &. 


■•'■  ■■■r.i\i 


Wenn  a>6  ist,  so  sind  nach  1.  die  Differenzen 

a  — Jtf(a,6),    J»(a,6)  — 6 
beide  positiv,  und  das  Product. 

{a— itf(a,  6)}{itf(a,6)-6) 

I 

Wenn  a  <  6  ist,  so  ist  nach  dem  so  ebenBewf€»i(^tf^eM^S  P^dhieti 


( b  -r-M(M,  brnViaitb)  -(r  a ) 

t 

positiv.    Also  ist  auch  das  Product  mi'i  fl 

positiv.  '     'tv  i  J  :.  •:••.:  -.'.ho   •»/ j  f  i  ••  tf  >    -.  /I»',j    i  ii'l    t>. »    \)<    .jr-i; 

Wenn  a=^  ist^,^  y^r^c^«i(jnd^  d^^J^lfferepj^n 

a— ^(a,  6),    Jtf(a,A)— 6 
beide,  und  das  Product       '   '    '        '  '' 

4 

ist  folglich»  weil  es  verscbj^ildi«t»:;Wi^^r  positiv. 

:.l    I    .liM   »«rill  ••li::M'»-'iir-.1<»  ■'   T>i     fi  j     i?   i^{   *  <    *  ^  'jdJ  i'i  ü7iV»cM|-.'ri   ir^i'-- 

3.    Z(.€>^«q^z. 
Wenn  das  Product 

positiv  ist,  so  ist  A  jederzeit  eine  Mitteigrosse  zwi-' 
sehen  a  und  b,  oder  e$^:isl.ML^   '.-.; 

« 

Beweis.  ••,:  '..:<l  •..;!,  d  >,;,.  (..;.• 

■  •  *   i-  ■-         <•  ■ 


Wenn  das  Product 


(a-AHA-b) 


I    I 


verschwindet,  so  ist  entweder  A  =  a  oder  A=zb,  in  beiden  Fällen 
also  i^tmchl.eibeMittelgi^s«  zwischen  a  und  6.  Wenn*  Ais  Product - 

(a^A)(A-'b) 

nicht  verschwindet,  so  verschwindet  keiner  '  seihör '&eid'6n'Fä(?fö-" 
ren,  und  die  beiden  Factoreu  IjJ^bena,  w^il  dus  Rrgiduct  nach  der 
Voraussetzung  positiv  ist,  gleiche  Vorzeichen.  Ist  also  a — -4>0, 
so  ist  auch  i  — 6>0,  oder  es  ist  a>  i4>  6,' fd^Hfch '^^'oa(A  1." 
eine  Mittelgrösse  zwischen  a  und  b,  Ist  a  —  ^<0,  so  ist  auch 
A  —  6<0,  oder  es  ist  n^A/<^b^  folglich  A  nach  1.  wieder  eine 
Mitteigrosse  zwischen  a  und  b.  Unter  der  gemachten  Voraussetzung 
ist  also  A  immer  eine  Mitteigrosse  zwischen  a  und  6»  'wie  be- 
wiesen werden  sollte»  .,\u.    j.  i.  ....  ■  .,    ^    •«.  ,\i 


U  Grunerti  SUmemmre  BmmeUimg^ier  L$kre 

'  4.    L  e.k  ir^i  mix» 

Wenn 

A:xM(fl9  Ol,  a^p  a^,  a^*.*.) 

ist,  00  ist  fflr  jedes  positive  oder  negative  q 

qA^  Miga,  Q&i ,  ga^,  ga^,  ^04,  .L)i 

Beweis.' 


Die  kleinste  und  grosste  unti^  den  £r58sto 

•  •  •  • 

Q,    Ili»'<t2»  4lsy  «V49  .-. 

seien  respective  «und  y,  so  ist  nach  der  Voranssetzung und  nacl 
Folglicb  ist  nach  2.  das  Product 

(«-j)(4-r) . 

positiv.    Weil  nun  g^  immer  positiv  ist,,  so'  ist  auch,  das  Pro< 

oder  das  Product  .     '   -: 

g{a'-'Ä).g{A-y), 

also  auch  das  Product 

{ga'-'gÄiigA'^gy) 

positiv,  folglich  nach  3.: 

g4  —  M{ga,gy), 

;  •  I  .        •     •  I  .  >  '  ■ 

k    »  '  ■      » 

Weil  nun. die  Grössen. (^CK  und.>/  jedenfiadiisi  unter  den  Grössen 

goy  ga^,  ga^,  gti^,  ga^,..., 

vorkpinin^D»  so  psi  nach  1.  Zusatz 

'  '  gA=:M(ga,  goi,  ga^,  gä^,  ^04,....),  ' 

wie  .h^wieseo  werden  sollte. 

•CA«  .     r  --■        :  .  ■  ^  • 

ilf((^a,  i^Oi,  ^o«,  ^Oi,  ga^9*^*)i^^\  .      •       i? 


Mit  äm^  rnrnmOMUm  MHkem  13 

eine  MlttelgirOsve  svrischeo  den  Grßssen^ 

ga,  QQi,  QO^,  ga^9  qü^,.,,, 

ist,  so  lässt  sich  immer 

M(Qa,  QOif  Qa^9  Qa^9  ga^,:» •••):=  QM(a,  Oi,  a^,  Og,  04,....) 

setzeDy   wo  wie  gew^ibBÜch 

M(a,.  Of  ,  O^y  :«B»  *U>  ••••) 

eioe  gewisse  HittelgrOssei  zwischen  den  Grössen  Or  4|, 
Oll  a^,^-  bezeicliDet. 

Weil  nämlich  nach  der  Voraussetzung 

M(ga,  goif  ga^,  ga^,  ^04'*— ) 

eine  Mittelgrosse  zwischen  den  Grossen 

^»  Q^l9  Q^y  9^9  9  ^«4,.... 
bt,  so  ist  nach  unserem  obigen  Lehrsatze 

•-M(ga,  ^«1,  ga^9  ga^,  ga^t*-») 

,  eine  Hittelgrosse  zwischen  den  GrOssen 

ga      goi       ga^      ga^.     ga± 
g         g         g         g         g 

ako  eine  lldittelgrusse  zwischen  den  Grossen 

a,  Ol,  a^f  cTg,  a^,»,,.i 

folglich  kann  man  setzen: 

•-M(ga^  gOi,  ga^^  ga^,  ga^,.,..)=:M(a,  a^,  «12,  Ö3,  a^,.,„), 

woraus 

M(ga,  gai,  ga^,  ga^,  ga^,.„.)=zgM(a,  aj,  a^,  Og,  a^ ) 

folgt,  wie  bewiesen  werden  sollte. 

5.    Lehrsatz, 

Wenn 

-^  =  Jlf (o,  «i»  ^>  ^9  fl4»«—) 
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icfty    so  ist  füD<^j«idei  ^imit 'BlQacheh>uistg^er::^h9riyii  4(in;< 
unteren  Zeichen  auf  einander 

,..=♦  ....'.  .^.n  .  ,n  • '''ifite  Ti^  el|d^:  .  n'^*;  -   '^o  •  i^^l*  *^^v.^* 
Die  kleinste  und  grusste  untbvid«ii:Gros8efii //  <> /y    .'iivi/ 

se^en'respeetire  b  «tid  yv'sb'isf  nach  der  Voi^aiddsdfeunf^und'iadi'li; 

AJso  ist  nach  2.  das  Pröauct 

und  folglich  offenbar  auch  AklWoiliiiX  "  "'"^"     '^-"'^'''»i«'  ""' 

{«+ 9-r^±Ö?t  (i'4  0^  (yl  e)  I 

positiv.    Daher  ist  nach  o.: 

Weil  nun  die  Grössen  a+o  und  r  +  p   oQenbar  beide  unter  deo 
Gliedern  der  Reihe  '^"- '   ■      '^'^  "■''■'-'  '•  ■  -  ■■'■'^<-^>^^  '»'■'■ 

«db^>  «lifo,  at^Jzß,  fl8±ip5—-' 
vorkommen,  so  ist  nach  L  JZusatz:-        .        ■      .     .       ►, 

•     ■  ♦  ^'^  ♦  }■  '  - '      •  . ' '  •  " 
wie  bewiesen  werden  sollte. 


*• , •.   \ ..  I . 


9 

Wenn  a,  «i^  «29  ^3»  «49....  beliebige,  dagegen  ^^nAyy 
^2^  ^B'  64>....  sämmtlich  Grossen  mit  einerlei  Yorzeiq(ien 
sina,  dferen  Ättzalii  in^tbeidien  Reihi^n  die«e^lb^e  istV  so 
ist  jederzeit  ■  .^.,  ..if- ....,■.-..:,/-.?  .-.?■;  ^  j^ 

a+flt +«2+03 +  ...._      /g       Oj^       a^       a^       \ 
Ä+61  +  62+63  +  ..M7      U'     *iVV     Äs'"/ 

Beweis.  n  ■  .^'tt 

Wenn  a  und  /^ie.k(eiq.i^te,jpd^grq^fi||^  un^er  den  Grössen 
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sind;  Vf^  sind  die  Piibren^ea 

'  V        ,■  :  ■  .  .   !  '■ 

a             Ol 

__                                      —       •  .          •                        •       •  f 

6,      "'   6,"" 

und  anch  die  Differenzen 

:                            *     •  *       .            » 

!     •.* 


I!    •. 


'  1  * 


a  Hl  o^  ^t  f; 

sSmmtiich'  ^tfsltit.  '  Da  nun  nacb  der  yoraussetzung  .^dje  .Grössen 
bibi,  629  63,....  alle  gleiche  Vorzeichen  haben,  so  haben  auch 
dieProducle  '      '     "     '  " 

60-«),  »i(|-«)^  **(2"-0^  ^(§-«)-- 


•  ■.   •  • 


obA  fSölgfRch  'aachf'äie  diesen  Produkten  gleiefaen  Üifferenz^n     - 

a — ;ii6,.fli  — ff^i,  «2— -«62»  aQ^ab^,..i.; 

.%k^a,  y6i— Ol,  y^a-^a»,  y^g  — 03,..,. 

säromtlich  gleiche  Vorzeichen.    Also  haben  auch  die  Suramen  die- 
ser Differenzen 

.    a  +  «L  +  «»+  ö«  +  ....— «(6  +  ^  +  62  +  63  +  '•..), 

'    y (6  +  61  +  ^2  +  ^8  +  — )— («  f  «1  +  ^a+«3+-0;' 

und  folglich  auch  die  Quotienten 

fl  +  fl,  +  Ofl  +  «3  4- .»  ■  —  «  (6  +  ^i  +  ^2  +  ^3  +  "") 

6   +    61+^2+03     +•• 

y  (6  +  61  +  62+63  +  ■•»)  —  («  +  «1  +  «2  +  fl^3  +  *"0 . 

^  +  61  +  62  +  63  +  .... 


!«! 


» *  i 


Dämlich  die  Grössen 

g  +  ^i  +  ^a  •+  %  "f*"'  ■  g  +  Ol  +  P2  "f  Q»  Hh-  *»«» ' 

*  +  6i+6a+^3  +  —  ~*'**^""*  +  ^+^»  +  ^i  +  ->.    > 

oder 

Q  +  <^i  +  ^^2  +  ^3  +  ;•"       g  +  Qt  +  ga  +  <^$  +  !*»*»  •  ' 
"""6+6, +6'2+68 +  ....'    6  +  6i+6j^  +  6ö  +  ..,^     ^ 


^iche  Vorzeichen.     Dabei*  ist  das  Product 

/   _  «+«1  +ga  +  g3+— A  /g-f  a,  +0^  +  03  +  ....        \ 
y      6  +  6, +6a  +  6a+-/U +  61 +*»  +  &,+..-.      V 

|ioaitiT,  folf;lich  nach  3.: 

«  +  "i  +  ga  +  °8  +  -.  _  „ ,       . 
6  +  6,  +  öa  +  63  +  ....-^*'''"' 

AIm>  ist  nach  1.  Zusatz  auch 


a  +  a,+aj,  +  a3+....  _      /«        'h      ^     ^        \ 


6  +  61+61 
•tie  bewiesen  werden  sullte, 


«tnillM 


Zusatz 


Setit  man  im  Vorhergehenden  6^6,  ^öa=6j;=....  =1  1 
beseichnet  die  Anzahl  der  in  jeder  d|r.  beiden  Reihen  t 
«,,....  und  6,  61,  6j,  Ö3,....    enlhaitefl^n  Glieder  durch  n; 
giebt  sich  aus   dem  vorigen  Lehrsätze  unmittelbar  die  deichui 

no  n,  du  Ui>  «'S!-"-  ganz   beliebige  Grössen  bezeichnen. 


Sind  e,  Qi,  Pe,  Pj beliebige  GriisRen   mit   einerlei  Vorze 

eben,  so  haben,  da  auch  die  Grössen  6,  6,,  6j,  6, sämmtli« 

gleiche  Vorzeichen  haben,  auch  die  Proilucle 

Ap.  *iei'   f>i9-i'  öapj 

sSmmtlich  einerlei  Vorzeichen,    und  es  ist   folglich  nach  dem 
sen  Lelirsatze: 


., 


-"(?,■ 


flp+"iei  +  "gei+"aea4---  _  ^^  ^«e      a,Q^      a^      ttgQi 
6e+6ie,  +  6aea+6ses+- 


*iei'  6aea' 


■)■: 


ge+aigi  +  ffaea+ffaP3+--  _ja(^      fi 
6p+6iPi  +62(Ja+63ea  +....  V6  '    A| ' 

Für  A  =  6,=6i  =  ös  =  ....=:l  ist  folglich 

og+^i  P;+"gea+«3fa+-- 


«+ei+?»+e3+— 


=  Vtf(a,ffi,as,DB.„..) 
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oder 

In  dieser  Gleicbong  ist  der  folgende  in  vielen  Beziehungen 
widitige  Satz  enthalten: 

'  Wenn  a,  a^,  a%y  03,....  beliehige,  dagegen  q,  ^,  ^, 
9^,....  Grössen  mit  einerlei  Vorzeichen  sind,  so  wird 
das  Aggregat 

üQ  +  «1  ^1  +  a^Q%  +  03^8  + ...  i 
jederzeit  erhalten,  wenn  man  das  Aggregat 

^  +  ^1  +  ftB  +  ^3  +  •••• 

mit  einer  gewissen  Mittelgrosse  zwischen  den  Gros- 
sen a,  Ol,  02»  as,....  multiplicirt. 


IL 

« 

Von    den    Gränzen    der    Differenzen  Verhältnisse    der 

Functionen. 

§1. 

Wenn  y  =  f{x)  eine  beliebige  Function  von  x  ist,  und  man 
lässt  in  derselben  die  veränderliche  Grusse  x  die  beliebige  Ver- 
änderung /ix  erleiden,  wodurch  x  in  x-{-/ix  übergeht,  so  wird 
die  Function  f{x)  in  f(x+Jx)  übergehen,  folglich  die  Veränderung 

nx+^x)'-f(x) 

erleiden.  Diese  Veränderung  der  Function  f(x)  pflegt  man  auch 
die  Differenz,  eigentlich  die  erste  Differenz,  der  Function 
y^fix)  zu  nennen,  und  durch  ^f(x)  oder  Jy  zu  bezeichnen,  so 
dass  also 

Jy  =  Af(x)  =  f(x+Jx)  —fix) 

kt 

Wenn  man  Jy:=Jf(x)  als  eine  neue  Function  von  x  betrachtet, 
nnd  darin  wieder  x  in  x+Jx  übergehen  lässt,  «o  nennt  man  die 
dadurch  herbeigeführte  Veränderung  von  Jy=:Jf(x),  nämlich  nach 
dem  Vorhergehenden  die  erste  Differenz  von  Jy=Jf{x),  die 
zweite  Differenz  von  y^=^t(pc)y  und  bezeichnet  dieselbe  durch 
jpy  oder  A^f(pc)y  so  dass  also 

Theil  XXUI.  2 
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fietraclitet  man  /ßyz=iA^f{x)  wieder  als  eine  Function  vor 
und  His6t  X  \Tt  }ic\dx  übergeben,  $0  nennt  inan  die  dadurch  h 
beigeführte  Veränderung  von  A'^y  =  ^f(x) ,  nIhnKcb  nach  fl 
Vorhiorgehenden  die' erste  Differenz  \ovl  \d^y^=J^f{x),  die  dril 
Differenz  von  yT:zf(xy,  nnd  Bezetbfanet  dieselbe  ^urch  J^y  o< 
J^f[x),  so  dass  also 

d^y=±J9f(x)zs:Ad^;=zJ/Pfix) 

ist.  .  ".       :: 

Wie  man  auf  diese  Art  weiter  geh^n  kann,  erhellet  hiera 
schon  mit  völliger  Deutlichkeit,  und  es  ist  daher  allgemein 

§.  2. 

Die  Verhältnisse  oder  Quotieoten 

Jx         jdx 

^      ^f{x) 
Jx^'^  Jx^    ' 


u.  s.  w. 

jdx^        Jx^ 

'I   ■  •   ■  .        .  •     ■ 

u.  s.  w. 

n^enntm^  nach  d^R^ih^  das  erste/ zweite,  dritte,  .4..nte>. 
Differenzenverhältniss  der  Function  y=zf(x). 

Wenn  man   nun  /ix  sich  der  Null  nähern  lässt,   so  näbei 
sich  freilich  auch  die  Differenzen 

dymjf(»),    J^mJ^fix),    J^y^d^fix),    d^^A^f(x),.... 


Ar  sieh  offenbar  der  Nall.  Dag^en  werdet»  sieb  unter  dei 
eelbett  Voraussetzung^  wenn  nämlich  dx  sich  der  Null;  n5hert>  d» 
Differenzenverhäitoisse 


r  •    I 


•   f       r  •• 


ri 


I 


Jx         Jx 

äix^'^    Aa^    ' 

Ahi_A^f{x)^ 
dx^        Aa^ 

u.     8.    w. 

A^y_A^f{x) 
Ax^       Ax^ 

a.     s.     Vf. 

ganz  bestimmten  endlicKen  Gränzen,  welche  der  Null  gleich,  aber 
aoch  von  Null  verschieden  sein  können,  nähern  kunnen,  denen 
mao  diese  Verhältnisse^beiiebig  nahe  bringen  kann,  wenn  man  nur 
^Hfthe  genug  i>ei  Null  annimmt.  IKes  hier  dnrcli  Beispiele  tXL 
erläutern,  würde  ganz  unnutz  sein,  weil  wir  im* Folgenden  sehr 
viele  Fälle  betrachten  werden,  wo  sich  die  .wirkliche  Existenz 
solcher  Gränzen  mit  grOsster  Bestimmtheit  und  Deutlichkeit  nach- 
weisen iässt,  womit  jedoch  auf  der  anderen  Seite  keineswegs  die 
Behauptung  ausgesprochen  sein  soll,  dass  es  in  allen  Fällen  der- 
gleichen Gränzen  wirklich  geben  müsse,  was  zu  einer  ganz  fal- 
schen Ansicht  von  der  Sache  führen  würde;  vielmehr  muss  die 
Existenz  dieser  Gränzen  in  jedem  einzelnen  Falle  besonders  nach- 
gewiesen werden,  was  auch  im  Folgenden  immer  geschehen  wird; 
wo  wir  aber  von  solchen  Gränzen  im  Alli^emeinen  sprechen,  soll 
jederzeit  stillschweigend  vorausgesetzt  werden,  dass  deren  wirk- 
liche Existenz  durch  irgend  ein  Verfahren  schon  streng  nt-tchge- 
wieseo  worden  sei. 

Wir  werden  die  Gränzen  der  Verhältnisse 

Ay  ^  Af{x) 
Ax  Ax 

Ax^"    Ax^    ' 

A^y__A^f(x) 
Ax^        Ax^ 

n.     s.    IV. 

A^y  _A^f{x) 
Ax^        Ax^ 

u.    s,    w. 
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unter  der  Voranssetziiiig,  dnsM  Jx  sich  der  MuH  nähert,  respee- 
tive  durch 

dx  ^x 

L.m^=L.m^g-, 
u.    s.    w. 

U.     8.     W. 

WO  Lim  das  abgekürste  lateinische  Wort  Limes  ist,  oder  lespee- 
tive  auch  durch* 

fix),   fix),    fix),    fnx),....,    ß'Kx),^..         '    • 

bezdcbnen,  so  dass  also 

f'ix)=Lm-£=hm-j-, 
rix)=him^=Lm-^l^, 

I 

u.    s.    w. 

/'(»)(j;)=Lim^^=Lim-^^, 

u.    s.    w. 
ist. 


§.  3. 

Die  Gränzen  der  Differeozenverhältnisse  der  Functionen,  nach 
der  im  vorhergehenden  Paragraphen  gegebenen  Definition  dersel- 
ben, sind  in  der  ganzen  Analysis  von  dem  vielfachsten  und  wich- 
tigsten Gebrauche,  ^und  es  lassen  sich  von  denselben  auch  eine 
ziemlich  grosse  Anzahl  allgemeiner  Sätze  beweisen. 


I , 


mm  am  mt^ndifeikm  M^iAem  il 

Um  ein  Beispiel  eines  solchen  allgemeinen  Satzes  zu  geben, 
sei  einmal 

F(a:)  =  af{x), 
wo  a  einen  constanten  Factor  bezeichnet.    Dann  ist 

F(x  +  Ja:)—F(a:)=:a{f(x  +  Ja;)—/{a:)], 

also 

/IF(pc)  =  aJf{x). 

Folglich  ist  ganz  eben  so 

/i^F{x)  —  nd/f/Xx) 
oder 

J^F(x)=zaJ^x). 

Hieraus  ergiebt  sich  auf  dieselbe  Weise 

/fd^F(x)^aJJ^f(x), 
also 

J^F(x)=:aJ^fXx). 

Wie  man  auf  diese  Art  weiter  gehen  kann,  ist  klar,  und  es  ist 
folglich  atigemein: 

also  auch 

J^F(x)  _    J^fjx) 
Jx^  Jx^ 

Lässt  man  nun  Jx  sich  der  Null  nähern,  so  ergiebt  sich  hier- 
aus auf  der  Stelle  durch  eine  ganz  einfache  Betrachtung  auch  die 
Gleichung 

oder  in  der  im  vorhergehenden  Paragraphen  eingeführten  Bezeichnung : 

F(^)(x)  =  af(^)(x). 

Wenn  also 

F(x)  =  af(x) 

ist,   so  ist  immer  auch 

F(«)  (x)  =  a/(»)  (x) ; 
oder  wenn 
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!■:«■       '      •  .     •>■••■     '.:  ■  ;i!: 


*;;I}t*iJ^l^r     ..•■•.'.•:    :':•■    j-;        i|»m    i\l.\ 


ist.  wo  v  und  F  FunctioDen  von  x  bezeichnen,  so  ist  ininier  at 


und 


;■       •  •      ■    -    '  ■ 
«  )    k  >   >  >      -       .      •        ' 


Lim--r-T-  =  aLim-;r-^.  '• 


Aebniiche  ailgemeine  Sätze  von  den  Gränzen  der  Differenz 
Verhältnisse  wie  dieser  giebt  es  eine  grössere 'Ab;2ähl ;  dfes^ 
sind  jedoch  sammtlich  so  «in&ek  iind  durch  sich  selbst  sogle 
verständlich 9  dass  ich  eine  besondere  Erörterung  derselben. fc 
nicht  für  nüthig  halte,  indem  diese  Sätze,  wo  sie  im  Folgern 
zur  Anwendung  kommen  w^denr  gewiss  einem  Jeden  sogleich  y 
selbst  einleuchten  werden.  Nur  ei.n  Satz  dieser  A^t.  scheint  i 
eine  nähere  und  genauere  Erläuterung  zu  bedürfen i  äre  ich'dal 
im  folgenden  Paragra[>hi^  SU  geben  versuchen  werde. 


t  f" 


■      §..4, 
Wir  wollen 


jn—lf^x)  ^  (p{Xy  Ax) 


ür:  •    'U 


■.'  «• 


t ;  •      > 


\. 


und,  immer  unter  der  Voraussetzung,  dass  Ax  sich  der  Null  nähe 


;    •  •    • 

also,  wenn  i  eine  beliebige,  aber  bestimmte  Grosse  bezeichnet,  ao 

setzen.    Nun  ist  9ffönbar  ' 

j  1    q>(x  + 1,  Ax)  —  g)(.T,  Ax)  I 


I    1 


'  «1:i 


, .     1 1    q>(x  +  h  Ax)      1  q)(x,  Ax)  I 

_  .     )  1    (p(x  +  i,  Ax)l  \l    (p(x,  Ax)l 

1  -  .     (p(x  +  i,  Ax)      1  _  .  (p(xt  Ax) 

=  J^(x+t)-jip(x)=:^^  ^.       "^^      '              ..,.     .     ,,, 


rw  . 


>■  9om4imi.MmmdiicäemßMen.  88 


Läset  mao  oun  Ja  und  i  sich  zugleich  der  Null  nähern  und  setzt 
eben  deshalb  auch  jda:  für  i,  so  erhält  man  aus  vorstehender 
GleichuQg  die  Gleichung : 

Lim -r—. — ^-^ '  =Lim  -^ — = — :r — ^-^—  • 

Nach  dem  Obigen  ist  aber 

A^f{x) = AA^-^f{x) = \p{x  +  Ax,  Ax)  —  ^(ar,  Ax) 


•     I 


also 


A^f{x)      g)(x  +  Ax,  Ax)~^q>(x,  Ax) 


» : 


und 


2/:i;  Ax  ' 

folglich  nach  dem  Vorhergehenden: 

liim  — 7— r—  =  ijim 


m 


Ax^  Ax 

oder,  weil  bekanntlich 

Li™^^  =  /(-»(x).  Lim  ^  =  /(».(.) 


1 

{    ist: 


fin)(a:)  =  Lim  -^-^^^  > 

eine  für  das  Folgende  sehr  wichtige  Gleichung^  von  der  wir  häufig 
Anwendung  zu  machen  Gelegenheit  finden  werden. 

Wenn  y=:f{x)  ist,    so  kann  man  diese  Gleichung  nneb  auf 
folgende  Art  ausdrücken: 

_ .     A^y       _  ,  Ax^   ^ 

Lim-:r:ä=Lim— = -. • 

Aaf^  Ax 

Dieselbe  wird  gebraucht,   um  f^^){x)  aus  /'("-^)(ai)  oder 
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Lim-r--  aus  Lim -7-— 3 
abzuleiten,   und  ist  daher,   wie  schon  erinnert,   sehr  wiehti 


in. 

Die  Fundamentaltheoreme  der  Entwickelung  der  1 

tionen   in  Reihen« 

g.  1. 

Wenn  ^=:/)(^)  eine  beliebige  Function  der  yeränderlichen  i 
X  bezeichnet^  so  wollen  wir  für  jede  durch  A;  bezeichnete  p 
ganze  i^ahl 

1)    yicZ^Lfix-^rkJx) 

setzen.    Dann  haben  wir  in  gewöhnliche^  Bezeichnung  die  I 
genden  Gleichungen: 

ys—y^^^y^f 

u.    s.    w. 
durch  deren  Addition  auf  der  Stelle  die  Gleichung 

yk — y =Jy  +  Jyi + Jy2 + •  •• + ^yk-i 

erhalten  wird.    Also  ist 

Lässt  man  i];i  dieser  Gleichung  x  in  x-^Jx  üt^ergehep  .un< 
von  der  dadurch  hervorgehenden  Gleichung  die  Gleichung 
bo dlküt  mtttt'oütenbar  die  Gieichung 


"■T 


^yk=  Jy + JJy  +  ^^yi  + .... + ^^yu^i , 
also  in  abkürzender  Bezeichtfuog : 

folglich  nach  2):    \ 


ibo 


_  .     .  '  .  V 
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Lftsst  man  in  der  Gleichung  3)  die  Grösse  a:  in  x-\-Jx  über- 
gehen  und  zieht  von  der  dadurch  sich  ergebenden  Gleichung  die 
Gleichung  3)  ah,  so  erhält  man  offenbar  die  Gleichung 

alBo>in  abkürzender  Bezeichnung: 

6)    Jh/k=^/fhß  +  /Ihf  +^^yi  +  J^y^  + ....  -^J^yk^i ; 
folglich  nach  4): 

*  ife— 1 

A — 3  ^    .Ä  — 3  ^-    .  Ä: — 3  ^, 
u.    s.    vv. 

also  nach  der  Lehre  von  den  figurirten  Zahlen: 

ß^  ^^  A     .  A(A-~1)  ,, 

(Ä— l)(Ä-2)  ,  '  .  (Ä-.2)(Ä;-3)-     ■   .      .  2.1  ^, 

Lässt  man  in  der  Gleichung  5)  die  Grösse  x  in  x-^Jx  über- 
gehen und  zieht  von  der  dadurch  erhaltenen  Gleichung  die  Glei- 
chung 5)  ab  9  so  erhält  man  offenbar  die  Gleichung 


•SB  6runer^.-&mnmUai!Alktrattll!itiii-4er  lekre 

also  in  abkfirzender  Bezeichnung :  ;  ./  '  ' 

folglich  nach  6):  v       j     ,-•''>       '     ' 

yt=y  •<-  j-^y  +  "T:2^^+       1.2 ^^ 

+ 172 ^^+ O ' 

..  .,...^.  '•    j,.:--  '•■;  ••:  .■  ■•;  ^.-,  =*■•■«•  »'•■'••. , ■„ 

■2.1  ^,    .  2.1^.    .      .2.1  ". 

afoo  iraefc  der  Lehre  von' deii  "figürirteD  Zahlen :      ' 

k  ,    .  kik—l)  ^    ,  k(k—l)(&—2)  ,, 
8)   y*=3f  + 1^  f  TTf" '!'%'*■ !  ''"i.2'.3;^~'^''y  ■ 

+ 073 ^  ■»■ 1.2.3      ^' 

^-  '•'      "  >-        •  ".      •        i'-i      •    .     .       .-.:...       ,,.:.•■. 

'■    '      '321'"*      '     •^"  '■     ' '  •    V.    *      -  ■'\.    • 

+  --  +  I72i3^^*-"** 

Wie  man  auf  diese  Art  weiter  geben  katon^  erhftHet  hier  sei 
mit  völliger  Deutlichkeit,    und  es 'ist  duher*  allg^meift  flKr  jei 
positive  ganze  n,   welches  nich^  grösser  als  k^-l  ist,   wenn 
uns  der  bekannten  Bezeichnung;  (t^rjB^QOÜal-lloefficienten  bedien 

oder,  wenn  der  Kürze  wegen 


■  K" 


gesetzt  wird :  /  \ 

•:-j '.-Scteepi  .wii»  jetzt. : -\. 

12)     tz^kjx,  ÜBO  k=-r-i 


80  ist  nach  11),  wie  leicht  gefunden  wird:' 


'  k  •  *  • 


•;  -f  -M-jt 


<  •      * 


13)  A^  +  0=2f  +  f  •£         " 

,    ■■■■■■'':  ^i(i^J:k)  J^ 

+      1.2      •  Jx^ 

i(i'-Ja:){i-'2Jx)    J^y 
+  1.2.3  Jx^, 

u.    s.     w. 
■*■  1.2.3....II  '  ^x» 

und  wenn  wir  der  Kürze  wegen 

'  ■ .      .  .        ••-■...- 

14)    ß„  = 

(k— 1)„  +  (A — 2)„  +  (ii  -  3)„  + ....  +  «„ 
setzen,   so  ist  nach  10):  ' 

.   i2^=l(^^l)„  +  (^-2)„  +  (Ä:-^3)«  +  ....+«»lÄ^^^^^^       ■ 
also,  weil  nach  der  Lehre  von  den  figiirirten  Zahlen  /  ^ 

/•„+1=:(Ä:— l)„+(/-  — 2)„  +  (^-3)n+....  +  W„ 

ist: 

15)    R„  =  k„^iSln^xn^K 

ocfcr,   wie   man   sogleich  übersieht: 

_ i(i  —  /ix)  (i  —  2Jx)  ....  {i-^nJx) 
*^^     ^"—  1.2.3...(7«  +  1)  ^^"* 

Weil  aber  die  Grössen 

(A:— l)n,      (^  — 2)„,      (Ä:  — 3)n,    ....,   Wn 

offenbar  säntaitlich  positiv  sind,  so  ist  wegen  des  Ausdrucks  14) 
nach  einem  bekannten  Satze  von  den  Mittelgrüssen  (I.  §.  3.6.  Zwei- 
ter Zusatz.): 
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und  folglich  nach  16) : 

18)     Rn  = 

1.2.3.... (n  +  1)  ^\Aa^^*  Ja^i>""*     Jai^i 

also  nach  13): 


19)    f(a:+i)=.y+i.^ 


+  "~T72       Ax^ 


i(i''Jx)(i-'2Ax)    A^ 
+  1.2.3  'Ax^ 

u.    s.    w. 

i(i-^Ax)(i'-2Ax)....(i^(n^l)Ax)    A«y 
■  1.2. 3....  n  '  Ax^ 

.  1(1-^ Ax)  (i -  2Ax) ....  (J^nAx)  j^fA^^  A^^^y^       A«^^k^^ 


(i 


1.2.3.... (n  +  J)  "V^jrH-i* //arH-i»--»     ,^^"+1 

§.  3. 

Wenn  man  nun  k  in's  ÜDendlicbe  wachsen  lässt,    so  nShi 

wegen  der  GieichuDg 

. 

i  =1  kAx,    also  Ax  =  t*  > 
die  Grosse  Ax  sich  der  Null,  und  die  Grossen 

1.2      ' 

f(t— ^x)  (t— 22:/a;) 
1.2.3 

i(i--Ax)  (i—2Ax)  (iSAx) 
1.2.3.4 

u.    s.    w. 

i(i'-'Ax)(i—2Ax)....  (i'--(n'^l)Ax) 

1.2.3....n 

;    t  (t  —  Ax)(i-'2Ax)....(i  -  nAx) , 
1.2.3....(n  +  l)  ' 
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wobei  mao  nicht  tfenbeachtet  lassen  muss,  dass  n  bierliei  als  con* 
stant  an  betraebten  ist^  nähern  sich  folglich  respective  den  Grenzen 

O*    ITO'     1.2.3.4'      •  l.2.3....n'     1.2.3....(n+l)' 

Ferner  nfibem  sich»  weil  dx  sich  der  Null  nähert ,  die  Diffe* 
lenzenqnotienten 

^y       ^hf      Jhf       ^  /f*y 

/Ix*    ^x'^*     Aa^*     Ax^*  "*'  Ax^ 

respecäve  den  Grfinzen 

nx),  fix),  rix),  r^(x),....,fi*Kx). 

Weil  endlich  bekanntlich  nach  1): 

&i=f(x  +  Ax), 
fl%=f(x  +  2Ax), 

• 

n.    s.    w. 

yib-Hi-i  =  /"(a?  +  (Ar — n  —  1)  Ax)  =  /  (ar  + 1 — (n  + 1 )  Ax) 

ist,  ond  offenbar,  wenn  Ax  sich  der  Null  nähert,  die  Reihe  der 
Grüssen 

X,  x+Ax,  ar  +  2^ar,  .... ,  j:+i  — («  +  l)zfa: 

I    desto  genauer,  je  näher  Ax  der  Null  kommt,  die  stetige  Zahlen- 
roibe  von  x  bis  x  +  i  darstellt;   so  stellt  die  Reihe 

yy   yiy   y^y    y3  9'"'y  yk-n-i 

desto  genauer,  je  näher  Ax  der  Null  kommt,  die  Reihe  der  Werthe 
dar,  welche  die  Function  f{u)  erhält,  wenn  man  sich  u  von  u=^x 
bis  u^=^x-\-i  stetig  verändern  lässt;  und  die  Reihe 

A^^^y       A^^^yi       A^'^hß^  ^«-h^yt-n-i 

stellt  daher  desto  genauer,  je  näher  z^j?  der  Null  kommt,  die  Reihe 
der  Werthe  dar,  welche  /'('*+^)(m)  erhält,  wenn  man  sich  u  von 
n:^x  bis  t£  =  a?-|-t  stetig  verändern  lässt. 

Verändert  sich  nun  aber  /*("+*)  (m)  selbst  stetig,  wenn  man  sich 
u  von  u='X  bis  u  =  a:-f  t  stetig  verändern  lässt,    so  muss  offen« 


L 
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bar  jede  Miltelgri^sse  zwiscLen  allen  den  Wertben,  iCelche  /'''+il((»l 
erhält,  wenn  man  siufi  «  Ton  vi=3:  \>\»  ti=:x-\-i  elelig  verändeu 
lässt,  einem  dieser  Wertbe  rnn  /lo+'K«)  gleith  sein,  »elcliei 
^l>>+>J(u)  erhSIt,-  wenn  man  für  u  einen  getvlsscn  be^timmtei% 
zwischen  .t  und  ^  +  i  liegenden  Werth  setzt;  und  da  man,  trenii 
9  eine  geivisse  positive,  die  Einheit  nicht  Qbersteigende  liTüsse 
bezeichnet,  jede  Mittelgrüsse  zivischen  x  nnd  x-yi  nffeiibu  dMidl 
X  +  pi  darsteilen  kann  *),  so  wird  man  jede  MittelgrOsee  zwischen 
allen  den  Werthen,  welche  /'<"+*'(")  erhält,  wenn  man  sich 
von  «=3;  bis  u^x-\-i  stefiK  verändern  ISsst,  unter  der  Voraus- 
setzung einer  stetigen  Veräuderunp  von  /^(''+"^1(k)  in.  dem  Inter; 
valle  u  =  x  und  M=a:  +  i,  durch  /'I'|+')(.t+ pj)  ausHrricIcen  kr.nneD, 
und  ea  wird  a!«o  nach  dem  Vorherge'ienden,  immer  unter  d« 
Voraussetzung,  dass  k  in's  Unendliche  wachst,  nlTeubar 


/^"+'ff       J"+Vy,        ■tfn+'ya  ^»^t-, 


»ifi ^it.'^) =/■'*'(- +rt 

gesetzt  werden  künnen. 

Nimmt    man  jetzt  alles   Vorhergehende  znsammen,    eo   wir« 
man  anmittelbar  zd  dem  folgenden  wichtigen  Satze  gefCibitt 

L  e.  hr  I  n  l  i. 

•-'■  Wenn  A*),  f'(a:).  f"(x),  f^x),  f"{.x). f^'^^x)  sfimm« 

lieh  endliche  völlig  bestimmte  Grossen  sind,  nfiÜ 
/■('>+i)(M)  sich  stetig  verändert,  wenn  man  sieh  uvnnM=j 
bis  u'^x-^i  stetig  verändern  lasst,   so  ist 

f{x^!)=flx)^-\-ri^)^-  ^  nx)\  —-3  ri^y 

ortm.  //  1*"-.  +  x—;^  r"  W  +  1; '^„^;j  /'t'H'W  {.X  +  pO . 

wo  e  eine  gewisse  positive,  die  Einheit  ni«hHlbeif^ 
steigende  Griisse  bezeichnet. 

Setzt  man  in  vorstehender  Gleichung  :r=0  uhd  ii^x,  so  er 
hält  man  den  folgenden  Satz: 

.  '.iii'!  t,l  ,riL-,.ii:,:    ol•^t,  vulftb  iH 

.  ■■!■■  ,     i-Ht.,;,      -,v,    ^AWfJ 

*)  Wenn   c  eine    positive,    die   Einheit   nicht   nbflrateigende  Griti 
also    oino  MitlclgniBHe   zniiichen  0  nnd   I   lit,    so  Ul  p  — ^(0,  I),    folg' 
Hch  nach  bekannlon  äfilxan  vnn  den  Mittel  grossen  (1.^.3.  4,}  fi  =  M((i,  i)\ 
alM  ferner  x-^-fi^^MiX,  x-^-f),  lURh  l.$.3.S. 


^'^'      fffm>deH  ^nendüehm  Reihen:  %i 

''  ■■*<■  '  ■     '  L  e  h  r  t  a  tt. 


•    I  *  < « I 


...    .» 


Wenn  ^0),  ^(0),  AO),  /"'(0),/^^(0),...,  /K»)(0)  sämrot- 
lich  endliche  völlig  bestimmte  Grossen  sind  und  /'('>+^)(u) 
sich  stetig  verändert^  wenn  man  sich  u  von  tt=0  bis 
«=^  ste.tig  verändern  lässt,  so  ist 

/Kar) = m + f  /*(ö) + j-^  /»(O) + j-^  no) +....+ i7:;i/'<">(0) 

wo    9    eine    positive,    die    Einheit    nicht   übersteigende 
Grösse  beäseichnet'« 

§.  4. 

Die  Ansäht  der  Glieder  der  Grosse 

Ä«==(^--l)^«+i3r+(^-2M»+Vi+(^-3)„^»+V2+...+w»z/»+V-n--i 

ist  k-^Uy  und  nach  einem  bekannten  Satze  von  den  Alittelgrossen 
(I.  §.  3. 6.  Erster  Zasatz.)  ist  folglich 

eine  Mittelgrosse  zwischen  den  Grössen 

die  wir  durch 

bezeichnen  wollen.     Folglich  ist  nach  dem  Obigen 

oder 
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also>  wenn  wir  mit  ^x'<^  unter  dem  Zeichen  M  multipliciren»  was 
nach  der  Lehre  von  d^n  Mittelgrossen  iL  §.3.4.)  bekanntlich  ve^  * 
stattet  ist>  und  bemerken^  dass  aifenbar 


{Je — n)^x^ — nJx 
and 

(i—Jx)(jt—'iJx)....{i—iulx) 
(A-  l)«^x«  = 1.2.3....« ' 

{K—£)./ia^-  1  2.3....„ 

(k-3)nJaf= l.2.3....ri ' 

u.    s.    w. 

(i —  (k-^n)Ja:)  (t— (A— n  +  l)Jx)  ....(i— -(A— l)-£/jr) 

^^^"= 1.2.3....« 

»  ■      . ,-. 

ist:  ; 

1.2.3....W  2^+i' 

({— 2z/.r)  (t — 3^ar) ....  (t—  (n+ l)^ar)   ^'t-'yi 
Rn-{i-nJx)Ml  1.2.3....n  '^ar«+i' 

u.    s.    w»  . ;  ' 

{i-^k^^)^x){i^{k'-n-^\)Jx)....{i-{k'-l)Jx)  ^«t^  yt— 

1.2.3....n  •     ^ar«+- 

oder,  wenn  wir  den  Factor 


1.2.3«*..  91 


vor  das  Zeichen  M  nehmen,    was  nach  dem  schon  vorher  ange-. 
wandten  Satze  von  den  Mittelgrossen  (I.  §.  3. 4.  Zusatz.)  verstattet  ist : 

^     Jx  ^     2Jx       ,      nJx^  /fn+iy 
(i p{^ j-)-.(l f-)  255^1  • 

1.2.«5....n     j(l j-)(l j-)....(l T ^'2':t^i' 

u.    s.    w. 


(* J )(1 J )....(!— j )     ^ar»+i 


vom  äen  tmenäHekm  ßHken.- 
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und  erinnert  sich,  dass  n  constant  und  käx^^^i  ist,  so  er] 
mit  völliger  Deutlichkeil,  dass  diese  Reibe  desto  genauer,  je 
näher  4x  der  Null  kommt,  mit  der  Reihe  der  Werthe  zusammen- 
fiUlt,  (Teiche  die  Function 

(l_«j(l_«,(l_^)....(l_»)/^(-.+i,(^+„), 

wo  die  Anzahl  der  gleichen  Factoren  n  ist  und  /<"+'> (j;-fti}  aw 
^l'«+')(a^)  erhalten  wird,  wenn  man  darin  ir  +  u  fiir  x  setxt,  siso 
die  Function 

(i-7)Y'"+"(^+«). 

«rhält,  nenn  man  sieb  in  derselben  u  von  0  bis  t  stetig  verändeni 
tSsst;  und  Sndert  sieb  nun  /'l''+'>(,x-f  u),  also  natürlich  *)  auch 

stetig,  wenn  man  sich  u  von  0  bis  %  stetig  »eriindeni  ISsst,  «» 
wird  man,  indem  man  sich  immer  k  ins  Unendliche  wachseaA 
denkt,  jede  Mittetgrüsse  zwiachen  den  obigen  Grössen  durch 

(1- ^)" /(-+!)  (:r  +  eO 

bezeichnen  künnen,  wo  9  n'Ieder  eine  gewisse  positive,  die  (j»>- 
beit  nicht  übersteigende  Grüsse  bedeutet,  i>lso  durch 

Nimmt  man  jetat  alles  Vorhergehende  zusammen,  so  ergiebl 
sich,  immer  n  als  constant,  h  als  unendlich  gross,  also  Jx  der  Nitlf 
unendlich  nahe  kommend  gedacbt,  unmiltelbarder  folgende  Ausdruck.'; 

nnd  (Vir  haben  daher  jetzt  den  folgenden  Satz: 


hehrsaiz.  ^ 

Wenn  f{,x),  f'ijt).  f^x).  r"(^),  r^x),....  f>Kx)  sümnt. 
lieh  endliche  vüllig  bestimmte  Grössen  sind  und  /'('>f)>(n) 
sich  stelig  verändert,  vrenn  man  sich  u  von  u^x  bis 
u=fi;-f>  stetig  verändern  lässt,  so  ist 


•)  Weil  n  eine  posillve  g-anie  Zahl  iat. 


y 
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,    »+l(l_g)« 

WO  Q   eine    positive,   die   Einheit    nicht   übersteigende 
Grosse  besetchnet. 

Setzt  man  in  vorstehender  Gleichung  a:=0  und  iznx,  so  er- 
hält man  den  folgenden  Satz:  x 

m 

Lehrsatz. 

Wenn  f(ß),  /'(O),  /''(O),  /'"(0),..../^«)(0)  sämmtlich  end- 
I    liehe    völlig   bestimmte  Grossen  sind    und  f(^-^^)(u)   sich 
stetig  verändert»    wenn  man  sich  u  von  te  =  0  bis  tc  =  a: 
stetig  verändern  lässt,  so  ist 

wo  ^   eine   positive,    die    Einlieit    nicht  übersteigende 
GrSsse  bezeichnet.  ^ 

§.  5. 

Zwei   bestimmte  Werthe  der  veränderlichen  Grosse  x  in  der 

Ponction  f{x)  wollen  wir  jetzt  durch  a  und  der  Kürze  wegen  durch 

-'^     X  selbst  bezeichnen.     Tbeilen    wir    dann   die  Differenz  oder  das 

^     Intervall  x  —  a  in  n  gleiche  T heile,   wo  natürlich  n  eine  positive 

^\    ganze  Zahl  bezeichnet,  und  setzen  der  Kürze  wegen 

X  —  a 
1= » 

so  ist  nach  §.  3.,  wenn  wir  alle  dort  wegen  der  Stetigkeit  der 
Functionen  gemachten  Voraussetzungen  auch  hier  ohne  weitere 
besondere  ßemerkung  stets  festhalten,  indem 

^0»     ^1»     Ql>     93j»"*«  ^n— 1 

Uuiter  positive»  die  Einheit  nicht  übersteigende  Grossen  bezeichnen: 


i2 


f{a  + 1)  =f(a)  +  1  r(«)  +  J72  n«  +  ^0« 


P 


3« 
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/•(«  +  4i)  =  Aa  +  30  +y /"(a  +30  +iy^(o+3i+e5i). 

u.    s.    w. 

/(« + «o=/'(o + («-i)o+j-r(a+(»-i)o+o^'(«-H«-i)«+^ 

also 

Aa + 0  -  A«) = f/'  («)  +  4»T  («  +  PoO . 
/(«+20-A«  +  «")=f/"(«  +  0  +  i»V"(«+«+ft»). 

/(a+30-/(a+20=»r  («+20  +  UT'(«+?t+<>aO. 

/•(a+40— /•(a+30=i7'(fl+30  +  l»T'(a+3HftiO. 

u.     s.     w. 

/(afnO  -/i[a+(«-l)0 = ^(a+(«-l)0  +  itY''(a+ (».-!).•+  9. 

Addirt  man  alle  diese  GleiehuDgen   zusammeo  und  hebt 
was  eich  aufheben  lässt,  bemerkt  auch  zugleich,    dass 

ist^  so  erhält  man: 
/(a;)--/(a)  =  £i/'(a)  +  /'(a+i)+/'(a+2i)+.,..+/'(a+(n--l)0 

+ii*{r(«+^oO+/''(«+*+?iO+r(«+2i+M+.-.+r(«+(«--i)i+^«- 

Nach  einem .  bekannten  Satze  von  den  Mittelgrössen  (L§. 
Erster  Zusatz.)  ist  aber  jederzeit 

n 
eine  Mitteigrusse  zwischen  den  Grössen 

r(«+«o«).  r(a+»+9i0,  r(«+2»+e20.-,  /"(«+(«-i)+9»- 

r(«+go'H/V4-HPiO+r(a+2t+9aO+....+/'>-K»-l)t.fp, 

n 

folglich 

/''(«+?oO+r(«+»+eiO+r(«+2»"+M+-+r(o+(w-i)«+9. 

=«ilf  tr(«+«o«*).  Ao+»+?it),  /"(a+2i+ea0,-.  r(o+(n-l)i+9»- 
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Daher  ist  nach  denn  Obigen: 
/f*)-Ä«)  =  «'l/"(«)  +A«  +  «*)  +  /"(a+2/)  + ....  +  /"(a+(n-l)Ol 

oder,  weil  ni=x — a  ist: 

+{i(a:-a)if{/>+ßoO.  r(a+i+Qi() r(«+{«-l)»+^-iO}. 

Weil  nun  bekanntlich 

Q09      Qlf     029      ^3>**»'    Qn—\ 

laater  positive»  die  Einheit  nicht  übersteigende  Grössen  sind,  so  sind 

a-JrQoi,   a  +  i  +  ^ii,    a  +  2i  +  ^i,....    a  +  (n  — l)i  +  ^„-ii 

laater  Mittelgrössen  zwischen  a  und  a  -f  ni,  d.  i.  zwischen  n  ired 
X,  und  unter  der  Voraussetzung,  dass  f"(u)  sich  stetig  verän- 
dert, wenn  man  sich  u  von  u=:a  bis  t£=ar  stetig  verändern  iSsst^ 

;  wird  man    also  nach   einer  schon  im   Vorhergehenden  mehrmals 

,  aogewan^dten  Betrachtung 

setzen  können,  wo  q  eine  positive,  die  Einheit  nicht  übersteigende 
Grosse  bezeichnet.     Also  ist  nach  dem  Obigen 

f(x)-f(a)  =  i{f'(a)  +r(a+i)  +/-'(a+20  +  ....  +/"(a+(«-l)»)l 

+  }J(j;  —  a)f"(a  +  q{x  —  a)). 

Lässt  mau  nun  n  in's  Unendliche  wachsen,  also  i  sich  der  Null 
nähern,  so  nähert,  weil  unter  den  gemachten  Voraussetzungen 
offenbar 

(a;~«)r(a  +  9(^-«)) 
eine  endliche  völlig  bestimmte  Grösse  ist,  die  Grösse 

li(a:-^a)r(a+Q(x-a)) 
sich  offenbar  der  Null,  und  nach  dem  Obigen  nähert  sich  folglich 

ttAo)fA«  +  0+r(a  +  20  +  ....  +  /'(«+(«-l)01 

der  Gränze 

nx)  -  f{a). 


3S 


Weil 
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.ir(a  +  ni)  =  if'(a:) 


sich  offenbar   der  Null    nähert^   wenn  n  iii*s  Unendliche  wächi 
also  i  sich  der  Null  nähert^  so  Icann  man  auch  sagen ,  dass 


/sich  der  Gränze 


nähert,  oder  dass 


f(^)-f(a) 


die  Gränze  ist,  welcher 

sich  nähert»  ivenn  n  in's  Unendliche  wächsft»  also  i  sich  der  Ni 
nSJürt. 

Hierdurch  gelangen  wir  also  zu  den  folgenden  Sätzen: 


Lehrsatz, 

Wenn  /*(«),  f'{u),  f\n)  endliche  völlig  bestimml 
Werthebehalten  oder  sich  stetig  ändern,  wenn  man  sie 
u  von  tf=:a  bis  u:==lx  stetig  verändern  lässt,  und 


X  —  a 


n 


gesetzt  wird,   so  nähert  sich 

nfw +r  (a + 0 + r(a + 20 + ....  +r  (« + (« - 1)  o  > 

der  Gränze 
oder  es  ist 

^Uai.i{f'(a)+r{a  +  {)+f'ia+2i)  +  ....  +  /'(a+(n^l)»))» 

wenn  man  n  in's  Unendliche  wachsen,  also  t  sich  de 
Null  nähern  lässt. 

Diesen  Satz  kann  man  aach  auf  (bigende  Art  aussprechen: 
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Lehtiatz. 

Wenn  /(tc),  f'{u),  f"(M)  endliche,  TMlIig  bestimmte 
Wcfrthe  behalten  oder  c>ich  stetig  ändern»  wenn  man 
sich  u  von  usia  bis  ti  =  ar  stetig  verändern  läs^t,  so 
D&hert  sich 


der  Gränze 

oder  es  ist 

A^)-/i:a) 

=ailin.^V(«)+/'(«+^)+r(«+2^)+-+r(a+(»-l)~2)}, 

[»wenn  man  die  positive  ganze  Zahl  n  in's  Unendliche 
wachsen   lässt. 

■ 

Nur  eine  wenig  veränderte  Form  dieser  Sätze  sind  die  folgen- 
den Sätze : 


Lehrsatz. 

Wenn  f(u),  f'(ü),  f^u)    endliche,   vSllig  bestimmte 
^  Werthe   behalten  oder   sich   stetig   ändern,    wenn  man 
fiich  u  von  tt=a  bis  u^=^x  stetig  verändern  lässt,   und 

X  —  a 
n 

gesetzt  wird,  so  nähert  sich 
der  Gränze 

m—m* 

oder  es  ist 

m-m 

=  Lim.t|r(a)+/"(«  +  0 +/*'(« +  21) +  ....+/''(a  +  n/)}, 

wenn  man  n  in's  Unendliche   wachsen,    also  i  sich  der 
Null  nähern  lässt; 

oder : 
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Lekrpatz* 


Weno  f(u),  f{u),  /^(m)  endliche,  völlig  befatlrik'mte 
Werthe  behalten  oder  sich  stetig  ändern,  weda  ioM 
sich  u  von  u=  a  bis  u^=zx  stetig  verändern  läfest,*  4# 
nähert  sich 


•  •'  -r.u 


^1  A«)  +  r(a+^)+/'(a+2^)  +  ....+na+«^»; 


der  Gränze 


oder  es  ist 


.■    "-.h 


m—M)y 


f(^)-f(a) 


■J  -■ 


.>-  •, 


:Lim.^=?  tr(a)+rta+^)+/"(a+2^)  +  ...•  +/'<a+,;M^J^ 


n 


n 


n 


n 


wenn  man  die  positive  gatize  Zahl  n  in's  UnöndlfeV^ 


wachsen   lässt. 


•  >  7r 


.      v,.  >     ,r..|j 


IV. 


Ueber    die    Function  •  (1 +a:)^. 


§.  I 


Wir  wollen  zuerst  für 


't 


wo  fi  ^ine  beliebige*ppsitive  oder  negative,  ganze  oder  gebrochene 
Zahl  bezeichnen  soll,    die  Grosse  fix),  nämlich  die  Gränze  zu 

bestimmen  suchen,  welcher  der  Differenzenquotient  -^  sich  nähert, 
wenn  Jx  sich  der  Null  nähert. 


Jx 


I  •'  f"  i 


Zunächst  wollen  wir  den  Fall  betrachten,  wenn  ft  eine  p^si 
tive  ganze  Zahl  ist.    Offenbar  ist 

(a  +  b(x+  jdx)y'—(a'{-bx)f^ 
=  (a  +  b(x+Jx))(ä+b(x+Jx))t^''^-^(a  +  bxy, 

also,  wie  man  sogleich  übersieht: 


(«  +  6  (a:  +  ^ap))M— (a  +  6ar)^ 

imd  folglich  "  ^ 

(a  +  6(a:  + -^a:)y*— (a  +  6a:)A* 

=  6(a+6(ar+^;r))A*-i  +  (a  +  6ar)  ^— ^ — ^—2- -^ ^— ^ 

LSsst  man  jetzt  iii  dieser  Gleichung   /ix  sich  der  Nalt  nftheni 
und  geht  zu  den  Gräozen  über,  so  erhält  man  offenbar  die  Gleichung 

Liim  — — 


= 6  (a  +  bxy-^ + (a  +  6ar)  Lim 


Jx 


/ 
[ 


*  t    ■     • 

oder,  wenn  man  der  Kürze  wegen 

..     ,,      ,.    {a'\-b{x-{-^x)Y'-(a-\'bx)f^  .- 
gj(fi)=:Lim ^^ ^ : 

setzt,  die  Gleichung: 

q>{^)  =  6  (a  +  bxy-^  +  (a  +  bx)  (p((i — 1). 

Durch  wiederholte  Anwendung  dieser  Relation  ergiebt  sich  nach 
und  nach,  weil  ft  nach  der  Voraussetzung  eine  positive  ganze  Zahl  ist: 

(p{fi)  =  6  (a  +  bx)f^-^  +  (a  +  bx)  (p((i^l) , 
g)(|x—  1)  =  b(a  +  6a:)A'-2  +  (a  +  6:r)  9(fi'-2) , 
g)(|x  -  2) =6(a  +  6j:)^-3  f  (a  +  6^)  ^(fi— 3) , 

u.     s.     w. 

9(3) =6(a  +  bxf  +  (a  +  6^)  ^(2) , 

9(2)  =  6(a  +  6a:)i  ^  (^  _j.  ^^)  ^(i)^ 

Multiplicirt  man  jetzt  diese  Gleichungen  nach  der  Reihe  mit 

(a  +  bx)9,    (a  +  bx)^,  (a  +  bx)^,,,.,,   (a.+  6a:)M-3,  (a  +  bx)f*-^; 

addirt  sie   dann  zu    einander   und  hebt  auf,   was  sich   aufheben 
lässt,  so  erhält  man  die  Gleichung 

9(|Li)  =  (fi  —  1)  6  (a  +  6a:)M-i  +  (o  +  bxy-^  9(1). 

Nun  ist  aber 


«V 
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also»  weil  immer ,  d.  h.  für  jedes  Jx^ 


I    • 


v^   .r 


ist»  offenbar 

z«:  setsen;;  folglich  nach  dem  Vorbei^ebeDden 

9(|[t)  =  ^6  (a  +  bx)f^^ , 
also 

Lmi  j ^^-^ — —  =  (ib(a  +  bx)f*-^, 

oder  in  bekannter  Bezeichnung: 

f'(x)  =  (ib(a'+bx)f*-\  »J 

Wenn  ferner  (i  eine  negative  ganze  Zahl  ist,  so  setze  man 


-■I 


»•i 


WO  nun  —  fi  eine  positive  ganze  Zahl  ist.    Also  idt 

.,_ 1_ 1 

"^^'^  (a-i-b(x  +  Jx))''f^     (a  +  6ar)-M 

__     (a+ö(x+Jx))'-f'—(a+bx)'-f* 
"^     ia-i-bx)-f^(a+6{iV  +  Jx))'f^' 

folglich 

Lässt  man  nun  in  dieser  Gleichung  Jx  sich  der  Null  nähern  und 
geht  zu  den  -Gränzen  Über,   so  erhält  man  offenbar  die  folgende 

Gleichung: 

^  •  '  '  ■■■•:.■    I. 

^x  ^x 

Weil  nun  aber  — fi  eine  positive  ganze  Zahl  ist,  so  ist  nachdem 
vorher  betrachteten  Falle  eines  positiven  ganzen  Exponenten : 

Lim ^^-— =  — fiACa+iar)-/*-!, 
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l8#  sack  ^m  Vorliti^ieheflMkii : 

olglich 

f(x)  =  fi6  (a  +  bxy-^, 

reiche  Formel  ganz  mit  dem  im  vorhergehenden  Falle  gefande- 
len  Resultate  übereinstimmt. 

Wenn  fi  ein  positiTer  oder  negativer  Bruch  ist«  so  wollen  wir 

P 

^       g 

ßtzen,  wo  p  eine  positive  oder  negative,  q  eine  positive  gUnze 
abl  sein  soll,  was  immer  anzunehmen  verstattet  ist    Dann  ist 

p 
ifs=zf(x)  =  (a  +  bx)9, 

Iso 

iy5  =  (a  +  ba:)P. 

lassen  wir  nun  x  m  x  -i-  Jx  übergehen ,  so  geht  y  in  y  -t-  Jy 
her,  and  vorstehende  Gleichung  wird: 

(y+Jy)9=(a+b(x+jx))p, 

biglich  durch  Subtraction  der  vorhergebenden  Gleichung  von  dieser : 

(y+Jy)9  — 3^ff  t=  (a-{-b{x-{-  Jx))v  —  (a  +  bx)v , 

ilso 

(y+^y)g— yg  Jy _{a-[-h(x-\^Jx))V'-{a^bx)P 
Jy  '  Jx  Jx  * 

ind  hieraus: 

(o  +  6  (o:  +  Jx))v  —  (g  +  bx)P 

Jy^ ^ 

jx''  (y+^y)^—y^ 

Jy 

fähert  sich  nun  Jx  der  Null,  so  nähert  sich  natürlich  auch  Jy 
ler  Null,  und  es  ist  also  für  der  Null  sich  nähernde  Jx  und  Jy 
»ffenbar : 

,.     (a  +  b{x  +  Jx))P--(a  +  bx)P 

.        Lim -i 

,.    ^_ ^ 
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Weil  aber  p  und  g  ganze  Zahlen  «hid;  »o  Mt  nacb')Aei[(.>b6iMB| 
vorhergehenden  Fällen: 


.1-1 


also  nach  dem  Obigen  r 


oder 


Folglich  ist  auch 


oder  weil 


ist: 


^ix         q         yff—* 


(ä  -f  6a:)i>  =  yff 


■  1 , 


•  »■ 


r(^) 


_A£._ir 


also 


^  'a  +  Äa:' 


^ 


.:)i;'li 


-l!'l91 


, » 


'M 


-;»l{ 


iÜ 


oder,   weil  y  =  (a  +  bx)f^  ist : 

/•'  (.r)  =  ^Lb{a^  bx)^\ 

Hierbei  ist  aber  noch  Folgendes  zu  bemerken.  Wir  wollen 
den  Bruch  fi  immer  in  den  kleinsten  Zahlen  ausgedruckt  anneh« 
men.  Wenn  dann  der  Nenner  von  ft  eine  gerade  Zahl  ist»  so 
darf  a-\-bx  nur  positiv  sein,  weil  sonst  y=(a  +  6a;)^  imaginär 
sein  würde,  wir  aber  natürlich  bei  diesen  Gränzenbetrachtungeo 
alle  Grössen  als  reell  vorauszusetzen  genuthigt  sind.  W^il'; 
nun  vorher 

fanden,  so  hat  in  diesem  Ausdruf;ke  in  dem  Falle,  wo  der  Nenner 
von  fft  eine  gerade  Zahl  ist,    der  Bruch 


b 


•   I    • 
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t  :  ''    '*      i'  Ij:  '     1  .  ■ 


\  a  +  öx 

mit  y=:(a-f  6ar)^. gleiches  Vorzeichen;  und  d^  non  vorher 

^6^  =  («  +  *^)''-' 

I  gesetzt  wurde  y  so  muss  in  dem  in  Rede  stehenden  Falle  in  der 
Formel 

auch  {a  +  toy*-*  stets  mit 

y=f{a:)  =  (a^hxY 

▼on  gleichem  Vorzeichen  genommen  werden. 

Aus  allem  Vorhergehenden  ergiebt  sich^  dass  für 

y=zf(x)=:(a+bxy 

m  völliger  Allgemeinheit 

f'(x)  =  iib(a  +  bx)f*-^ 

ist,  wenn  man  nur  beachtet ,  dass  in  dieser  Formel  in  dem  Falle, 
wo  n  ein  in  den  kleinsten  Zahlen  ausgedrückter  Brnch  mit  gera- 
dem Nenner  ist.  immer 


mit  demselben  Vorzeichen  wie 

y  =  fix)  =  (a  +  bx)" 


genommen  werden  muss. 

§.2. 

Bekanntlich  (II.  §.  4.)  ist  allgemein 

^/"(«-i)  (x) 

Cm  nun  diese  Gleichung    auf    die    im    vorhergehenden  Para 
graphen    betrachtete  Function 

y=/'W  =  (a  +  M^ 

anzuwenden,  haben  wir  zuvörderst  nach  §.  I.: 

_  ,.     Jf'(x)      -.    z/.^ö(a  +  6^)-"-i        ,,.    J.ia+bxy-^ 
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• 

und  folglich»  weil  nach  $.  I.,  wem  maD  ^ — 1  l&r  dasdofQg»  p 


ist: 


/^(ar) = |i(fi— 1)  6*(a + 6  j;y^*. 


Ferner  ist 


<Jj7 


Jx 


=  ^0i— I)6*Lim -j^ 


Iki 


also,  weil  nach  §.  1.,  wenn  man  fA-7-2  ßir  das  dortige  |i  sctiti 


Lim -^ =:(|ii  — 2)6(fl+6j:y*"' 


ist: 


Auf  ähilliche  Art  ist 


^/o: 


also,  weil  nach  $.  1.^  wenn  man  ft  —  3  für  das  dortige  fi  aetsif 


:lil{ 


Lim 


^x 


=r(fi-.3)6(o+6a:)/^-4 


'  :ii| 


ist: 


/•^r(;r)=:fi(f*~l)(f*-2)(fi-3)6*(a  +  6j:)a*-*. 


Wie  man  auf  diese  Art  weiter  gehen  kann»  und  auch  daij 
allgemeine  Gesetz  der  gefundenen  Ausdrücke»  erhellet  hier  schoi] 
mit  völliger  Deutlichkeit.    Wenn  nämlich 

^:=:f{x)^(a-i'bx)f* 

<  .. ■ 
ist»  so  ist  für  jedes  positive  ganze  n: 

• :<■■•.     I..:- 

mit  der  Bedingung,  dass  man»  wenn  fi  ein  in  den  kleinsten  Zah* 
len  ausgedrückter  Bruch  mit  geradem  Nenner  ist»  in  der  van^ 
henden  Formel  (u+bxy^"^   immer  mit  demselben  Vorzeichen  wb 


iy=:/l[x)=:(a+6a:)A* 

»hmeD  mass,  was  in  der  Folge,  auch  ohne  besondere  Bemer- 
iiQg>  stets  festgehalten  werden  soll. 

Für 

rgiebt  sich  aas  dem  Vorhergehenden  unmittelbar: 

/^(«)te)  =  fi(fA-l)(fA— 2)....(fi-n+l)a:M-«. 

Ist  fft  eine  positive  ganze  Zahl,    so  kann  man  it =fi  setzen, 
nd  erhält  aus  dem  Obigen,   wenn 

y=/(Ä)  =  (a  +  6a:)i" 
it»  in  diesem  Falle: 

/Ou)(a:)=:^(^-l)(^— 2),...3.2.1.6^, 

|so  eine  constante  Grosse. 
Für 

it  in  dem  Falle,  wenn  ft  eine  positive  ganze  ^ahl  ist: 

/X/*)(^)  =  |it(^~l)(^— 2)....3.2.1. 

■.       •  . .  •  • .  '         ■  ■ 

§.3.  .    ,        ... 

Wir  wollen  jetzt  die  Function 

Qter  der  Voraussetzung,  dass  wir  diese  Potenz  In  dem  Falle, 
o  ft  ein  in  den  kleinsten  Zahlen  ausgedrückter  Bruch  mit  geradem 
enner  ist,  positiv  nehmen,  einer  genaueren  Betrachtung  unterwerfen. 

Nach  §.  2.  ist  allgemein 

/(n)(a;)  =  ^(^-l)(^-2)....(fi-w+l)(l  +  ^)M-«, 
SO 

A^H^)     '    ft(ft-l)(ft-2)....(ft^7H-l) 
1.2.3....n""  1.2.3....«  U+^r     » 

ler  in  abkürzender  Bezeichnung: 
Iglich  für  o'ssiO: 


48 


Grunert:  elementare  DarsleÜunt  äer  Letre 


/^»)(0)  • 
1.2.3.,..»— '*»• 


-.  • 


Also  (III.  §..4.)  ist»  wenn  q  eine  positive,  die  Eiriheit'  nlchtül 
steigende  Grösse  bezeichnet :  .  " 


(1  +  a;)/^  =  1  +  fAior  +  fi^a:®  + 1»3^* +  ••••  + 1"*«»^ 
—  l)....(ft 

1.2.3.... 72 


+^^'*T>!-ö"^r"^^+^(i-g)"(n-o^)^-^-  ' '" 


Wenn  zuvorderst  ft  eine  positive  ganze  Zahl  ist»  so  ist  e9  vc 

stattet,  n  =  ii  zu  setzen,   wodurch  man  in  diesem  Patte  aus  li 

*  ■■■■'■.  1 1 

stehender  Gleichung  sogleich 


I .  •    li 


(1  +  a7)i"  =  1  +  fiio?  +  fiao?^  +  fts^:* +  ....+ /i^ar/* 


oder* 


•  >•    •  I 


(i+x)A«=i+ r^ +"^72-^*+ — ro —  *+-+-i.2.»..^j 

erhält. 

Wenn  aber  ft  keine  positive  ganze  Zahl  ist»    so  wollra 
annehmen»    das^  der  absolute  Wertb  von  o:  kleiner  aL^.dienflj 
heit,  oder  dass 

-l<a;<  +  l 

sei»  und  wollen  unter  dieser  Voraussetzung  den  obigen  sogei 
ten  Rest 

u(ii — 1).... (u  —  n)      ,,' _       ^   ^, 

einer  genauen  Untersuchung  unterwerfen. 

Zu  dem  Ende  stellen  wir  diesen  Rest  auf  folgende  Art^dkA; 


(i 


1.2.3....«      x^  {i+qxr     V^iqp^/. 

und  betrachten  jeden  der  drei  Factoren 

besonders. 

Was  zuerst  den  letzten  Factor  ■' 

betrifit,   so  ist,    weil  der  absolute  Werth  vod  x  kleiner  als  » 
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inheit«  q  aber  positiv  und  nicht  kleiner  als  die  Einheit  ist,  klar, 
iss  der  stets  positive  Nenner  1  -f  ^^  niemals  kleiner  als  der 
ets  positive  Zähler  l  —  q  sein  kann,  dass  also  auch 


VI  +  Qx) 


ie  Einheit  niemals  übersteigen  wird. 

Was  ferner  den  zweiten  Factor  (l  +  par)/*-^  betrifft,  so  hat 
lan  bei  dessen  Betrachtung  die  folgenden  Fälle  zu  unterscheiden. 

Wenn  x  positiv  und  fi—  1  positiv  ist,  so  erreicht  (1  -{■  Qx)f^^ 
einen  grössten  Werth,  wenn  q  seinen  grussten  Werth  erreicht, 
»Iglicb  für  ^  =  1,  so  dass  also  in  diesem  Falle  (l-f^)^~^  der 
rosste  Werth  ist,  welchen  (1 -f  ^a:)/'~^  überhaupt  erreichen  kann. 

Wenn  a:  positiv  und  |x  — 1  negativ  ist,  so  erreicht  (1+pa?)^--^ 
einen  grössten  Werth,  wenn  ()  seinen  kleinsten  Werth  erreicht, 
liglich  für  ^=0,'  so  dass  also  in  diesem  Falle  die  Einheit  der 
rosste  Werth  ist,  welchen  (l  +  Qx)f^~'^  überhaupt  erreichen  kann. 

Wenn  x  negativ  und  ^ — 1  positiv  ist,  so  erreicht  (l  +  ^a:)^^^ 
Noen  grössten  Werth,  wenn  q  seinen  kleinsten  Werth  erreicht, 
liglich  für  ^=0,  so  dass  also  in  diesem  Falle,  die  Einheit  der 
rosste  Werth  ist,  welchen  (1  +  qx^-^  überhaupt  erreichen  kann. 

Wenn  x  negativ  und  |x  — 1  negativ  ist,  so  erreicht  (l-f^ar)/^* 
einen  , grussten  Werth,  wenn  q  seinen  grussten  Werth  erreicht, 
)lglich  für  p  =  l,  so  dass  also  in  diesem  Falle  (1  +  a;)^— ^  der 
rosste  Werth  ist,  welchen  (\-{-qx)^-^  überhaupt  erreichen  kann. 

Nimmt  man  alles  Vurhergehende  zusammen,  so  ergiebt  sich, 
ass  {\^^Qx)^^-^  niemals  eine  endliche,  vüllig  bestimmte  Grösse 
bersteigt,  welche  entweder  (l  +  o:)^-^  oder  die  Einheit  ist.  Uns 
enügt  es  aber  für  das  Folgende,  überhaupt  nur  zu  wissen,  dass 
[•{■  Qx)^^—^  niemals  eine  endliebe,  vüllig  bestimmte  Grösse  über- 
teigt,  auf  deren  wirklichen  Werth  es  uns  hier  weiter  gar  nicht 
nkommt. 


Was  nun  endlich  den  Factor 

^ 

ft  (fi  —  1)  (fi —2) ....  (ft  ~  n) 
1.2.3....n 


^n+l 


trifft,    so  wollen  wir    denselben  der  Kürze  wegen  durch  U  be- 
lehnen.   Dann  ist,   wie  man  sogleich  übersieht: 

heil  XXIII.  4 
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fe+2=—  <n+l  (1  —^^12^^' 


also: 


u.    s.    w. 


u.    s.    w. 


'  Die  absoluten  Werthe  von  x  und  tm  Wi>  ^n-f2>  ^-fs»«—  vrol-! 
len  wir  im  Folgenden  re^pective  durch  ^  und  ra>  tn-i^t»  ^n+a»  '^n-H»***' 
bezeichnen,  und  nun  die  beiden  folgenden  Fälle  unterscheiden; 

1.  Wenn  ft  positiv  ist,  so  wollen  wir  uns,  was  offenbar  vv[ 
stattet  ist,  n-f-l  grosser  als  fi  genommen  denken.  Weil  nuninackJ 
dem  Vorhergehenden 


• 


.    -..      .1 


u*    s.    w. 
ist,  so  ist  unter  der  gemachten  Voraussetzung  offenbar 


'  ron  den  unendileken  Reihen,  51 

id  da  nun  bekanotlicb  §<1  ist»  so  nfibern  sieb  die  Grossen 

Tn>      ^«+1»      1^n+a»      ^n+3»  '  ^«+45-»» 

3nn  nur  erst  n-f-l  grosser  als  ft  geworden  ist»  offenbar  immer 
shr  und  mebr  der  Null,  und  können  derselben  auch  beliebig 
be  gebracht  werden,  wenn  man  sie  nur  weit  genug  vom  An- 
Dge  der  vorstehenden  Reihe  entfernt  nimmt. 

2.  Wenn  ft  negativ  ist,  so  wolleo  wir  grosserer  Deutlichkeit 
egen  — hl  für  |Lt  schreiben,  wo  dann  fi  selbst  positiv  ist,  und 
Iglich  nach  dem  Obigen 

.«+s=T.(i+;rri^(i+^2)^i+  ;rT3>^'' 

u.     s.    w. 
tzen.    In  diesem  Falle  ist  also  offenbar. 

rn+i  =  T„(l  +  ^-pj)|, 
tn+a  <  Tn{  (1+  ^qpj)  1 1*, 

T„+3<T„t  (1+^)11», 

r„+*<r„{(l  +  ;^)|!*, 
u.    s.    w. 
an  kann  man  aber  immer  »-f  1  so  gross  annehmen,  da«» 

(.    Denn  diese  Bedingung  ist  jederzeit  erfüllt,  wenn  die  Bedingung 

4* 


:    ih 
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also  wenn  die  Bedingung 

n  +  J"^!"*   '    n  +  1^" 
also  wenn  die  Bedingung 

folglich ,  wenn  die  Bedingung 

erfüllt  ist ;  und  da  sich  diese  letztere  Bedingung  offenbar  immer  < 
erfüllen  läisst,   wobei  man  nur  stets  zu  beachten  hat,    dass  £<] 
ist 5    so  wird  sich  durch  hinreichend  grosse  Annahme  von  ft-|-l 
offenbar  auch  Immer  die  Bedingung 

erfüllen  lassen.  Ist  aber  diese  Bedingung  erfüllt,  so  nähern  sick 
offenbar  die  Grossen 

T^n»     l^n-f-i*      ^n-fa»      ^n-|-3>      'Pn4-4>  ••••  ' 

immer  mehr  und  mehr  der  Null»  und  können  derselben  auch  helie" 
big  nahe  gebracht  werden,  wenn  man  sie  nur  weit  genug  von  den 
Anfange  der  vorstehenden  Reihe  entfernt  nimmt. 

Hieraus  ergiebt  sich  nun  mit  völliger  Deutlichkeit,   dasa  deri 
absolute  Wertb  von 

1.2. 3....  7} 

wenn  n  nur  erst  eine  gewisse  endliche,   völlig  bestimmte  GrSsse 
überstiegen  hat,  und  dann  fernerhin  wächst,  immer  der  Null  zu*,] 
strebt  und  derselben  auch  beliebig  nahe  gebracht  werden  kaonb 
wenn  man  nur  n  gross  genug  nimmt 

Nehmen  wir  jetzt  alles  Vorhergehende  zusammen,  so  seht» 
wir,  dass  von  den  drei  Factoren  des  Restes 

jedef  der  beiden  letzten    nie  eine  gewisse   endliche,   völlig 
stimmte  Grosse   übersteigen  kann,    der  erste  dagegen  jedensM^'' 


ii 


pom  den  nneHdUehen  Heiken,  S3 

enii  n  nar  erst  eine  gewisse  endliche,  völlig  bestimmte  Grösse 
berstiegeni  hat,  und  dann  fernerbiu  wächst,  der  Null  zustrebt  und 
Qch  der  Mull  beliebig  nahe  gebracht  werden  kann,  weiHi  man  nur 
gross  genug  nimmt.  Also  wird  der  vorstehende  Rest,  wenn  n 
pScbst,  offenbar  auch  selbst  immer  endlich  einmal  anfangen,  der 
yi  zuzustreben,  und  wird  auch  der  Null  beliebig  nahe  gebracht 
werden  können,  wenn  man  nur  n  gross  genug  nimmt. 

Folglich  kann  man  nach  dem  Obigen  unter  der  Voraussetzung, 
lass  der  absolute  Werth  von  x  kleiner  als  die  Einheit,  oder  dass 

st,  immer 

(l+a;)A*=  1 +fA^ar+f*2^*+fi3a:»+f*4a;*+ .... , 

vo  ♦ 

_  fi(|i*—  1) (ft— 2) ....  (fi--n  + 1) 
'*"—  1.2.3....  w 

st,  setzen,  was  wir  im  Folgenden  in  der  Kürze  durch 

(1  +  x)f^  =  1  +  jt^iX  +  H2^^  +  f*8^'' +f*4^+ —  • 

(-.l<a:<  +  l) 


lezeichnen  wollen. 


§.  4. 


Man  könnte  versuchen,  die  am  Ende  des  vorhergebenden  Pa- 
agraphen  gefundene  wichtige  Gleichung  auch  nach  III.  §.  3.  aus 
er  Gleichung 

(1  +  ar)^=  1  +  (liX  +  fi2^*  +  (H^^  +  •—  + 1^^" 

.  a(u,— l)....(a— w)      .,,, 

+  i2.3....(r+iT""^^(^+^^)"""-'^ 

ier 

(1  +  a:)M  =  1  +  fi^of  +  ii2X^  + 1^30:3+  ,^ .  +jifa^ 

+  f*»+i  ar»+^  (1  +  Qxy-"'-  S 

0  Q  eine  gewisse  positive,  die  Einheit  nicht  übersteigende  Grösse 
{zeichnet,  abzuleiten.  Dies  geht  aber  ohne  erhebliche  Schwie- 
^keiten  nur  dann  an,  wenn  a:  positiv  und  kleiner  als  die  Einheit 
L  Im  Falle  eines  negativen  x,  dessen  absoluter  Werth  kleiner 
3  die  Einheit  ist ,  würde  man  aber  immer  wieder  zu  der  im  vor- 
rgebenden   Paragraphen   angewandten  Entwickelung   seine  Zu- 
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.j. 


.Ji 


flucht  BehnieQ  niiisseD.    Wie  rota  sieh  bei  der  In  Rede,  «tebendf» 
Ableitung»,  weno  x  positiv  aod  kleiner  als  die  Einheit  ist«  M 
halten  hatj  wollen  wir  jedoch  nun  noch  seilen,   weil  wfar  A 
tunken  dieser  Art,    auch  wenn  sie  nicht  allen  Anfordemofm 
genügen  geeignet  sein  solhen,  iromer  ffir  besonders  lehrreieh 

Den  Rest 

fi„+i  jr'^+i  (1  +  ^j-)^-»-S 

auf  dessen  Betrachtung  es  hier  lediglich  ankommt,  kann  man 
folgende  Art  ausdrücken: 

(1      \»+i 

Dass  (l+Qxy^  nie  eine  gewisse  endliche,  völlig  besthnmte  6i 
übersteigen  kann^   ist  schon  im  vorhergehenden  Paragraphen 
zeigt  worden;    und  da  wir  a:  als  positiv  voraussetzen ,  auch  q  p**j 
sitiv  ist^   so  kann 


1  +  ^a: 


9  also  auch 


VI  +  qJ 


nie  grosser  als  die  Einheit  sein. 
Ferner  ist 

I 

=(-l)'^+i;r»+i.(l-^(l-^)....(l 


n  +  k  +  1 
fi  +  1 


■  <i 


n+k+l 


)«*• 


Ist  nun  fi-fl  positiv  und  n-{-2  grösser  als  fi-fl  gewordei^j 
so  sind  die  Grössen 

ft  +  1  fi+l  (i+V 

w  +  2*  ^""»+3'--^   ^""w  +  Ä  +  1 

sämmtlich  positiv  und  kleiner  als  die  Einheit.  Da  ferner  an  kleiner  j 
als  die  Einheit  ist,  so  nähert  sich,  wenn  k  wächst,  o:*  der  N« 
und  kann  derselben  beliebig  nahe  gebracht  werden,  wenn  man  ov' 
k  gross  genug  nimmt.  Alles  dieses  zusammengenommen  zeigt» 
dass  im  Falle  eines  positiven  fi-i-l,  wenn  nur  erst  n-f-^  grussor 
als  f^<|-l  geworden  ist,  und  dann  k  wächst»  die  Grösse 

der  Ncdl  zustrebt,  und  der  Null  beliebig  nahe  gebracht  werde» 
kann,  wenn  man  nor  k  gross  genug^werden  lässt  FolgHcb  wild 
in  dem  Falle  eines  positiven  fi>-fl  andi,  wenn  n  wächst,  die 
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imer  oDdlich  einmal  anfangen,  der  Null  zuzustreben,  und  wird 
icb  der  Null  beliebig  nabe  gebracht  werden  kCnnen,  wenn  man 
ir  n  grosjs  genug  werden  lässt. 

Ist  dagegen  ft-f  1  negativ,   so  setze  matt  (i^-f  l=3~il,    wo 
iD  X  positiv  ist;   dann  ist  nach  dem  Obigen 

> 

mer  kleiner  als 

Nun  kann  man  aber  immer  n  so  gross  annehmen,  dass 

;  denn  diese  Bedingung  ist  erfüllt,  wenn  die  Bedingung 


k         1 


!o  wenn  die  Bedingung 


;L  _      1  X  1— o: 


0  wenn  die  Bedingung 

w+2        X 


glich  wenn  die  Bedingung 


«+2>i3 


X 


ullt  ist;   und  da  diese  Bedingung  sich  offenbar  immer  erffillen 
st,  so  kann  auch  die  Bedingung 

mer  als  erliillt  vorausgesetzt  werden.    Wenn  aber  diese  Bedin- 
[lg  erfüllt  ist,  und  dann  k  wächst,  so  nähert  sich 
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x^  +  irb^-'*' 


also  um  so  mehr  auch 


I.  '.» 


!!;■  • 


der  Null,  und  kann  der  Null  beliebig  nahe  gebracht  werden»  won 
man  nur  k  gross  genug  nimmt.  Also  ivird  auch  in  dem  K^l||ft 
eines  negativen  jx-f-l»  wenn  nur  erst  n4-2  eine  gewisse  bestimvJb 
Grosse  überstiegen  hat,  und  dann«/:  wächst >  die  Grösse  '^* 

der  Null  zustreben  und  derselben  beliebig  nahe  gebracht  wei 
können  9    wenn  man  nur  k  gross  genug  annimmt.     FolgHch  wboj 
auch  in  dem  Falle  eines  negativen  fA-pl,  wenn  n  wächst,  die  Gröste^ 

immer  endlich  einmal  anfangen,  der  Null  zuzustreben,  und  will 
auch  der  Null  beliebig  nahe  gebracht  werden  können,  wenn  mal 
nur  n  gross  genug  nimmt. 

Weil  nun  {\-\-qx)i^  nie  eine  gewisse  endliche  völlig  besftroiiiM 
Grösse,  der  Bruch 


Vl  +  ^J 


nie  die  Einheit  übersteigt,   und  die  Grösse 

wenn  n  wächst,  immer  endlich  einmal  anfängt,  der  Null  zosaslilr 
ben,  und  der  Null  beliebig  nahe  kommen  kann,  wenn  man  nur  x 
gross  genug  werden  lässt;   so  wird  auch  der  Rest 

wenn  n  wächst,    immer  endlich  einmal  anfangen,    der  Null  zuztt- j 
streben,   und  wird  auch  der  Null  beliebig  nahe  gebracht  werdiiel 
können,  wenn  man  nur  n  gross  genug  nimmt,  was  aber  durch  das 
Vorhergehende  nur  für  ein  positives  x,    welches  kleiner  ab  db 
Einheit  ist,  bewiesen  worden  ist. 

Also  ist  für  jedes  positive  x^  welches  kleiner  als  die  Einheit 
ist,  nach  dem  Obigen: 

oder  es  ist  in  abkürzender  Bezeichnung: 
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(1  +  ar)M  =  1  +  |»iar  +  fijar«  + 1*80?» + fi4a:* + ...  . 

(0=^<1). 
Dass  iD  weit  grosserer  Allgemeinheit 

(-I<a:<  +  1) 

it|  haben  wir^  im  Vorhergehenden  Paragraphen  bewiesen ;  das  in 
iesem  Paragraphen  angewandte  Verfahren,  oder  ein  demselben  ahn- 
ches,  scheint  ni^ht  zur  Erreicban'g  dieser  Allgemeinheit  geeignet 
II  sein. 


V. 

tieber  die  Function  a'. 

§•  1. 

Unter  der   Voraussetzung»    dass 

—  l<tM:<+l 

ty    haben  wir  nach  dem  vorhergehenden  Kapitel   die  >  folgende 
leichung : 

1 

i  ü 

(1  +  uxY=l^jux 


-(--0 

.   u\u        /\u        J 


1.2.3 


ti^x^ 


u\u       )\u        )\u        ) 


^  1-2.3.4 

+       ...... 

so 5  wie  man  hieraus  leicht  erhält: 


fi^ar* 
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'1 

(l+ttr)i  =  l  +  j- 

+(r~«)Ö~'")Ö-")T 
+(r-«)(|-*»)(^""")6^^")? 

+        

Weil  nach  der  gemachten  Voranssetzang 

also  ux  eine  MittelgrSsse  zwischen  — 1  and  -fl»  oder 

«ar=üf(--l, +1) 

ist,  so  ist  (I.  §.3.4.) 

ux  \        \  11 

—  =  il/(--,  +  i),    a:=üf(— *,  +  -) 

und  die  obige  Gleichung  gilt  flir  jedes »  der  Null  noch  so  nah 
kommende  Uy  wenn  nur  x  der  Bedingung 

1         1 

^     ti        u' 

genügt.  Lässt  man  nun  in  der  in  Rede  stehenden  obigen  Gl« 
chung  u  sich  der  Null  nähern  und  geht  zu  den  Gränzen  über/s 
erhält  man  auf  der  Stelle  die  folgende  wichtige  Gleichung: 


1)    LUn.a+«a:)S=:l+|  +  ^+j^3  +  j-|i-j+... 

\  • 

(— oo<ar  <  +00) 
wobei  angenommen  ist,  dass  in 

(1  +  ta:)» 
die  Grösse  u  sich  der  Null  nähere,  indem  o;  ungeändert  bleibt. 
Für  07=1  erbalten  wir  aus  der  Gleichung  1): 


M.'-s  -.-tm  1km  ummdUeäm  MMm. 


8» 


2)   Li».(H'M)-==i+f+0+0.1+TXÖ+ 

und  bezeichnen  wir  also  die  Smnme  der  Reihe 

-      1         1  1  1 


•  ••  y 


1*    1.2'    OT3'    1.2.3.4' ••• 


dntdi  «> .  »e^a  also 


11        -1  1 

^   «=^l+r +  172+ 170+0X1  + 


•>*•  y 


wo  annähernd 

4)    6=2,7182818284590 

gefanden  wird^  so  ist 

5)    Lim.(l  +  «)«=e, 

immer  anter  der  Voraussetzung,  dass  u  sich  der  Null  näherte    ,.  . 

Folglich  ist  auch  för  jedes  jc  unter  der  Voraussetzung,   dass 
tf  sich  der  Null  nähert: 

Lim.  (1  +ua:)^  =  e, 
also 

t  Lim .  (1  +  ttar)«*  1^  =  e-^. 
Offenbar  ist  aber 

t  Lim .  (l  +  Mar)«*  }*  =  Lim .  { (1  +  tia:)"^  K , 
also 

{Lim.(l+M^)«*i*  =  Lim.(l+Ma:)", 
I     und  folglich  nach  dem  Vorhergehenden: 


Lim .  (1  +  lu:)"  =  e*. 


Nun  ist  aber  nach  1) 


x^ 


^^™<i+"^)"=^+r+A+rS:3+r2:3:4+ 


(— (»<a:<  +  Qo) 


also  ist: 
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«)   «'=1+1  + 0+1:2:3+ 033+*— 

■     (—  CO  <  ar  <  +  ob). 


§.2. 

Die  Grösse  e  betrachtet  man  als  die  Basis  eines  logarithmi' 
seilen  Systems«  welclies  man  (]as  natürliche  Logarithmen- 
System  nennt,  nnd  bezeichnet  die  Logarithmen  dieses  Systems 
bloss  durch  den  Buchstabeo  I,  so  dass  also,  wenn  a  irgend  eine 
positive  Zahl  bezeichnet ,  immer 

7)  a  =  c^, 
folglich 

8)  a*  =  c*^ 

ist    Also  ist  nach  der  Gldchung  6),  da  diese  Gleichung  för  jedes 
reelle  x  gilt: 

wobei  a  als  positiv  angenommen  wird. 

§.  3. 

Setzt  man 

so  ist 

/1y^f(x+Jx)  -/l[^)=a*+^*— a*=a*(a^*— 1), 

also 

^ a^^-^l 

Jx  ^x 

nnd  folglich,  indem  man  sich  jdx  der  Null  nähern  lässt: 

Lim-r^=a*Lim — -z 

^x  Ax 

Weil  nun  die  Gleichung- 9)  für  jedes  reelle  x  gilt,  so  ist  auch  filr 
jedes  reelle  Ax\ 

^      ,      \a  ,       (la)2  ^  ^      (la)8    ,  , 
a^^  ==  1  +  y  z/a: + Y^  2:/a:2 + p2^  z/a?8  + .... , 


.  'i 
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Iso 

and  folglich  offenbar,  indem  Ax  sich  der  Null  nähert: 

a^*— 1 
Lim  — :5 —  =  la. 

Daker  ist  nach  dem  Vorhergehenden: 

Lim-jT  =  ft'la, 

alfio 

10)    f(x)-aAa. 

Bekanntlich  (II.  §.  4.)  ist  allgemeiD 


/Xn)(ar)=:Lim    ^  ^^'  ' 


^0  ist  nach  10) 


r(^)=Lim-^  =Lim-^^=laLmi-^ 

QDd  folglich  9  weil  nach  10) 

Lim^ — =a*la 
nx 

8t:      ' 

11)  f"(x)  =  a^{ya)\ 

''erner  ist  hiernach: 

n^)  =  Lim-^=Lim  — ^^=^(Ia)2L.„.  -^  , 

so  9    weil  nach  10) 

Lim  —. —  =  aHa 
Ax 

t: 

12)  f{x)-a^{\a)\ 

Wie  man  anf  diese  Art  weiter  geben  kann,  erbellet  hier  schon 
t  völliger  Deutlichkeit,  und  es  ist  folglich  allgemein: 

13)    /•(«)(a:)  =  a^(la)» 


.     -^.fl* 
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•  .        ,   VI.         '         . 

Deber  diei  Function  log(l-far). 

§.1. 

Unter  der  Voraussetzung/  das«  n'\^bx  eine  positife,  nluM 
verschwindende  Grosse  ist,  wollen  wir 

y=/(^)=log(«+M 

setzen  5  wo  die  durch  log  bezeichneten  Logarithmen  sich  auf  die 
Basis  B  beziehen  sollen.  Lassen  wir  nun^  in  x\Ax  übergehen, 
so  wird  ^ 

Ayzzr.fix^r  /1a:)— fix)  =  log(a  +  6(ar  +  z/a:))  —  log(a  -f  6a;) 

=  log(o •\-bx  •\-  6^0?) — log(a  +  6ar), 
also 5  'wenn  man 

a +*^+6z/ar=:  («  +  6a:)  (1  +  ^37j^) 
setzt  5  offenbar 

^^y  =  log(l  +  ^), 

wo  immer  Jx  so  nahe  bei  Null  angenommen  gedacht  wird,  das^  auck 

'  a-\'bx 
eben  so  wie  a-f  6a:  eine  positive  Grosse  ist.    Folglich  ist 


oder«    wenn  wir 


setzen: 


also  auch: 


z/jr        l  ,      ,-  .    bdx  . 


6-^0?        ,        .       a+bx 

tt=— r-T">    also -^0?  =  — T — u' 
a+bx  0 


^=5^62«'*^^*+''^ 


ä=^'«s«<»+«)"'- 


t  .• 


■■  J 


I  " 


L 


90t$  vnV  tUMMlpmMII  nCMML 

Lässt  man  dqd  ^or  sieb  der  Null  nähern,   so  nähert  wegen  der 
Gleichung 

a  +  ox 

auch  tf  sich  der  Nnll^   und  es  ist  also  unter  der  Voraussetzung, 
dass  ^x  und  u  sich  der  Null  nähern: 

Wenn  aber  u  sich  der  Null  nähert,  so  nähert 

1 

sich  bekanntlich  (V.  §.  1.  5))  der  Gränze  ef;  also  näherl  sich  unter 
derselben  Voraussetzung  offenbar 

1 
log{(l+M)»} 


der  Gränze  löge,  oder  es  ist 

1 
Limlog{(l-f  u)»]==loge, 

Qnd  folglich  nach  dem  Obigen: 

-,     Jy       bloee 

Lim-T^  =  — r-L    » 
/Jx      a-t-ox 

m  • 

)def  ii|  bekannter  Bezeichnung: 

der 

1*)     /•'(a:)=61ogc(a  +  6a:)-i. 

Nun  ist  bekanntlich  (II.  §.  4.)  allgemein 
so  nach  \*) 

ekanntlich  ist  aber 

V 

Lim —    J^    '     =  — l.ft(a+fe:g)-^> 


also 
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* 

I  *  * 

2)    f"(x)  =  —  l.moge(a+bx)-*. 
Ferner  ist  nach  2) 


Jx 


=  —  LÄ^logeLim 


dx 

Jx 


aber  bekanntlich 


Lim — ' — ^' =  — 2,b(a  +  ox)-'^» 


.  t  >* 


also 


3)    /^(ar)=1.2.6»logc(o  +  M-*-  ' 

Eben  so  ist  nach  3) 

/'''-(a:)  =Lim  -j—  =  Lira  — -^ — 

=1.2.6'log«Lim  — '^    '      '      ; 

« 

aber  bekanntlich 


also 


Lim — ^—^ —  =— 3.6(a+6sr)-** 


4)    fi^Xx)  =  ^l.2.^.b*loge(a  +  bx)-^.  '■ 


Wie  man  auf  diese  Art  iveiter  gehen  kann^   ist  klar.     Also 
ist  allgemein 


oder 


5)    /•(«)(ar)  =  (— 1)"-M.2.3....(»— l)6"logc(a+6jr)-« 


,^  ^,..(.)=(-.)^:';^-»-';4'"^. 


§.2. 


-.J' 


Wir  wollen  jetzt   die   Function 

y=f(x)=log(l  +  x) 

betrachten^  indem  wir  annehmen,  dass  x,  insofern  es  positiv  is^ 
nicht  grosser  als  die  Einheit»  wenn  es  aber  negativ  ist»  abseht 
genommen  kleiner  als  die  Einheit  sei»  was  wir  durch 
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bezeichnen  wollen.   Dann  ist  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen 

I 

.     .     ■  \ 

md  folglich,   well /(())= 0,  also 

\ 

ist,  nach  einem  bekannten  Satze  (III.  §.5.)  f(!r  ein  in*s  Unendliche 
wachsendes  91,  wo  n  eine  positive |ganze  Zahl  bezeichnet: 


oder 


log(l+^)^Lim.^  te^  +  J^  +  j£E£.+^...+_!?81_| 


l4.(n— 1)- 


oder  auch 


loe(l+a:)=loff«Lim.-  j ,  + ^ -\ 1-....  4- \  . 


n  ■    n  "         '  « 


Nach  der  elementaren  Lehre  von  den  geometrischen  Reihen 
ist  nun 

'  1'— M  1  — «        1— 1£ 

und  da,  wenn  der  absolute  Werth  von  u  kleiner  als  die  Einheit 
ist,    der  Bruch 

wenn  k  wächst,  der  Null  zustrebt,  und  derselben  beliebig  nahe 
gebracht  werden  kann,  wenn  man  nur  k  gross  genug  nimmt,  so 
ist  unter  der  gemachten  Voraussetzung 

1  + t« +  «*  +  !«' +  M*+....  =  I • 

Weil  nach  der  Voraussetzung  deir  absolute  Werth  von  x  je- 
denfalls nicht  grösser  als  die  Einheit  ist,  so  sind  die  absoluten 
Werthe  der  Grossen 

Theil  Wm.  5 
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Grüner i:  BiemmaarsHm^eiHm§  der  Lehre 


— »    2— #    S  —  j    4—,....,  (n  —  1)  — 
sfimmtlich  kleiner  als  die  Einheit.  Also  ist  nach  dem  Vorhergehendeo: 


;f;='-^©'-©"+e)'--. 

J  -l 


i'jtp 


■iii'  . 


b=.'-'^Ka"-"e)"+''e)"- 


1^ 


U.      6.      W. 


l+(«-l)J 


=l-(„-l)f+(„-i)«g)-(«-l)»g)' 


t  . 


folglich  nach  dem  Obigen: 


+(n-l)*(f)*-.J 


log  (1  +  a:) 


=logeLim.*- 


+i-3f +3'6y-3<fy+ ... 


V' 


u.    s.    w. 


•  ;» 


+i-(«-i)f+(«-i)«gy-(«-i)»(f)v..../ 


«UWr, 


■» 


o; 


log  (1 -1- :r)  rs  log  e  Lim . — 


«— (1+2  +  3+.... +(n--l)>f    :•' 
+  (ia+2«+3«  +  ....  +  (n-l)*)^ 

-(l»f2»+3»+...:  +  (n-.l)»)^ 


■  1  •       • 


+  (l*  +  24  +  3*  +  ^..  +  (n--l)*)5;,  ilj 


.    •  .    '■»;. 


ler  *       i       =       ; 


.  H+2«+3*-t-....+(n-l)*   , 


w 


i 


Wächst  Dun  aber  n  in*8  Unendliclie,    so  nähern  nach  einem 
bekannten  Satze  (I.  §.  2.  Zusate.)  die  grossen  ' 

l  +  2  +  3+....  +  (7r— 1) 


n*  • 


■y  r     ■     —»'I      ~" '    f  T 


n* 


•— h-i •■ ' 9 


n* 


U.       8.       W. 


>   •••  •   9 


ich  respective  den  Gränzen 

11    1    11 

2'     3'     4*     5'     6 

•  ■       «1 

[so  ist  nach  dem  Obigen  offenbar 

6)     log(l  -far)  =  löge. (^—5^:2+  ^a:^— i^^  +  R^^  —  •—) 

(~1<^=:+1). 
Für  x=l  ist  z.  B. 

■7)    JogJ24f=Jpg€- (1— 2  -f  3— 4  +  g—  .»..)• 

Für  a:=— -1  hat  Iog(l+a?)  keinen  endlichen  bestimmten  Werth 
ehr,  wesh(Eill^  es  nicht  verstattet  ist,  ar=:«^-^l  ^u  setzen.  Man 
Einn  auch'hUclit  zeigen,  dass  die  Summo  der  Beihe 

5* 
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1+2  +  5  +  4  +  5  +  ""» 
welche,  negativ  geDommen,  ,fiSr  0:= — 1  ans  der  Reihe 

1"    .  1  .    1  .j^i, 

X  —  äa;*+äa!"—  ja:*+  bx' — .... 

henrorgeht,  onendlicb  gross  ist,  d.  b.  eigentUdb,  dass  dIeSiinnNi 

l. 

l+^ 

»+2  +  3' 

1+^  +  3+4. 

1+2  +  3  +  4  +  6' 

I 

u.    s«    w. 

fiber  alle  Gränzen«  oder^  wie  man  gewuhnlich  in  der  Kfirse  ii 
sagen  pflegt,  in's  Unendliche  wachsen«  wenn  man  nur  eine  bia- 
reichende  Anzahl  der  Grössen 

-1111 
^'    ä*    3'    4*    5'  •  • 

vom  Anfange  an  zu  einander  addirt.    Setzen  wir  nämlich 

«=1+2+3+1+5+ "+§5» 


80  ist 


«*=l  +  ri 


+  1  +  1 
+  3  +  4 

+1+1+1+1 
+6+6+7+8 

^J  .1.1   .1.1   .   1.1.1 

+9+iö+n+r2+i3+n+i8+i8 

U.     8.     Vt, 

+  3t=rp[  +  2fc-i.+2  +  2*-i+3  +•  ••+25*, 


•i    M'll  .' 


I 
\ 


9QH  den  unemüieken  RMen.  0B 

also  offeDbar: 

V    2     4      8  2*-* 

wenn  nur  A;>1  ist.    Folglich  bt«  wenn  nur  &>!  ist,  offenbar 

oder 

Bod  da  tun      ^     über^  alle  Gränzen  wächst,  wenn  k  ln*s  Unend- 

icbe  wächst,  so  wächst  um  so  mehr  auch  $k  über  alle  Gränzen, 
venn  k  in's  Unendliche  wächst,  wodurch  offenbar,  unsere  obige 
Behauptung  bewiesen  ist. 


§.  3. 

« 

Für  jedes  a:,  dessen  absoluter  Werth  kleiner  als  die  Einheit 
it,  ist  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen: 

111 

Iog(l  +  ar;  =  loge.(ar— ^^•+^a:'— |a?*  +  .-.)» 

log(l— a;)=v- löge. (a;+-^a:*  +  ga;'  + ja:* +  ....); 
Iso  durch  Subtraction : 

Setzt  man 

M— 1 

>  ist  für  jedes  Null  übersteigende  u  offenbar  x  dem  absoluten 
^ertbe  nach  kleiner  als  die  Einheit,  und  folglich,  weil  aus  vor- 
ebender  Gleichung  sich 

1— ar—  j_tt-l""<«+l)^(u~l)'"" 

u  +  l 


7» 
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ergiebt,   nach  8) : 


.i<«:i'>'no    •^'' 


« .„.=.„«..  tte;+fe»)'+|(g»y+i(5])'+~l , 


\-.-  i.'-.:-       .  i.  !     i 


(0  <«<(»;! 


' .  • 


.Mfl     t*-'i.} 


Mittelst  dieser  Reibe  lässf  sich  der  Logarithmus  jeder  pöd- 
tiven  Zahl  berechnen »  wenn  man  löge  kennt.  .,^1^^ 

Setzt  man  aber  tc= J?,  waa  verstattet  ist»  so  erhält  man  ans  tili 


I 


111 


alS^/ iWillJJgÄ^l  ist': 


•     •  ■  <■ 


.    •   ■  •  I    ■  ■;  •■'     •Jii'ill  i 


li. 


] 


lu;  log«-   |j5_i    \rB-iyi/B-iyifB-iy 


1)+-!' 


mittelst  welcher  Formel  man  log«  für  jede  Basis  B  berechnen  kaM.i 

«  •         «  ■    —'t      * 

Setzt  man  in  der  Formel  9)  für  das  Zeichen  log  daftZeic||eBl{ 
so  erhält  man^  weil  le  =  l  ist^  da  e  die  Basis  der  durch  I  bezeidh ' 
neten  Logarithmen  dar«teRt^  fär  tt  =  jB:  | 


was«  mit  10)  verglichen^  zu  der  Gleichung 


ll.i:     «»ijjli 


12>  iogc.1^^1 


führt. 


Die  Grosse 


H«^iß 


'.  »..^. 


nenpt  man  den  Modulus  des  logarithmischen  Systems«    dessen 
Bäisdh^  1?  ist«  und'beirefcllfrtiet  denselben  durch ':W,  so  Akak  iJi|d'  ""- 


r-  ■■. 


13)    ül=loge  =  j^ 


■'■         1   -i»,:'»',|',i< 


ist;  und  zur  ßerecbnung  des  Logarithmus  jeder  UM  übersteigeQ* 
den  positiven  2ahl  u  filr  die  Basis  B  hat  man  juacll  10)  und  9) 
die  Formeln: 


■^ 


I 


,/   ^  feri "•"svä^v  +  5 (j^»:i)  +7(5+1)  +;7 ! 

y  '   ««(«— i .  1/«— 1\* .  iru-iy,  i/«-i\' .    I 


(0<»<<»). 


t. 


Man  kaoD  diese  Formeln  noch  aaf  eine  etwas  andö^  Art  dar- 
tellen.  Setzt  man  nämlich  in  der  Gleichung  9)  u^  für  u,  so  er« 
ilt  man : 

)  iogu=ioge.  j-^-^+gi^-^^^  +5(,ii^+i;  +7Vi?+Ty  H ' 

(0<tt<QO), 

K)   für  u=^  ß: 
glich 


+  .. 


1 ^ ■ 

'    '"8'  =  Ä»— 1  .  1/Ä«-1V  .  1/Ä«-1V  .  1/ß«— IV 

Daher  hat  man  zur  Berechnung  des  Logarithmus  jeder  Null 
ersteigenden  positiven  Zahl  «  fifr  die  Basis  B  auch  die  folgen« 
n  Formeln: 

-, ^^ 1 

^2+i  +  äV^+iy  ^6\R^+iJ  ^7\B^+iJ  +••• 

5r  auch  die  eine  Formel: 

(0<i«<od) 
sr  nach  dem  Obi^n  auch:  ^^ 
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19)    logu 


(0  <«<»). 


Der  Modnins   des    natarlichen  Logarithmen -SyateniB  ist  db 
ßnheit,  wie  ans  13)  SQgleicb  folgt. 


.■*:;i 


■  . !  ^ 


'  ■  VII.  !   :i| 

Ueber  die  Fanctionen  sin^  uod  coso:. 

Man  setze 

.und  lasse  x  in  x  +  ^x  übergehen^  so  wird 

4y=^f{fc-[-^x) — /(a-)=»in(a:+^/ar)— siBar, 
also  nach  einer  bekannten  goniometrischen  Zerlegung: 

^ly  r=:  2  si  n  4^^  cos  (^ -f  i^^) » 
folglich  ' 

I 

LSsst  man  sieb  nun  ^x  der  Null  nähern,  so  nähert  cos(a;-f  i^dp) 
sich  der  Gränze  cos ^9  und  es  ist  also  offenbar 


oder 


Lim  -^  =  cos  or  Lim — j-j —  > 


;r'(a:)  =  cosa:  Lim     ,  . — 


Um  aber 


Lim 


sin  l^o: 


xn  finden,  kann  man  auf  folgende  Art  schliessen. 
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Zuvörderst  übc^cäeht  mau  .auf  der  SteDe,  dass  für  der  Null 
sebr  nahe  kommende  ^xi  auf  die  es  hier,  nur  anicommt»  das  Ver- 
hältniss 

sin  jJx 

.  imgeändert  bleibt,  ^dr  mag  positiv  oder  negativ  sein»;  ^^eon  es 
Dnr  seinen  absoluten  Werth  nicht  ändert.  Es  wird  also  hinreichen, 
Jx  im  Folgenden  nur  als  positiv  zu  betrachten.  Weil  nun  die 
gerade  Linie  zwischen  zwei  Punkten  die  kürzeste  ist,  so  ist 


Chord/fa:<  ^or, 
abo 

2sin4^j?  ^dx, 

folglich 

sin  \/ix  <  i^x. 

Bezeichnen. wir  ferner  den  dem  Bogen  ^Jx  entsprechenden  Kreis- 
sector  durch  Seet^Jx,  so  ist  nach  einem  bekannten  geome- 
trischen Satze,  weil  der  Halbmesser  des  Kreises  hier  immer  der 
Einheit  gleich  gesetzt  wird : 

Sect  4  dx=:  4.1.  \dx  =  J .  iJx, 

Bezeichnen  wir  ferner  den  Inhalt  des  rechtwinkligen  Dreiecks, 
dessen  Grundlinie  und  Hohe'  tsrngl/tx  und  der  Kreishalbmesser 
sind,  durch  Z>,  so  ist  bekanntlich  4 

/>  r=  4 . 1 .  tang  lJxz=.  l  tang  ^Jx, 

Weil  nun  aber  die  Tangente  immer  ausserhalb  des  Kreises  liegt, 
so  ist  offenbar 

D^Sectl^x, 

also  nach  dem  Obigen 

i  tang  |z/ar  >  J .  4-ii/a: , 
folglich 


Aus 


folgt 


tang  ^Jx  >  Iji^x. 

sin  ^Jx  <  4  Jx ,    tang  l^x  >  idx 

sin^^j?       ^jiiJx        sinjz/a:        siuiz^or , 
mnhdx-^     iJx''    tangJJLr^  13S"' 


also 
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oder 


Grüner i:  SitmaUwre  DarHeUmHf  tbsr  Lehre 


1  >  ~-rj—>  cos  IJa:. 


HiemuB  si€fbt  vatM^   d«s9 


sin  jJx 


i-> 


zwischen  I  und  cos^^z^or  liegt,  und  da  bekanntlich»  wenn  ^x 
der  Null  nähert,  cos|/:/.t  sich  immer  mehr  und  mehr  und  bis  zi 
jedem  beliebigen  Grade  der  Einheit  nähert,  so  muss  sieb,  wenn 
Jx  sich  der  Null  nähert«  das  zwischen  1  und  cosJ^j:  liegende 

sin^z^^r  

iJx 

(tn  80  mehr  immer  mehr  und  mehr  und  bis  tn  jedem  bolieMgoi 
Grade  der  Einholt  als  seiner  Gränze  nähern.    Also  ist 


,.     sin  jJx     .- 
und  folglich  nach  dem  Obigen: 

,.■..■■■:■■.■  '       '  . 

1)      f'{x)=C08X, 


^■i-M 


§.2. 


Setzen  wir 


1  •' 


y=^f(x)=:  CBSkX 

und  lassen  x  in  x+Jx  übergehen,   so  erhalten  wir 

Jy=f(x+^x)^f(x)=zcos(x+Jx)'—co8x, 
also  nach  einer  bekannten  goniometrischen  Zerlegung: 

^y=  —  2  sin  ^Jx  sin  (o:  +  IJx) , 
folglich 

Jy         sin  IJx  .    .    ,  X  -  X 


'K 


idx 


Nähert  sich  nun  Jx  der  Null,  «ti  nähert  sin (o; -f- ^^^)  sieh 
bar  der  Gränze  sin^,  und  es  ist  also 


■  '*■'  )  I 

i 

offen*   j 

I 

■  -.'ß    : 


^i.^\  vpam ^km\9mmdiMmMmen. 


W 


oder 


Lim  -^  =:  —  Binxijim  —rzi — 
Jx  ,    IJx 


^'(a:)  = — 8ID  o;  Lim  -t-t —  • 


[Nach  dem  vorhergehenden  Pfifagraphßii  ist  aber 


kJÜSO 


Lim  -T-;; =  1 , 

\dx 


2)    /*'(a:)=—- siojp. 


r 


§.3. 

Setzen  wir  wieder 

y=/'(a:)  =  sina:, 

«0  ist  nach  §•  L 

f'(x)  =  cosx,. 

Non  ist  ferner  bekanntlich  (II.  §.4.) 

/'^;r)=Lim-^  =  Lim -r^^T' 

also  nach  §.  2. 

f"(a:)  =  — sin^. 
Eben  so  ist  (II.  §.  4.) 

n^)  =  Lim-^-=Lmi  — ^--=-Lnn-^^  , 

also  nach  §.  1.  ' 

f"'(x)  =  —  cos  X. 
Ferner  ist  (II.  §.  4.) 

also  nach  §.  2. 

/''^(a:)  =  sin^. 

Wie  man  auf  diese  Art  weiter  ^eheh  ka^n,  ist  klar.    Für 
ist  folglich: 


[' 


».; 


* . 


t^  Grünen*  SUmmUare^  BmiiieiHmf  der  Uhre 

§ 

f  (x)  ==     cos  0?» 

*        ,  /^(^)  =  —  8100?, 

f^{x)=     B\nx, 

U.      8.     W. 

folglich  allgemein: 

J/(«»«)(ar)  =  (— l)«sina:, 
/^{««+i)(a:)  =  (—  1)«  cos  X. 


3)^ 


§.4. 
Setzen  wir  ferner 

y=zf(x)  =  co8Xy 
so  ist  nach  §.  2. 

f'(x)=2  —  sinar. 

Nan  ist  femer  belcanntlich  (IL  §.  4.  und  §.  2.) 

/•(a:)=Lini^j-=Lim  — -3- =:-Lim-^^, 

also  nach  §.1. 

f"(x):=:  —  cosar. 

Auf  ähnliche  Art  ist  (IL  §.  4.) 

r{x)  =  Lira  -^-^  =  L.m  -i_--i=_  L.m-^^ , 
also  nach  §.  2. 

f"'(x):=8inx. 

Ferner  ist  (IL  §.  4.) 

/i^(o:)=Lim-^- =Lim-3— , 

also  nach  §.  I. 

f^^(x)^co»x. 

Wie  man  auf  diese  Art  weiter  gehen  kann^  ist  klar.    Fflr 

yz:zf(x)  =  C08x  ■'•''.' 


folglich: 


«■»■ 
1     < 


f\xy  :=:— shia?, 
f\x)  —-rcosa?, 

«  w 

f(äi)  =     sin:r, 
/''^(jr)  =~sinj?, 

U.      8.      W. 

glich   allgemein: 

*   C  ^(•*)(ar)=i(— l)*ca8ar, 

t /X«|^fl)(a:)=(-.l)«+l8ina^. 

§.  ö. 

Für 

2f  =  fXx)  =  sin  j: 

rt  nun  bekanntlich  (III.  §.3.),   wenn  q  eine  positive»  die  Einheit 
kht  übersteigende  Grosse  bezeichnet: 

Liso  ist  nach  6.  3. : 
8in«=A0)  +f /"(O)  +  ^^rm  +  .••■  +  i...^2»ll)/"°-*'(0) 


X 


2n 


nd 

sinx = /(O)  +  j-  /-'(O)  +  ^nO)  +.•..+  Y^^P*^  (0) 

Nach  einem  bekannten  Satze  (I.  §.  1.)  nähert   sich  aber   ffir 
iedes  X9   wenn  n  in's  Unendliche  wächst,   die  Grösse 


et 


n 


1  ....n 


is  zu  jedem  beliebigen  Grade  der  Null.  Also  nähern  sich,  weil 
ie  absoluten  Werthe  von  %m(^qx)  und  cos(par)  nie  grösser  als  die 
inheit  sind,  offenbar  auch 
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J-3J . (- l)«8iD («r),    ^_f^y,^) . (- 1)» coniQX) 


för  jedes  x  bis  zu  jedem  beliebigen  Grade  der  Null,  wenn  n  in' 
Cnendliehe  wächst.    Daher  Ist  nach ,  dea^  Obigen : 


■  » 


(-Qo<ar<  +  Qo). 

•       •". 

Nun  ist  aber  nach  §.  3.  .,.  :     t\'.\\.j>\i 

/(0)=o,  r(0)=i,  r(«)=o,  r(0)=^-i'  pm=Q.  /^^(0)=u. 

also  ist  '      \ 

a?*  a:*  ^r'^ 

(—<x<a:  <  +  <»). 


Für 


•    Ml 


ist  bekanntlich  (III.  §.3.),   wenn  q  eine  positive,  die  flinbelt  nic^ 
übersteigende  Grosse  bezeichnet:  '' '       ' 

Also  ist  nach  §.  4.  '" 

cosa;===AO) +r/''^^Ho/''^^>+ • -+1:::^^ 


o: 


an 


und     ■  ■•  '  ■;  '■  '\     '•  '''■■   ■•■';••' 

cosa;=AO) +f  AO) +^r(0) + ....+ i^^p^m 

^2ji-|-1 

Aif  ganz  ähnliche  Art  wie  im  yorhergehenden  Paragfaphlltl  "tttihefi 
sich  auch  hier  für  jedes  x  die  Reste  J  :!-  :i>:I  li: 


Br  I^uU  liis  zu  jedem  beliebigen  (Srade,  wenn  n  1b^8  UnendlicJ^e 
Schflt.    Abo  ist 


••.  1 


im  4»S  ^8 


co»«=:  AO) + 1  r  (ö) + fjAO) + Y:f:^f<fi') + •••• 

an  ist  aber  nach  §.  4.    . 

*  •""•"..■■ 

0)=i,  /»(0)=o,  rw=-i.  rm^o,  ftm=\,  r(0)=o ; 

so  ist 

^^  'K^  X^  QC^ 

6)    cos^=l-j^  +  j— 3-j3g  +  j3-g-... 

( — c»<a?<  +  Qc). 


.  u  ■' 


VIII. 

■         « 

Ceber  die  Functionen  Arcsino:  und  Arctangor. 

•-      §.  1. 

Man  setze 

y  =/(a:)  =  Aresin  x. 
lann  ist  . 

jf + z/y  SS /(ar -|- /i/ar)  =  Arcsin  (;r  +  z/rr) . 

biglich  ist  umgekehrt: 

x-{-/lx  =  s\T\{y-{- /^y)i   ^  =  siny; 

Iso 

z/a:  =  sin(y  +  4y)--siny, 

3d  hieraus: 

Jx     sin(y  +  z/y)  —  sihy 

^y"  ^y 

ler 

J sin(y-fz/y)--siny 

^-"  z/3/ 

z/a: 


1 .: 
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<   1 1 . 


LSast  man  nun  ^x  sich  der  Null  nfthem,  00  nähelrt.  oallfriick 
auch  Ay  «ich  der  Null,  nild  aas  der  vorstehenden  Gleidnng  er- 
giebt  sich  folglich  fflr  der  Null  sich  nähernde  Jx  and  ^jf  di 
Gleicbähg  . 

ax 
also,*  weil  bekanntlich  (TII.  §.  1.) 


ist: 


folglich 


oder 


_,     sin(^-f'^v) — »'"V 


1 

Lim^ 


Lim  -f-  = » 

z7j?      cos^iy 


1 


^^'fftj 


'  ^  '       cos(Arcsmar) 
Nun  ist  aber  offenbar 

{ cos  (Are  sin  o:)  j*  =  J  — a:* , 


also 


cos  (Aresin  x)  =  i  V  1 — x^. 


indem  man  das  obere  oder  das  untere  Zeichen  nimmt,  jenacbdtMll 
Are  sin  o;  sich  im  ersten  oder  vierten  oder  im  zweiten  oderdrittaa^ 
Quadranten  endigt!     Folglich  ist 

indem  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  jenachdem 

y = f{x)  =  Aresin  x 

sich  im  ersten  oder  vierten  oder  im  zweiten  oder  dritten  Quadrao* 
ten  endigt. 


'•    •■■1    \yy.  '.'H  f 


i)fii::| 


Man  setzQ 


§.  2. 
y  ^  f(x)  =  Arotang  ^. 


l    ■! 
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Dann  i«t 

^  +  Jy  =:f(x+Jx)  =:  Arctang  (x  +  Jx). 

Folglich  ist  umgekehrt: 

x+Jx=img(ff  +  Jy),  x^tangjy; 


also 


nod   hieraus: 


Jx  =  taDg(y +^y)  -tangy. 


oder 


Jx  __  tang  (y  +  Jy)  —  tangy 
^  Jy  ' 

1  __taiig(y  +  ^y)— tangy, 

Tolglich,   wenn  sich  Jx^  also  auch  ^^  der  Null  nähert: 

1       _^  j^.,^  fang  (y + 4y)  -  tangy 

Huo  ist  aber 

sinz/y 

o^"  •     «^^  "3r     cosycosiy-t-^y)^ 

folglich 

tang  (y+z/y)— tangy  _  Jy 

Jy  cos  y  cos  (y + -^y) ' 

woraus  sich  auf  der  Stelle 

L  j^i^p  tang  (y-f^y)— tangy  ^  ^y 

f    '  Jy  cosy* 

^  also,   weil  bekanntUch 

w 

Jy 

=  ist. 

Lim  ^^"^  ^^  "^  ^^^ ""  ^^"^  ^  ^     ^ 

^y  cos  y* 

;  ergiebt    Daher  ist  nach  dem  Obigen: 
TheillXIII. 
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'•W 


folglich 


oder 


Man  ist  aber 


da: 


Lim^  =  co8y*, 


f'{x)  =  { cos  ( Arctangor)  P. 
tcos(Arctanga:)l*  =  jpp-ä;   * 


ut 


also  '' 


§.  8. 
Setzen  wir  n-ted«r 

2f  =  /*(j:)  =  Arcsi  n  o* , 
so  dass  also  nach  §«  1.  .  ■/ 


I , 


ist,  indem  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  jenafehdW'^ 
Aresin  j;  sich  im  erdien  oder  vierten  oder  im  ziveiten  oder  drittes 
Quadranten  endigt,  und  denken  ans»    dass,    indem  a  sich  ?on  Oj 
bis  X  stetig  verändert,  sich  /'(o:)  =  Aresin  ar  von  0  an  bis  za  des 
sich  immer  im  ersten  oder  vierten  Quadranten  endigenden  absol 
genommen   kleinsten   Werthe  von  Aresina:  stetig 'verändere,' Üf 
muss  man  für  atte  estsprechenden  Werthe  von  f'(x)  in  dem  oU- 
gen  allgemeinen  Ausdrucke  von  f'{a:)  das  obere  Zeichen  nehmei^ 
und  erhält  nun,   Wenn  von  jetzt  an  Arcsinor  den  Bogen,  desstt 
Sinus  die  Grosse  x  ist,  welcher  absolut  genommen  den  kleinstes 
Werth  hat,    bezeichnet,    nach  einem  bekannteiii   Satz^  "(fR.  ^,ti}f 
auf  der  Stelle  die  folgende  Gleichiing: 


Aresin  o;  —  Arc8rnO= Aresin. r 

xS  1  1  '*'' 

=Lim « -  I  ^  +     / — TTT  +     r-  /"rr  +  "" 


V  «-><?)'  V'-KO" 


u 


1     ■  » 


i^  ain  ^etuüMH 'IMhen, "'  '     '■  '  gj 


»ei  aDgenommen  wirdy  dass  auf  der  rechten  Seite  dieser  Glei- 
Dg  die  positive  ganze  Zahl  n  in's  Unendliche  wachse.    Weil 

aber  or  als  ein  Sinus  seinem  absoluten  Werthe  nach  naturlich 
^osser  als  die  Einheit  sein  kann,  so  sind  die  absoluten  Werthe 

Grossen 

/K  '  /K  fK  X  X 

l-»f    2~j    3—,    4  —  ,....,  {n — 1)-^ 
n         n         n        n  ^         ^n 

imtlich  kleinvr  als  die  Einheit,  und  nach  einem  früher  bewie- 
en  Satze  (IV.  §.  3.)  ist  folglich : 


,       '  ^ll-l'^iVl-i 


-(-l).^-e)'K-D."©'-(-0."(Ö*-- 


/    '         ,,._«('£Yi-i 


-W).-xiy:*(-o.-e)*-(-D. -©  + 

-(-Ö,K?)%(-aKÖ'-(-ö. '•(:-)•+•■ 


u.     s.     w. 


'-(-D.<-''e)'+(-a<«-'K^)' 

-(-0.<»-"*O+- 

lo  ist  nach  dem  Obigen : 


6* 


8t 


eruneri:  EUmmtme  Dmnteihm§  4»  LAte 


o 
• 


II 

r 

B 
am 


II 

r 

B 
MI4 


I      +     ^ 

£1  ^    JbCl 


I        I 


1,^   lOi  l-rf  ^lO>  1-^ 


OB 

a> 

+ 

+ 

•8 

^ 

+ 

+ 

• 

CO 

+ 
+ 


•8    ► 

+    § 


+ 

'S" 

I 


1 


I 


l 


s5  .     V*       ~£      o> 

»J  \  K\  \  %\  %  W  \ 


JfcOiM 


19 


I 


I 


.bS'lw 


a 
I 


I 


.bSiu 


OB     ■• 


% 


CO 


s»IH 


I 


CO 

Ol 


I      I 


am' 


am 

I 


.tölfc-       J5©"»^ 


am     am 


>9*l-« 


m 


I         I 


am 

I 


a  I  ^'; 


ir 


=  Lim 
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Arcsinx 
.     /    1\     l«  +  2«+3'+.... +  («-!)'_. 

'-\rv. n* 

.  /    1\     l*+2«+3*H-....  +  (n-l)* 

/  i\  i«+2«+3«+ -+(«--1)«  y* 

"  \rv,  •  ~ i? *  l 

.  /    1\     lB+2»  +  3»H-....  +  (n-l)«.,, 


n 


i  weil  DQD'CI.  §. 2«  Zusatz.)»    wenn  n  ins  Unendliche  wächst. 
Grossen 

l«+2*+3«+....  +  (w— 1)* 
^ ' 

1^  +  2^+3^+.... +(n—l)* 
l«+2«+3H'*- -Kw— 1)<^ 


l«+28+3«+....+(n-l)« 


u.     s.     w. 


eh  respective  den  Gränzen 


1111 

3'    5'     7*    9 


9    •  •  •  • 


iero,   weil  ferner  ausserdem  bekanntlich 

/     1\  1       /     1\  _r3      /     1\  _      1.3.5 

V"'2yi"""'2'     V    V,~'2.4'    V     2A-""2.4.6'  •• 

;  so  ist 

.       .  .  1  ar»      1.3  ar«  .  1.3.5    x^  . 

Arcsinjr=a:+2-3^+274-5 +27T:6*T+-  •• 

(-1=0:= +  1), 

Aresin  j;  den  absolut  genommen  kleinsten  Bogen  bezeichnet, 
isen  Sinus  die  Grosse  x  ist. 
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Für  a:=l  z.  B.  ist  •  ^ib« 

Arcsiiil  =  ö7S, 
also  .     j  / 

1         .      i    1  .  1.3  1  .  1.3,5  i  , 
» '^  =  ^  +  r  3  +  273  •  5  +  270  \7  + 


••«• 


Fär  ar  =  -73  ist 

I  1     ' 

also 

1        1  ,,^1  1  /iV.  1-3  1  /iv.i-ä-s  1  /^i\» 

4^  =  V25*  +  2'3V2/"''2:4'5-W  "*"  27476? '  W +" 
odot 

o./o  .1^11  /"^V  .  l-^  1  /^^V .  ^'3.5  1  /ly.     .  •« 


Für 


ist  nach  §.  3. 


§.  4. 
y  :=^fXx) = Arctang  x 


Denken  wir  uns  nun  wieder,  dass,  indem  x  sich  von  0- biso:  »t» 
tig  verändert,  sich  /][^)=Arctang;r  von  0  an  bis  zu  dem  absoM 
genommen  kleinsten  Werthe  von  Arctango:  stetig  verändere,  A 
ist,  wenn  von  jetzt  an  Arctangjr  den  Bogen,  dessen  Tangenti 
die  Grösse  x  ist,  welcher  absolut  genommen  den  kleinsten  Werij 
hat,  bezeichnet,  offenbar  nach  einem  beka^inten  Satze  (III.  §.  5.) : 

Arctango: — ArctangO=Arctangar 

X               \ .                  l                                l  ( 
=Lim.-~{l+ 7S\ä  + 7^\ä^--+ — V/^rV'' 

wobei  angenommen  wird,  dass  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gle 
chung  n  in's  Unendliche  wachse.  Setzen  wir  nun  aber  w  seinei 
absoluten  Werthe  nach  nicht  grosser  als  die  Einheit  voraus,  s 
sind  die  absoluten  Werthe  der  Grossen 

1-,    2-,    3-^    4-,....,  (n— 1)~ 
n         n         n         n  it 


mm  iim  utiendäeJkem  Mei4e9*  87, 

(mmtlich  kleiner  als  die  Einheit,    und  es  ist  folglich  bekanntlich 
V.  §.  3.) : 


M*(r 


u.    s.    w. 


)  nach  dem  Obigen: 


I 


Aictxmga: 
l 


I  ■  ••• 


lim.  — 
n 


+1 


-©■+K?)'-Kf )■ + •■■ 


+,_„(£)  vs.(j)-_3.e)' 


4- 

I     •  •  •  • 

u.     s.     w. 


+i-(«-i)«(fy+(„-i)*(f)-(«-i)«gy+.... 


Arctang  o; 

7t 

-(P+2*  +  3«  +  ....+(n-l)«)^ 

^    ,  +(l*  +  24  +  34  +  ....+(n-l)«)^ 

=Lim.—  < 

»    1  a.« 


-(1«  +  2«  +  3«  +  ....+(m-1)«)-8 


a;« 


+  (18+28+38+....  +  («-l)8)-s 


(|§  erunerti  ttemtnUr»  BanUUmit  4er  Lttre 

Aretaogx 

.  l*  +  2*+3*-h,..+(i«-l)*  J 

ssLIm  l     _  l«  +  2«  +  3«  +  ....  +(n-l)«     ' 

1  ^f  I 

l».f2«-»3»  +  ...-Ki»-l)«  - , 

■  «9  * 


/ 
/ 


LlLfff  man  nun  in  dieser  Gleichung  n  in's  Cneadliebe  vi 
«en  und  geht  zu  den  Gränzen  fiber,  8o  erhält  man  auf  ganz 
Hohe  Art  wie  Im  vorhergehenden  Paragraphen : 

Arctanga?=ar  — «ar'  +5^—  iy^^+  g^* — •••• 

(-1  =  ^=  +  !), 

wo  Arctang«  den  absolut  genommen  kleinsten  Bogen  bezeic 
'dMsen  Tangente  die  Grösse  x  ist. 

Fttr  :r  =  I  y    welche  Annahme   obiger  Gleichung  zufolge 
stattet  ist,  Ist 


Arctangl  =  7  9r 


also  nach  dem  Obigen: 


1        I      lj.1     ^^1 


IX. 

£lae  geometrische  Anwendung  der  im  Vorhergehei 

bewiesenen  SStie. 

§•  1. 

Vm  eine  gefnaetriadie  Anwendui^  der  im  Voiliergeh« 
Wwieeeaeii  Sl^e.a«  se^en»   wollen  wir  mittelst  deredbe 


t  den  utiendllchen  Reihen- 

rieichungen  der  Lnxoilronte  auf  einer  Kugel  entirickeln,  eioe  Ent- 
rickelung,    die   wir  glaulieii   aiä    eine    elementare    bezeichnen  zu 
Snaen,   weil  wir  Her  Meinung  sind,    dass   die  Methoden,    nach 
'elcbeo  wir  die  in  Rede   stehenden   Süfze    im   Ubi^en  bewiesen 
aben,  nicht  über  den  Krei»  dex  fogennunlen 
eben.     Weil  die  Theorie  der  Loxodrome  liir 
k  von  SU  ungemein  grosser  Bedeutung  ist,  ii 
stronotnische    Theil   dieser   wichtigen   VVissi 
Bdiglich  auf  dieser  Theorie  beruht,    so  dOrtHen  wir  uns  vielleicht 
icht  tänacben,  tieon  wir  hoffen,  durch  die  folgenden,  nach  nnse- 
er  Meinung  elementaren,  Entnitkebingen  hiiheren  nautischen  Lebr- 
iDstalten    einen  Dienst  geleistet  zu   haben. 

Jede    auf  der   OberHSche    der    Erde,    die    wir  hier    al«   eine 
CogelflSche    betrachten,    gezogene   Linie,    welche  alle    Mei 
Hier  einem   und  demselben  Winke)    schneidet,    wird  eine  Loxo- 
Irome    oder    Khuinblinie   genannt.      Jedoch    sind    dabei    noch 
lie  fol(;endeu  näheren  Üesümmuns^en  erforderlich. 

Wir  wollen  nne  im  Kolnenden  immer  zivoi  durch  ihre  Längen 
md  Breiten  beetimmte  Punkte  auf  der  Erdoberdüche  denken,  und 
fliese  beiden  Punkte  durch  M  und  'Mi,  ihre  Längen  und  Breiten 
Iwziehungs weise  durch  L,  B  und  Jv, ,  B^  bezeichnen.  Zugleich 
Pollen  wir  annehmen,  wodurch  die  Allciemcinheit  der  Betrachtung 
iiicbt  beeinträchtigt  wird,  dass  der  Punkt  M^  die  grüssere  Länge 
babe,  und  dass  also  L^  —  L  eine  positive  Grüsse  ^ei.  Dies  vor- 
«ugesetzf,  wollen  wir  nits  nnn  die  beiden  Punkte  M  und  iV| 
durch  eine  Loxodrome  so  verbunden  denken,  dass  diese  Lozo- 
drome  and  die  Längen differenz  L,  —  L  auf  einer  und  derselben 
Seite  des  als  ein  Halbkreis  betrachteten  Meridians  des  Pnnktes 
fliegen,  und  wollen  unter  dieser  Annahme  die  Lünge  der  Loxo- 
drome l^Mi  durch  i  bezeichnen.  Der  constanle  Winkel  aber, 
Hüter  welchem  die  Lnsodrome  gegen  alle  Meridiane  geneigt  ist, 
indem  wir  diese  Winkel  nie  gtHsser  nis  180"  und  von  den  betref- 
finden  Meridianen  aus  stets  nach  der  äeite  des  Punktes  J/,  and 
nicb  Norden  hin  nehmen,  soll  durch  ^'bezeichnet  werden.  Nürd- 
liehe  Breiten  betrachten  wir  im  Folgenden  immer  als  [»nsitiv,  süd- 
liche Breiten  als  negativ.  Für  alle  Winkel  denken  wir  uns  für'a 
Erste  ihre  sie  messenden  Kreisbogen  in  einem  mit  der  Einheit 
ils  Halbmesser  beschriebenen  Kreise  gesetzt,  und  der  Halbmes- 
ser der  Erde  soll  durch  r  bezeichnet  werden. 


I  wollen  uns  nun  die  Breitend! Seren z  Bi  —  B,  die  sowohl 
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poeitiv,  als  auch  negativ  sein  k&no,  in  n  gleicho  Theile  getbeill 
denken,  wo  n  eine  positive  ganze  Zahl  bezeiclinet  und  jeden  die- 
ser gleicben  Theile  durch  i  Itezeichnen,    so  dass  also 


ist.  Durch  alle  auf  diese  Weise  erhaltenen  Theilpunkle,  insofen 
wir  uns  die  in  Rede  stehende  Conslruclion  auf  der  Erdoberfläche 
trirblich  ausgeführt  denken,  legen  wir  Parallelkreiett  des  Äeqna- 
tors  und  durch  deren  Üurchechnittspunkte  mit  der  Luxodrouie  lauter 
Meridiane,  bo  erhalten  nir  läng«  der  Loxodrntne  eine  Reihe  \m 
Ureieeken  wie  fyh  (ni.  s.  Tal'.  I.)  auf  der  OberOäche  der  Erde 
denen  die  Ii^eilen  gh  nach  der  Conatructiou  sämmllich  einander 
gleich  sind,  uäuhch  alle  gleich  dem  numerischen  oder  absoluten 
Werthe  der  Grösse 
""  _    B,  —  B 

'  Je  grCsser  nir  nun  die  ganze  Zahl  n  annehmen,  mit  desla 
grosserer  Genauigkeit  können  wir  das  Dreieck  fyh  als  ein  bei  f 
rechtwinkliges  ebenes  Dreieck  betrachten,  mit  deslo  grösserer 
Genauigkeit  haben  wir  also  in  demselben  die  Gleichungen: 


gh^=  +  fy.cosC, 


i  obere  oder 


indem  wir  in  der  ersten  dieser  beiden  Gleichungi 
das  untere  Zeichen  nehmen,  jenachdem  C  ein  spitzer  oder  ein 
atuiapfer  Winkel  ist.  IVun  erhellet  nber  leicht,  das»,  jenacbdea 
C  ein  spitzer  oder  ein  stumpfer  Winkel  ist,    die  Grüsse 


positiv  oder  negativ  ist;  also  ist,  indem  wir  das  obere  oder  du 
untere  Zeichen  nehmen ,  jenachdem  der  Winkel  C  spitz  ofo 
stumpf  ist: 

^  =  ±ri, 

und  foljrlrcb  nach  dem  Obigen  mit  Beziehung  der  oberan  und  un- 
teren  Zeichen   auf  einander: 


also  allgemein: 


+  ri  =  ±ß,.™,C, 
Ti^=.fg.  eoB  C. 
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Bexeichnen  wir  jetzt  die  n  Theile  wie  fg^   ans  deDen  nach  der 
onstmction  die  Loxodrome  $  besteht ,   durch 

'i  >    *a>    *3>    *4>  ••••*«  5 
>  haben  wir  die  folgenden  Gleichungen : 

ri  =  Sx  cos  C 

ri  =  j3C06C, 

a.    8.    w. 
ri  =  *«cosC; 

reiche  Gleichungen  natHrlich  nur  mit  desto  grosserer  Genauigkeit 
ichtig  sind.  Je  grosser  die  positive  ganze  Zahl  n  angenommen 
irird.    Durch  Addition  dieser  Gleichungen  ergiebt  sich  aber: 

r.m  =i:  (*i  +  «a  +*8  +  '4+  •—  +  ««)cos  C, 

oder,  mit  vSItIger  Genauigkeit,  eigentlich  die  Gleichung,  welche 
man  erhält,  wenn  man  fSr  die  auf  den  beiden  Seiten  vorstehender 
Gleichung  befindlichen  Grössen  die  Gränzen  setzt,  denen  diesel- 
ben sich  nähern,  wenn  n  in's  Unendliche  wächst.  Nun  ist  aber 
Dach  dem  Obigen 

aad  offenbar 

«  =  5i  +52+53+^4+    -  +  *«i; 

also  mit  vciliiger  Genauigkeit: 


oder 


1)     JE?i— ß=:-cosC. 


Bezeichnen  wir  die  Breite  des  Punktes  f  überhaupt  durch 
^-y-kif  wo  k  eine  ganze  Zahl  bedeutet,  so  ist,  wie  sogleich  er- 
hellen wird,  der  Halbmesser  des  Parallelkrcises,  welchem  fh  als 
Bogen  angehört,  r cos (^ -|- ^'0 »  ""^  folglich,  da  FH  der  dem  Bo* 
^en  fh  entsprechende,  d.  h.  denselben  Winkel  messende  Bogen 
les  Aequators  ist: 


/Ä:iFJ?=rcoB(Ä  +  ih'):r=coß(Ä  +  AO:l, 
(voraus  sich 
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^ ß 


also,   weil  nach  dem  Obigeo 

«  ____     ____ 

fh=fg, sin  C 


ist: 

eos(i^  +  At) 
ergiebt    Nun  ist  aber  nach  dem  Obigen  ferner: 

also 


jrfj_    ritangC 

C08{ß-l-ki)' 


Bezeichnen  wir  jetzt  die  n  Tbeile  wie  FH,  aus  denen  die  LSo- 
gendiffereuz  KKi  besteht,  nach  der  Reihe  durch 

'i»     '2»     ^>     '4»  ••••  ^5 


so  ist: 


ritangC 

^1—    cosÄ   ' 

__^    ri  tang  C 
'*— qos(Ä  +  tV 

7  ntangC 

^""cos(Ä+20' 


^  = 


(Ä+2i) 
u.    s.    w. 
ri  tang  C 


cos  (Ä+ (71  — 1)0' 
also,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  addirt,   weil  offenbar 


ist,  in   aller  Strenge: 

=rtangC.Lim.£  j  JS^+co8(B+i)+eos(Ä+2i)+*'' '  cos(Ä+(«^l)t)i 
oder 
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=rtaiigC.Lim.t|secB+8Cc(Ä+t)+«ec(J?+2i)+...+sec(Ä+(n-l)i)}, 

noter  der  Voraussetzung,  dass  n  in's  Uneodliche  wächst,  also 
isich  immer  mehr  und  mehr  und  bis  zu  jedem  beliebigen  Grade 
der  Null  nähert    Weil  aber 


L,=r(L|-.i) 

ist,  so  ist  fSr  ein  in's  Dnendliehe  wachsendes  n,  also  fiir  ein 
sfch  der  Null  immer  mehr  und  mehr  und  bis  zu  jedem  beliebi- 
gen Grade  näherndes  t: 

2)    1/1— i 

stalle  Lim .  t  { aecB+8ec(B+t)+8eciB+2i)+...,+ sec( J?-|-(n— I)f) ). 

§.  3. 

Man  setze  jetzt 

y  = /(or) = log  (I  ±  sin  ^) 
vnd 

tf  =  sina:, 
•0  dass  also 

ist    Nun  ist,   wenn  x  in  x-i-Jx  fibergebt: 

zfi« =zf  sin  a;  =  sin  (ar  +  z/o:)  —  sina: 
nnd 

/•(ar + zfa:)  =  log  (1  +  (m  +  z/m))  , 
also 

folglich 

f(x + Jx)  —fix)  __  log  (l±(u  +  Ju)) — log  (1 4:  u) 
Jx  Jx 

>der 

f(x  +  dx)  -  Aar)  _  log(l  ±(u  +  Ju))  —  log(l  db  u)  Ju 
Ax  Au  '  Ax* 

ilso  nach  dem  Obigen: 

/(^  +  ^^)""/(^) log(l ± (^  +  ^^)) — log(l db^)   ^sina: 

Ax  Au  '    Ax 
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oder 

z/;r  ^u  ^x 


if 


Utorevs  ergiebt  sieb  unter  der  Voraussetzung,  das«  sieb  dx^  aif% 
auch  Aa,  der  Null  nähert:  .^{j 

Ax  Au  Ax 

Bekanntlich  (VU,  $.  L)  ist  aber: 

_  ,    Asihx 

Lim — -: =  cos  07, 

Ax 
und  (VI.  §.  1.):      .  ,     -, 

,  .^^»og(tJ:«)       ,    ioge_,      löge        - 

liim  ^ — — —  =  +  |— I -,-,  -I-  «— ; ; • 

Au  "^l  +  M       -~l±sinar 


Also  ist 


-.    Af(x)       .  lose. cos 07 
Lim    ^  •  •  ==  +  ""^i — : 


oder  •  w 

Folglich  (IIL  %,  5.)   ist,    wenn  wir  wieder 

n 

setzen,   för  ein  in's  Unendliche  wachsendes  positives  ganzes  n:    - 

log(l  +  sinÄ,)  — log(l  +  sinÄ) 

=  logc . Lim..  \jj^^^  +  l+8|„(Ä+£)  +  "••  +  j  +«i„(Ä+(„-l).-)t 
und 

log(I — sinfi,)  — log(l— sinfi)  , 

1        I-      .1   c»sÄ    .    cos(g+t)    ,      .    cos(g+(n— l)t)  i 
=-Ioge.Liin..  I ri^P+l-sinCÄ+Ö"'"""''!-«« (Ä+(n-l)i)» ■ 

Zieht  man  nun  die  zweite  dieser  beiden  Gleichnngen  von  der 
ersten  ab^'^und  bemerkt  ^  dass  überhaupt 

cosr  008 r    2 cos©    2co8i7 2 

1  -|-sinp      1 — sintJ      1— sino^      cos©*      cos© 

ist,  so  erhält  man: 
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.      l-fsinJ%       .      1  +  sinA 

:2log6.LiiD.t  J3Jirg+^^^4:5+co8(Ä+2t)+"+cos(Ä+(ft--i)öl ' 
im.ttsecJB+secC^  +  O  +  sec(Ä+2i)  +  ....  +sec(Ä+(n— l)t)} 

Vergleicht  man  diese  Gleichung  mit  der  Gleich.  2),  so  erhSIt  man : 
Jn-L^  21^  I  log  t_.i„^^  -  log  i^::^^ }  tangC, 
id  folglicb,   weil  nach  bekannten  goniometrischen  Formeln 

l±^  =  tang(45«  +  4Ä)., 

t»  wobei  man  za  bemcbteh  hat,  dass,  weil  \B  und  4^i>  abaolot 
BDonimen^  nie  grOsser  als  45^ ,  folglich  4&^-{*\B  und  450-f  |J?| 
;eU  positiv  und  nicht  grOsser  als  90^  sind,  tang(45^'fi&)  und 
mg(46^-{-i^i)  ioiioer  positiy  sied: 

^^     T        1         '    I  .  5  tang(45o  +  ^gO  . 

Daher  haben  wir  jetzt  nach  1)  und  3)  die  beiden  folgenden  Gleich. : 

_      •  1     ,      .  tane:(45«+ii?i),  ^ 

^*  -^=  1^6  '^^  ^  fang (450  irr^)  5 '  **"«^' 

Ä.  — ^=-cosC. 


§.  4. 

Sollen  hx  —  ^  und  i?i — B  in  Minuten  ausgedrückt  sein,    so 

oss  man  die  Grössen  auf  den  rechten  Seiten  der  beiden  Glei» 

10800 
lungen  4)  mit multlpliciren,  wodurch  man  erhält: 

10800  ,      .  tang  (450  +  4 i?j) 


^i-^  =  ;d^g"^^^^^  taiig(4Ö0+i-Sr^-*^"^^^' 

^       ^     10800  s        ^ 
*  «       r 
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oder: 

1080Q        ,taDg(45o  +  i^O. 

Bi—B= cosC. 

^^ 

10800 

In  der  Nautik,  wo  die  Loxodronie  oder  Rhoinblinie  die  wich«! 
tigste  Anwendung  findet.  Versteht  man  unter  einer  Seemeile  dei| 
60sten  Tbeii  eines  Grades  des  Erdäquators.  Also  ist  nach  dieseBJ 
Begriffe 

rn m      2r » 

I08ÖÖ""J8ÖT60  ""360.60 

die  Länge  einer  Seemeile,   und 

rn 


möB 


ist  daher  die  in  Seemeilen  ausgedrückte  Länge  der  Loxodrome 
Denken  wir  uns  daher  die  Länge  s  der  Loxodrome  selbst  immoi 
schon  in  Seemeilen  ausgedrückt,    so  können  wir  in  der  mwei 
der  beiden  Gleichungen  6)  für  vorstehenden  Bruch  bloss  $  «chrel^ 
ben ,  wodurch  die  beiden  in  Rede  stehenden  Gleichungen  die  fot' 
gende  einfachere  Gestalt  annehmen: 

r  10800      ,taDg(4So+lg,).       ' 

f     i?i  — Ä=*eosC. 

Bekanntlich  ist 

e  =  2,7182818 
also 

log  6  =  0,4342945 
und  folglich 

log  (log  e)  =  0,6377843  —  1. 
Weil  nun  bekanntlich 

log  37=0,4971499 
ist,  80  findet  man  leicht: 

10800 


nioge 


=  7915,70; 
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ilso: 


8) 


der 


A-i  =  7915.70.Iog  ^|H|^±W^.^„gC. 
J?i  — J?=:*cosC; 

In   diesen  Formeln  sind  die  Längen  und  Breiten  in  Minnteo 
ad  die  Länge  der  Loxodrome  ist  in  Seemeilen  ausgedrückt 

§.6. 
Setzen  wir  in  der  bekannten  (VL  §.  3.)  Formel 

e  Grösse 

tang(450+i^0 
''"■tang(450-^i^* 

>  ist,  wie  man  leicht  findet: 

u—l      sin  UBi—B) 

Iso 

.  tang(45o+i?i)  i 
'^^tang(45o+4j5)^ 

-9,.„.  .sinK^i-^  ,  ,rsini{B^^B)y     ^wsiuHB,^ ß)y       . 

-^"^'^'^rcosußi+^r 'Lcosi(^i+^)J  "^'Lcosi^i+Byj  ^''^' 

rolglich  nach  8): 

=:2.7915,70.ioge.  5  — !/i>    .  i>i  +  l  I  — V/p   ,-öi  I  +...  |tangC. 
Nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen  ist  aber 

7915,70=^^, 
TT  löge 

tbeil  Xini.  7 
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also 

2.7918,70.1og«=: ——«6875,4 
and  folglich: 

JO)    £,-L_6875.4  lco84(A+Ä)+*Lco8i(Bi+Ä)J  +-^*' 

Sind  die  Breiten  2^  and  J^  sehr  wenig  von  einander  vers 
den,  so  kann  man  nSherungsweise  setzen: 


oder: 


11)    i,-X,  =  687M.^^^^JtangC 

* 

I0^    »«„„r--^"^   cogi(^+g) 
12)    tang  C  _  gg^  j .  -jij  j^^^  _  ^ . 


also 


NäheruDgsweise  ist  aber  auch  (Vll.  §.  5.) : 

•  un      »%     »(gl— g)     Bi^-B 
sin,(/fi -/0= -34377-  ^  6S75,4  ' 

jr         jT 

13)    tangC  =  ^3^eosl(Äx+^). 


Für  wenig  von  einander  verschiedene  Breiten  hat  man 
die  beiden  folgenden  Formeln: 

Itang C=  ß  ^D cos \{Bi  +  Ä) , 
*=:(Bi— Ä)secC; 
von  denen  jedoch  die  erste  nur  eine  Näheningsformel  ist. 

§.6. 
Die  NSberangsformel 

tang  C=  ^^z^^os  \{B^  +  B) 

is^  aus  der  Fcmnel 

i.^.r     ^1-^   cosUg^  +  ^) 
tangc-  ggy^^  .  3ini(jg^_^)' 

die  auch  nur  eine  Näherungsfomiel  ist^  abgeleitet  worden,   in 
man  näherungsweise 


r»if  den  unendlteken  ReiMm*  99 


siiii(Äi— J?)= 


6875,4 


itzte;  Doch  ein  Glied  weiter  gehend,  würde  man  nach  VII.  $.5. 
it  grosserer  Genauigkeit 

SID  »(/^l  —ü)  -      ggyg  ^    —  u  ^  gyyg  ^  J 

setzt  hftben,  so  dass  man  alao 

1  /g,  -  gy 

6  V  6875,4/ 

nachlässigt  bat.    Mnltiplicirt  man  Zähler  und  Nenner  des  Brncbs 
'  der  rechten  Seite  de«  Gleichheitszeichens  Iq  der  Gleichung 

8iD^(^ — B),  so  erhält  man: 

tang  o  -  ggyg^^  .  ^.^  j^^  _  ^ja 

I  weil  nun  nach  dem  Obigen  bis  auf  die  zwei  ersten  Glieder 

sin  HB,  -£)«=  (^y  -J  (%i|)* 
SO  vernachlässigt  man,  wenn  man 


Bin 

st,    bloss 


1  /g,  -  By 

3^6875,4^  ' 


;h  dem  Obigen  also  im  Allgemeinen  allerdings  etwas  weniger, 
wenn  man 

8\nl(B,-B)=2-^^ 
it.    Daher  ist  in  der  That  die  Formel 


.       ^_Li-~L  sin Ufi  —  B) eoBJCBi -f B) 
tang  c  _  ggyg^^ /Bi-By  ' 

V  6875,4  J 


nlicb  die  Formel 
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15)    tang  C=6875,4. 


(ti —L)  sin  5(^1 —Ä)  cos  KÄi  +  J?) 


(B^-B)^ 


etwas  genauer  als  die  Formel 


tang  C = ^ t>  cos  J(J?x  +  B)  > 


.4 
■1 


aber  freilich  auch  hei  Weitem  nicht  so  einfach  wie  diese  )eti> 
tere.  Ich  erwähne  dies  hier  nur^  weil  man  die  Formel  IS)  k 
verschiedenen  nautischen  Lehrbüchern  findet.  Ich  wficde,  weai' 
man  grossere  Genauigkeit  als  die,  welche  die  vorstehende  seb 
einfache  Formel  gewährt,  zu  erreichen  beabsichtigt,  immer  im 
von  mir  oben  entwickelten  Formel 


tangc-  ^^5^^  'sinK^i-Ä) 
den  Vorzug  einzuräumen  geneigt  sein. 


vj 


•"«1 


■     .■:! 


II.  * 

AnwenduDgen  des  Hbrn  er 'sehen  und  Bndan' scheu 
Substitations- Verfahrens  auf  die  Theorie  des  Grosstn 

und  Kleinsten. 


Von 

Herrn  Simon  Spitzer^ 
Atsist.  und  Frivatdoc.  der  Mathematik  amk.  k.  polytechn.  lottitate 


Wiei. 


Wenn  in  einem  Polynome 
(1)        (p(x)=ix^+AiX*-^+4ta^^  + ....  +  4,-ia:  +  Am 
die  Substitution 


(2) 


-.     r?L 


Ca 


Os 


^ — «0  +  in  +  inn  +  inna  + 


«4 


10^100^1000^10000 


"f*  •  • . .' 


»?. 
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»llzogen  werden  soll,  so  kaon  diess,  nach  einem  Von  Horner 
d  Badan  herrührenden  bekannten  Verfahren,  höchst  einfach 
iwerksteJligt  werden.  Man  bilde  sich  nämlich  zuerst  eine  Glel- 
uog,  deren  Wurzeln  um  Oq  kleiner  smd,  als  die  Wurzeln  der 
eiehmig  q>(x)z=zOi  sei  diese^ 

■ 

(3)  <p(x+ao)—a^  +  B^x^-^+B^^-^  +....+ i?n-iar+Ä»=0, 

ist  Bn  das  Resultat  der  Substitution  von  0:^=0^  in  (1).  Hor- 
ch bilde  man  sich  eine  Gleichung,  deren  Wurzeln  um  ^  kleiner 
id,    als  die  Wurzeln  der  Gleichung  (3);    sei  diese 

»  ist  Cn  das  Resultat  der  Substitution   von  a  =  Oq  +  jK  in  (1). 

Isdann  bilde  man  sich  eine  Gleichung,  deren  Wurzeln  um  7^ 
einer  sind,  als  die  Wurzeln  der  Gleichung  (4);  sei  diese 

)  ist  />n  das  Resultat  der  Substitution  von  ^=^~f  fA  +  fr^  1° 
)  u.  s.  f.  u.  s.  f.  —  Es  ist  ferner  bekannt,  dass  ^n-i>  Cn^u 
^fl-i9.**-  die  Substitutionsresultate  sind  von  x^za^y  ^  =  ao4'T^» 


— '^0  +  Tn  + fnÄ»""  '"  9^'("^)5    dann  Bn-^,  Cn-2,9  Dn-^-«-   die 


w"(x) 
ubstitutionsresultaie  von  denselben  Werthen  in  ^-s| —  u.  s.  f.    Es 

inn  nun  sein,    dass  die  Zahl 

o:— ao  +  j^i-jQQ+  1000  +  10000  "•■•• 

cht  gegeben,  sondern  dass  sie  nach  gewissen  Bedingungen  zu 
jstimmen  sei,  etwa  so,  dass  die  letzten  Glieder  der  Gleichungen 
),  (4),  (5),....»  nämlich  B^^  Ci,  Dn,».*-,  sich  fort  und  fort  der 
ull  nähern ;  oder  dass  die  vorletzten  Glieder  oder  die  vorvorletz- 
n  Glieder  derselben  Gleichungen  sich  fort  und  fort  der  Null 
.hern,  u.  s.  f. 

Was  die  Erfüllang  der  ersten  Bedingung  anbelangt,   nämlich 
3  Zahlen  a^,  ai,  a^,  a^,  a^....  so  zu  bestimmen,  dass  die  letz- 
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ton  «tiederder  «leithungen  (.3),  (4),  (ä) nlimlich  B«, 

eich  Tort  Dtiil  fort  iler  Null  nühern,    so  kann  sie  als  eine 

dig    erledigte    aDgesehen    ivenlen;    denn    es  wird   bier 

Jener  Werth  von  x  verlaoftt.   der  die  Gleiuhun^  'p(^)  = 

cirt.    Nach  der  von  mir  vervollkommneten  H  oriier'echei 

lindet  man  eämmtliche  Wurzeln  dieser  Gleichung,    die  reelles 

wohl    als    die    imaginären,    mit  jedem  heliehigen  tirode  der  Ge« 

nauigkeit. 

Werden  die  Zahlen  Ou,  »j,  a^,  «3,  04,....  so  verlang, 
das9  die  vorletzten  Glieder  B„-i,  C-i,  Ih-j,...  sich  fort  1 
Tort  der  Null  nSheni,  on  ist  diese  Aufgabe  eben  an  einfach 
lösen,  als  die  friihere;  (ler  gefundene  Werth  von  x  ist  dann  e 
Wurzel  der  Gleichung  ip'(x)  =  0,  und  die  Grenze,  der  sich 
letzten  Glieder  B„,  C,  I).,....  fort  und  fort  nähern,  iet  das  Si^ 
sütutionsresultat  des  gefundenen  o)  in  tp(.x). 

Man  gelangt  zu  solche»  Fragen  hei  der  Bestimmung  der  Cdo^ 
dinaten  eines  höchsten  oder  tiefsten  Punktes  einer  Curre.  äxxUt 
Gleichung  y=^rp{x)  ist,  nnd  um  sie  zu  lösen,  wird  man  daher  fol- 
genden Weg  betreten  können: 

Man  bestimme  sich  vorerst  die  zwei  ersten  Ziffern,  etwaflu-fjä 
einerWürzel  der  Gleichung  9'(2)=0;  bilde  sich  dann  eine  Cleichunj 

a!"  +  Cia:"-»  +  033:«-»+  ....-{■Ca-iX  +  C«  =  0, 

deren  Wurzeln  nm  "o'^l/i  i<leiner  sind,  als  dieWurzeln  der  Glet' 
diung  ^p(j:)=0,  dividire  in  der  sn  herauskommenden  Gleichunj^ 
das  vorletzte  Glied  durch  das  vorvorletztc,  der  halbe  mit  geäife 
deiten  Zeichen  benommene  Quotient  i>ibt,  wie  aus  einer  klarM 
Einsicht  des   Horner'scbcn    und    Budan'schen   Verfahrens  TOB 

selbst  hervorgeht,  nahe  ,^;    nun  vermindere  man   um  diess  dit 
Wurzeln  der  letittgebildeten  Gleichung,  und  erhält  man 
^\  0,.r"-»  +  Wa.T"-*+....  +  ö„-i3.-f  />„  =  0, 

so  dividire  man  wieder  das  vorletzte  Glied  dieser  Gleichung  duroh 
das  vorvorletzte ;    der   halbe  mit  geünderteu  Zeichea  genommene 

Quotient  giebt  nahe  innfl'   ^^^  fUhrt  man  so  fort,   so  erhält 


ab  die  gesuchte  Abecisse  uod  das  Substitationsresultat  dieses  Wer- 
tlies als  die  gesuchte  Ordinate  eines  höchsten  oder  tiefsten  Punktes. 

Wir  wolleo  durch  ein  passendes.  Beispiel  das  hier  gelehrte 
*  Teriahren  beleuchten.    Man  suche  die  Coordinaten  der  höchsten 
oder  tiebten  Punkte  der  Gurve,   deren  Gleichung  folgende  ist: 

y  =:ar*  — 24ar»+4r«— 28a:+4. 

Um  diese  Aufgabe  zu  lösen  hat  man  offenbar  zuerst  die  Gleichung 

4»»— 72««+8ar-28  =  0 

I 

l  uEralciseii«  dann  das  Substitutionsresultat  des  hieraus  folgenden 
l  Wertbes  von  a:  zu  bestimmen.  Letztere  Gleichung  lässt  sich  auch 
',  m  schreibeb : 

(8)  ar«— J&t«+2a?--7=i:0, 

nod  bat  eine  Wurzel  zwischen  17  und  18.    Vermindert  man  daher 
ie  Wurzeln  der  Gleichung 

Äf«— 24:r»  +  4ar«— 28a:+4=0 

UD  17«  so  bat  mau  nach  Horner*s  und  Budan's  Ver&hren: 

1        _24  4            —28                4 

i               1-7  -J15         -1983         -33707* 

1           10  55         -1048* 

1           27  514* 
1            44* 

^33707  ist  das  Substitutionsresultat  von  jr  =  17  in  y.  Um  nun 
die  nächste  Ziffer  der  Wurzel  der  Gleichung  (6)  zu  erhalten,  di- 
vidire  man  J048  durch  514,  der  halbe  Quotient  gibt  nahe  die  Zehn- 
tel;  hier  ist  der  halbe  Quotient  grusser  als  ],  da  aber  die  Curve 

3(  =  d;4 + 44jr» + 6\ia:^  —  1048:c — 33707 

einen  tiefsten  Punkt  hat,  dessen  Abscisse  zwischen  0  und  1  liegt, 
80  vermindere  man  die  Wurzeln  der  Gleichuns' 

a:^  +  Ux^  +  514a:2—  1048a:  -  33707  =  0 
im  0*9«  und  hat  so: 

—  1048  -33707 
—549031         -342011279* 

—  12-964* 


44 

514 

44-9 

55441 

45-8 

595-63 

46-7 

637-66 

47-6* 

n-uml^^ 


spilaer:  AmoendungeH  des  Homer'aehen  ttnä  b 

Für  x=n%  ist  daher  >/=- 34201-1279  und  ^=y=— 12W 
Die  nächste  Ziffer  ergibt  sich  aus  dem  Bruche 


1    lä-864 

und  ist  somit  O'Ol^    vermindert  man   um 

diese  die  Wuraeln 

Gleichung 

«•+47l)ar>+637-60a:«-12-9C4a:- 

-342011279  =  0, 

»0  hat  man: 

1      47-6          63766           ~I2-<I64 

-342011279 

I      47«        638.1361        -  658-2638 

-J1201I9372639' 

]      47-62        6386123        —  0106516* 

1      4763        6390880« 

1      4764* 

FGi  :c=179I  ist  daher  y=— 3420I1937-i039  und  y'——0- 
Die  nSchete  Ziffer  ergibt  sich  aus 
1  019651R 


2'ü3y-oa8ü~ 


=  00001... 

und  ist  0-0001.  .^H 

Führt  man  jetzt  die  Rechnung  ahgekiirzt  weiter,  so  hat  u 
1      47-64      6390886      —0-196316     —3420119373639. 
1      47-64      6390934      —0-132607     —34'iOl  19373965* 
1      4r'a        039-098*     —0-06869'  (i) 

Die  nächste  Ziffer  ist 


1    0-06809 
'2  ■  639098 


=  0-00005.. 


-0-06869 
-  0-036  r  4 
-00047» 


—34201-19373965 
-34201- 19374149  • 


Die  nächste  Ziffer  ist 


1   00047  _ 

(')  Die  KifTern ,  welche  im  Mnnuicriple  dieses  Anfaal 
gel  Rh  rl  dien  waren,  sind  in  Erraan^eliing  solcher  Zi  Hörn 
mit  kleiner  Schrift  gedruckt  wnnlen. 


•■s  durch atne 
n  der  Draclc 

J 


I- 


SuUlUiiHmU'Yerraknm  auf^i  Tkeorie  desGröutem  u.JOeiiuien.  yOS 

Man  hat  somit  für  die  Coordinaten  des  tiefsten  Punktes 

ar  =  17-910153....    y=— 34201J9374.... 

ich  s^e  des  tiefsten  Punktes ,  weil  der  zweite  Differentialquotient 
gleich  der  H&lfte  ist  von  dem  vorvorletzten  Gliede»  und  dieses 
stets  positiv  erschien. 

Anf  ganz  ähnliche  Weise  lässtsich  auch  bestimmen  jener  Werth 
yvnx,  welcher  9/'(^)=0  macht,  und  das  Resultat  der  Sabstitotion 
dieses  Werthes  in  ^(x);  wir  wollen  auch  noch  hierüber  ein  Bei- 
spiel geben. 

Man  suche  die  Coordinaten  der  Wendepunkte  der  Curve 

y =ar4- 24a:« +4:»«— 2&r  +  4. 

Für  einen  Wisndepunkt  muss  bekanntlich  ^=0  seio,  d.  h.  es  muss  sein : 

Sx«— 36ai  +  2=0, 

und  diese  Gleichung  hat  eine  Wurzel  zwischen  11  und  12«  Ver- 
audert  man  die  Wurzeln  der  Gleichung  9(0;)  =0  um  11,  so  hat  man: 

1  —24  4  —28  4 

1  -13  —139         —1557         —17123* 

1  —  2  —161  —3328* 

1  9  —  62* 

1  20* 

Die    nächste  Ziffer   ist  nahe   gleich  dem  dritten  Theile  des 
•  Quotienten  vom   vorletzten  Gliede  dividirt  durch  das  vorvorletzte 

;   mit  geänderten  Zeichen  5    mithin  in  diesem  Falle  ^  •^;  da  aber  die 

>    nächste  Ziffer  nur  Zehntel  sein  kann,  sm  vermindere  man  die  Wur- 
zeln der  Gleichung 

a^  +  20a:3  -  62a:2— 3328:ir- 17123  =  0 

um  0*9,  und  hat  so: 


20 

—62 

-3328 

—17123 

209 

4319 

-3366871 

—201531839* 

21-8 

-23-57 

—3388084* 

22-7 

—  314* 

236* 

Die  nächste  Ziffer  ergibt  sich  aus  ö'z>ö:ß  =  0'04....   und   ist 
0*04;    vermindert  man  nun  um  0'04  die  Wurzein  der  Gleichung 
ar^ + 23-60:3 —3-14a:2  -  3388-084;i?— 201531839  ==  0, 


9  hat  man: 
1  230 
1  23-64 
I  2368 
1  2372 
I     23'76' 


—314 

—21944 
-1-2472 
—0-2984* 


— 3388fl84 

-3.1SH-17I776 

-3388-2-216(H* 


-20153-1839 
-20288-71077IW« 


Ferner  ist  für  die  nüchste  Ziffer  ~.-^;w^ 0-004.,..;   rermii 
tlett  man  rluber  nm  0-004  die  Wurzeln  der  Gleichung 

a^  +  23-76a-'-0-2984^»— 3388  2216&li— 20288-71077104=0, 
BO  hat  man,  wenn  man  die  Rechnung  abgeiiiirzt  weiter  liibrt: 


1    2.3-76        -0-2984      —3388-221604 

-20288710T7I04 

1    23-7..      -0-2034      -3388-222478 

-20302-26366095 

1    237.»      -0-1084      -3.388-22J912' 

1    23-7r.      -0-0133' 

I    23-776* 

Für  die  näclistliomniende  ZilTer  hat  man 

l.»J|=o<x»i 

es  sind  folglich  italiezu 

a:=  11-9441....    5=-20.102.... 
die   Coordioaten  eines  Wendepunktes    der  vorgelegten  Cnrve.  - 
DoBs  die  ganze  O|)eralioii  elieii  so  vor  sich  geht,  wenn  x  inagi^ 
nur  ist,   versieht  sich  von  selbst.  |l 

Ich  will  nun  noch  7.ei«en,  ivie  nian  auTehen  soeiDTacheWetK' 
die  hnchsfen  und  tielsteti  Punkte  einer  Fläche  oder  üherhaupt  dll 
Punkte,  an  die  sich  horizontale  Berührangsehenen  fuhren  lassen, 
finden  kann ,  wenn  nnr  die  Coordinaten  ,r  und  1/  eines  solchen  Puni- 
tes  nahezu  bekannt  sind. 

V/Sren  x=tt,  5/  =  pnahezu  dieCoordiiiaten  eines  solchen  Punk- 
tes der  Flüche  i^gi(.T,^)  (unter  ip(.-r,  t/)  eine  ganze  algehraisdie 
Function  von  x  und  1/  verstanden),  so  bilde  man  eine  Gleichung) 
deren  Wurzeln  x  und  1/  um  a  und  ß  kiemer  KJnd,  als  die  Wu^ 
zeln  der  Gleichung  tp(x,jf)^0:    erhält  man  auf  diese  Weise 

tz=,p(x+a,y+ß)=tl>(x,y)  +  Ax^\-Bxs+Cf+Dj;-\^E,j+F, 

wo  ^ix,i/)  eine  solche  Function  von  a- nnd  y  vorstellt,  deren  ein- 
zelne Glieder  von  höherem  als  dem  zweiten  Grade  sind,  und  wo  A, 


nahezu  gleich  Null  sein.    Nun  ist 


fukiimnwy^fiiikFemmafd^Tke(»i9äa€rä$itm  u.  JtftifMM.  |07 


fe  =  ^^  +  2^  +  ^  +  I>. 


i. 


Biden  Glieder  *!^^^  und  **§'-»>   sind    kleine  Größen. 

dx  dy 

»r  als  erster  Ordnung,  lassen  sich  also  ftlr  einen  Augenblick 

Massigen;   man  hat  daher  zur  Bestimmung  der.  zu  a  und  ß 

usetisenden  Werthe  von  x  und  y  die  beid^  Gleichungen 

Grades : 

2i<a:+J?y+Z>=rO, 
Äar  +  2Cy+£:=0, 

^  Um  daher  die  höchsten  oder  tiefsten  Punkte  einer  FiSche 

Xfy)  zu  bestimmen,  verfahre  man  auf  folgende  Weise:   Haa 

dz 
die  zwei  ersten  Ziffern  der' Wurzeln  der  Gleichungen  -t^^O,  • 

9;   wären  diese 

ar  =  ffo  +  i()»    y  =  »o+|y» 

de  man  sich  dann  eine  Gleichung,  deren  (Tnbekannte  x  und 
diese  Werthe  kleiner  sind,  als  die  Unbekannten  der  Gleichung 
f)  =  0,  indem  man  nämlich  daselbst  statt  arund  y  respective 

5+yk>    y  +  6ü +  j/j  setzt;    wäre  diese  Gleichung 

'tl;(x,y)  +  Ax^  +  Bxy+Cy^  +  Dx  +  Ey  +  F:=zO, 

F  das  Resultat  der  Substitution  der  genannten  Werthe  von 
1  y  in  2*  Vernachlässigt  man  jetzt  für  einen  Augenblick 
Di   und  wählt  x  und  v  so,   dass 

Ax^  +  Bxy  +  Cy2  +  Dx  +Ey+F 

aximum  oder  Minimum  wird;  mit  andern  Worten,  wählt  man 
l  ^  so,  wie  die  Gleichungen  (7)  sie  geben,  so  erhält  man  für 

le  iQjj»   fuf  y  nahe  j^;    um  diese  Werthe  vermindere  man 
ie  Unbekannten  orund  y  der  Gleichung  (8),  und  erhält  man  so 
^i(a:,y)  +  A^a!^+B^xy+Qy^+Dix  +  Eiy+Fiz=0, 


lOS    Spitzen 

BO  sind  wieder  die  Werthe  x  and  y,  welche 

n  Maximum  oder  Minimum  machen,  nahezu  j 
und  Fi  das  Substitulioneresullat  von 
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ned  die  trabsfonnirte  Gleichung^  ist: 
(9)     «==«HI-3j:H^(4y--0-37)-y»--l-8yH0-32y+10-335. 

Hiier  hat  man  nao: 

^=1-3         CD=    0666 
JB=       4         BE=:     1-28 
C=— 1-8         J£:  =     0-416 
D=— »37       JBZ>=-l-48 
jBr=    0-32       ß«  =       16 

AC  =—2.34 


2CZ>= 


V332 

1-28 


■ 


2AE=           0-416  J?«=           16 

BD—        -148  4^C=:        -  9-36 

2Ci>— ÄJB=0-0ö2       22i£;—ÄZ>= 1-896  Ä«— 4^1  C7=  25-36 

^  ~  25-36""         "• 

1-896  _ 
3f  -  25^  "•    "  •'•• 


'   Setzt  man.pim  io  (9)  statt  y,  y  +  007,    so  hat  man: 

■. 


1 


V3 


4    —0-37 
4    —0-09** 


I 


— 1  —18        0-32 

—  1  —1-87      01891 
— 1  -1:94      00533** 

—  1  —201** 


10335 
10-348237** 


(10)  fF=a?Hl-3ar«+ar(4y-0 09)-^3_20V+00533y+10-348237. 
Nan  hat  man: 


A=     1-3 
B=z       4 

C=— 201 
Z>=— 009 
E=i    00533 

0-3618     2AE= 
0-2132      BD=z 


CD=     01809 
BE  =     0-2132 
AE  =     006929 
i?Z)=— 036 

^2=:  16 

^C=— 2613 

013858     B^= 
—036        4^C= 


2CZ>= 
PI?—. 

2C/>— jBJE=0-1486     2J£;-.ÄD=0-49858   "ä^i— 4^ C=  26-452 


16 
-  10  452 


0?  = 


01486 
26-452 


,,^^  0-49858     ^^, 


110  Spltnen  AHwembtnfem  äei  Bortuf'iekm  «ni  BMme$ekm 


Da  hier  f&r  y  (M)l  herauskSmnit,  «o  mnss  man  noch  da«  y  dv 
Gleichung  (10)  um  0*01  Termindern,  man  erbält  dann: 


13 


4    — (M» 
4    _006*» 


-1  —201    , 

-1  —2-02 

— 1  —203 

— 1  -204** 


0O533      10-348237 
00331       10348B6ei* 
0O128** 


z  = 


«»  +  l-3a:»  +  x{4^  —005) 

^=3      1-3 

B=    4 

C=— 204 
/)=— 005 
£«=     0O128 


■y>— 2049>+O0128y -f  10  348S66 

CD  8     0-102 
££=     00512 
AE  =     001664 
B/)=— 02 
2r>  =     16 
4C=— 2-652 


2CI)=  0-204      2^£=  Oa3328       ^=  16 

g£;=  0O612     BD=        -0-2  4^C=        —II 

2C/)—Ä£;= 015-28     2^£;— £Z)=0-23328       Ä«— 4^10=! 

01528     _^  0-23328     _.^ 

"^"^  55^608 ="■"""••'    *=  2^608"  ="■''"'*•"• 

Vermindert  man  daher  das  x  um  0O05,  das  y  am  0*006> 
hat  man; 


1 
l 
1 
1 


1-3 
1-3U5 
1-310 
1-315* 


4—0-05 
4  -0-043475 
4  -0036925* 
4  -0-004925** 


—1-204      00128        10-348568 
-1  —204      0O328        10-348350e2S* 
—1—2048    0016416     1»3484819S3^ 

—1  -2-056    0O00032**  y 

1—1  —2064** 

Die  neue  Gleichung  ist: 

2=;rS  +  l'315:c*4-a<4y— 0O04925)— yS-  2-064y>— 00000% 

-\- 10-348481953 
und  hier  hat  man: 


Ä=     1-315         CD= 
B=s     4  BE=- 

C=— 2-064         AE  = 
/>=s-0O04925    BD=. 
£=—»000032    B*  = 

AC=' 


0OI01652 
•0-000128 
-OOOOOfiiOB 
•00197 

16 
2-71416 


SubüUuiiun-VerfiUurtiu  auf  dt«  TktmU  de$  erStttm  u.  Kleintten,  \\  \ 

2CD=i  0-0203304       2/l£<s      -000008416 

BE=       -04)00128  BD  =      — 00197 

iCD—BE—WimSÜ       2il£;— ^£>=0K)1961684 

B*=:     16  &0204584 


s  = 


iAC=z^  10-86664  ^  2ö  85664 


=0  0007.... 


B^—AACi=z    26-86664 


001961584    ^^^^^ 
»  =  26.85664  =^^w07... 

.  s.  f.    Ea  sind  abo 

a:Ä21057.... 
y=0-6887.... 
z  =10-348.... 

ie  Goordinaten  eines  solcben  Punktes  der  vorgelegten  Fläche >  an 
len  sich  eine  horizontale  BerCIhrangsebene  führen  lässt.     Wäre 

ilefiir  ^ — r^<0  und  r^O,    so  wäre  dieser  Punkt  ein  höchster 

der  tiefster  der  Fläche. 


III. 

Zwei  neae  Beweise  des  Theorems  von  Legendre 
ll)er  sphärische  Dreiecke^  deren  Seiten  gegen  den 
Balbmesser  der  Kngel,   auf  welcher  sie  liegen,   sehr 

klein  sind. 

Von 

dem  Herausgeber. 


Der  Reweis,  welchen  Legendre  selbst  für  sein  berühmtes, 
imentiich  ßir  die  Geodäsie  so  ungemein  wichtiges  Theorem  über 
»faärische   Dreieckes   deren  Seiten   gegen  den  Halbmesser  der 
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Kugel,  mf  ir«lcli»r  ttie  lieeen,  sehr  klein  sind,  gegeben  bat,  h 
in    di«    meislen  Srfariflen  fibeT    faribere    Geo<Iäsie    fibergegant| 
dürrte  aber  nicksicbtiich  der  Deullicbkeit  undKnrze  wobi  Einig« 
tu  wünschen  übrig  lasHCn.      Einen  anderen,  jedenHiUs  sehr  » 
reiefaen  and  in  mefareren  ßeziebunßen   sich  empreblenden  Benel     ! 
dieses  nichtigen  Satzes,  den  ich  deshalb  den  Lesern  des  AreU)4     'i 
in  ThI.  I.  Nr.  LVI.  S.  43C.  inilzutbeileti  nicht  unterlassen  habe,  b 
Gaoss  im  Steten  Bande  des    Crelle'scben  Joan 
ben.    So  sinnreich  dieser  Beneis  aber  auch  ist,    hat  er  mir  dod 
immer  nicht  sehr  direct  geschienen,  tvie  schon  daraus  herTorgelH 
dfirfle,    dass  er  verschiedene,    dem  Gegenstände  jedenfalls  ferw 
liegende  Sätze,    ja   selbst   den   berülimlen   LhniJier'schen  An 
druck  für  die  Tangente  des  eierten  Theüs  des  sphärischei 
ses,  in  Anwendung  bringt.    Ich  selbst  habe  „  Ueber  sphl 
Dreiecke,    deren   Seiten    im  Verhältniss   zu   demHalK 
messer  der  Kugel,    auf  welcher  sie  liegen,    sehr 
sind"  im  ArchiT  Tbl.  IX.  Nr.  111.  S.  8.  eine  aosfiih[|ic).e  Aibaoi     ( 
lung  geliefert,  in  nelcfaei  natürlich  das  Legen Jrc'sche  Theotc      , 
auch  rorknmnit.     Diese  Abhandlung   hat  aber  nicht  bloss  das' 
Rede  stehende  Theorem  an  sich  zum' Gegenstande,  sondern  sb«! 
dasselbe  uberhaujit  weiter  zn  fuhren,  und  bedient  sich  daher  hl 
ihren  Entwickelungen  durchgängig  der  Metboden  der  hÜherenA 
lysis,    neshalb  es  nicht  ^leine  Atisicht  sein  kann,    hier  auf  dl) 
selbe  zu  verweisen. 

Die  Leser  des  Archivs  werden  sieh  vielleicht  erinnern,  du 
ich  in  verschiedenen  Abhandlungen,  insbesondere  ThI.XVL  Nr.  XU 
S.  IM.  und  Tbl.  XVM.  Nr.  VL  S.  259.,  den  Versuch  gemacht  hak 
die  Lehren  der  sphärischen  Trigonometrie  in  einer  neuen  und,  < 
ich  hoffe,    verein  lachten  Weise   darzustellen*).     Zur  Vervollall 
digiin;;  jener  Arbeiten  schien   mir  immer  ein  müchlichst  einfacb      " 
und  haoptsiicblieh  miiglichst  direeter  Beweis  des  nichtigen  L<      ' 
pendre'schen  Satzes  wünschensvterlh ,  nach  dem  ich  längere Zl 
gesucht  habe.    Die  beiden  von  mir  jetzt  gefan<lenen  Beweise  « 
ich  im  Folgenden  mittheilen,  mid  bemerke  nur  vorläufig,  dass  bei 
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Schrift:  „ 
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in  Halle  liai  i 
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ge^elienen  nenen  Beweise  i 
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der  piupfelilenswBi1li<     ^ 
gonometrie.     Halt 


atellu 


\g   der  spbüir 


■chen  TrijroDomelric  benntxt,  irsfiir  iih  dcmsvlticn  in  Dank  verpHichH 
bin.  Dauellie  hat  auch  Herr  Inipertur  Qent  iii  Liegnits  getliutl 
dem  Frngmmm  der  (tnrtigpn  Rillcrakadeniie  vnn  Oitrrn  lBö3,  mit  Bb 
mfäguDg  mehrerer   eigner  lieacblungswerlher  Bemerkangei 
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sen  beiden  Beweisen   ausser   der  Reihe  für  sin^  freilich  auch 
Reibe  für  Ärcsinar  in  AixTendnng  gebracht  wird,  was  hei  den 
berigen  Betveisen  wenigstens  nicht  in  so  bestimmter  Weise  wie 
Folgenden  geschieht,  da  diese  Geireise  banptsächiicfa  nur  auf 
ersteren  Reihe    für  sin.i:  beruhen.     Ich  muss  aber  gestehen, 
ich  nicht  einsehe,  warum  man,  nenn  man,  was  hei  diesem 
Jenstande    nun   einmal    nicht    zu  umgehen  ist,    überhaupt  eine 
»nere  Bekanntschaft  mit  derLebre  von  den  unendlichen  Reihen 
Anspruch  zu  nehmen  geniJthigt  ist,  ausser  der  Reihe  für  sin:i; 
bt  auch  die  gleichfalls  sehr  wichtige  Reibe  für  Aresin ;e  als  be- 
rat voraussetzen  ivill.     Vielleicht  wird   die  in  der  Abhandlung 
I,   in  diesem  Hefte  von    mir  gegebene    „Elementare   Dar- 
illniig  der  Lehre  von  den  unendlichen  Reihen"  geeig> 
sein,  eine  allgemeinere  Bekanntschaft  mit  diesem  in  allän  Be- 
bungea  so  wichtigen  Gegenstände  auf  einem  völlig  gründlichen 
mentaren  Wege  zu  vermitteln. 
Bevor  ich  zu  der  Entwickelung  der  beiden  von  mir  gcfunde- 
neuen  Beweise  des  Legendre'schen  Theorems  selbst  über- 
!,   bemerke  ich  Tücksichtlich  der  Geschichte  dieses  wichtigen 
merkwürdigen  Satzes,    dass  derselbe    von  Legendre  zuerst 
den  Sl^moires    de  l'Academie  des  sciences   de  Paris 
17.  p.  338.  ohne  Beweis  milgetheilt  worden  ist.     Mit  einem  Be- 
iae   versehen    Gndet    sich   derselbe   zuerst  in    den    IVletbodes 
alytiques  pour  la  determination  il'un  arc  du  meridien; 
j.  B.  J.  Delambre;    precedees    d'un  memoire    sur  le 
ime  sujel,  par  A.  M.  Legendre.    Paris.  An  Vü.  p.  13.,  wo 
geodre  über  seinen  Salz  sagt:    „Elle  ramene  inimediatement 
ü  trigonom^trie  rectlligne  la  r^solution  des  triangles  spheriques 
t-peu  coorbes  ou  doni  les  cMie  sont  tr£s  petits  par  rapport  an 
OB  de  la  sphere." 

leb  wende  mich  nun   zu  der  Entwickelung  der   beiden    neuen 
ireise  des  Satzes. 


Nach  einer  bekannten  Formel  der 
j  wena  wir  die  Seiten  und  Winkel 
gewSbnlicbe  Weise  resp.  durch  a,  b 

J  +  cosB 


sphärischen  Trigonometrie 
Ines  sphärischen  Dreiecks 
«und  A,  B,  C  bezeichnen: 


I)     cos  o  :=  — 
mittelst  der  Formel 


nSsi 
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hieraus  in  bekannter  Weise  leicht  findet: 

2,  .i,.i„.=  _=ä(±b?±Q», 


I 

'  J 

i-iscben  Dreiecks  dal 


Bezeichnen  wir  nun  den  Excess  des  sphäriscben 
E,  90  ist  Iteicanntlich: 

also 

C085(J+B+  C)=— sin 
folglich   nach  2): 


.HB^C~A)=^MA-{E); 


h 


a) 


njEsin  {A  ~ 
8in'ßsi'n( 


iipd  hieraus : 


i) 


rji£  =  ^ 


Wir  wollen  uns  von  nun  an  alle  Seiten  und  Winkel,  A,  h.- 
die  letatoren  messenden  Bogen,  des  sphärischen  Dreiecks  in  Tbj 
len  des  Halbmessers  der  Ku^el,  iiuf  der  ilas  sphärische  Dreie 
liegt,  ausgedrückt  denken,  "ohei  wir  zu^^Icich  «ie  gewühulich  i} 
gen  Halhmesser  der  Eiobeit  gleich  setzen.  Dies  vorausgeaff 
sehen  wir  aus  der  Gleiclmng  4),  dass  E  in  Bezug  auf  a,  und 
türlich  ganz  eben  so  auch  in  Bezug  a'if  b  und  c,  eine  Grüsoe 
zweiten  Ordnung  ist. 

Weil  nun,    wenn  Arcsinx  den,  alisolut  genommen,   likimlj 
Bogen  bezeichnet,  dessen  Sinus  die  Grüsse  x  ist,  bekanntlich 

I    I 
32 


5)    Ärcaina?:=3'  + 
und  nach  den  Lehren  der 

6) 
ist,  so  ist 

und  folglich,  weil  bekanntlich 


qiLäris 

.    .       sinfi  . 

lnft=:-:— 3  Sl 


.  Tris 


'2. 4.0-^ 
luometrie 


rS/dnÄV 
'iAysiaAj 


I 

siDa'-{-_i, 


^ 
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■  #*      .  a*  a*  a^     , 

7)    «n«=«_j-^-^  +  j_g_^_^  +  „.. 

;t,  wenn  man  alle  Glieder  vernachlässigt,  die  in  Besag  auf  a  von 
iner  die  vierte  übersteigenden  Ordnung  sind: 

BinB  ,  j  .ßin-ß  .  ,   ^sinÄ\»       sinJ5,,      .  ,,_    /8inB\K 


ler 


ßv     . smi?,,  sin^^^—sinÄ« 


an  ist  aber  nach  3) 

8ini£Jsin(^  —  i^J) 

sin  Ja*  = 1 — ö~» — 7y » 

sin  ^  sin  6 

id  man  kann  folglich  in  der  Formel  8) ,  weil  der  Bogen  und  sein 
nas  immer  von  gleicher  Ordnung  sind, 

,  ^     8hil£«n(J— i£)        ,         ,     iainiEsiniA—kE) 

Jö*:= s — p  .    ^ »     also  a'= ; — p  .    ^ 

sm  B  sm  C  sin  ^  sm  C 

ttaeD,  wodurch  man  folgenden  Ausdruck  erhält: 

sinß         ,   .         6inM-4£;)(sin^'-sing«) 

.M 

nner  erst  mit  Vernachlässigung  von  Gliedern,  welche  in  Bezug 
if  a  von  einer  die  vierte  übersteigenden  Ordnung  sind.  Es  ist 
»er 

sin  (A  — J£J)  =sin  A  cos  \E — cos  A  sin  IE ; 

id  weil  nun  s\n\E  nach  4)  von  der  zweiten  Ordnung,  ferner  erst 
it  Vernachlässigung  von  Gliedern  der  vierten  Ordnung,  was  auf 
nr  Stelle  aus  der  Reihe 


cos 


,£.— i        j^^2  +1.2.3. 


bellet,  cos|£=l  ist;  so  kann  man,  indem  man  immer  erst  Glie- 
T  vernachlässigt,  welche  in  Bezug  auf  a  von  einer  die  vierte 
»ersteigenden  Ordnung  sind,  in  dem  Ausdrucke  9)  von  b  offenbar 

sin  (A  — ■  JjEJ)  =  sin  A , 
(o  nach  9): 

sinJB  ^   .  8in.4«--sin i^ 

'  8\\\A  sin  2l  sin  Jff  sin  t/ 
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setzen,  welche  letztere  Formel»  und  noch  mehr  nachher  dieF( 
mel  11),  ich  an  sich  fär  merkwGrdig  halte. 

Nan  ist  aher 

sinA^-ainB^  =  (BinA  +  B\DB)(mnA-'BinB) 
i=2sin  l(A  +  B)  cos\U—B) .  2sin  \(A  —  B)  cob\{A  +B) 
=  sin(il+i?)sin(2l— Ä), 
also  nach  10)  auch: 

n^    A-^?2^n     «  .   .^Bm{A'{-B)H\n(AS)[ 
sin^*        •       *  sin^lsmiSsint; 

und  folglich,  weil 

A-\-B=n-{C—E),    8lnU+Ä)  =  slD(6'— £) 

ist; 

Weil  aber 

6in(C — jB)=sinCcos£J  — cosCsinfi 

ist,   so  kann,   indem  man  in  dem  Ausdrucke  von  6  immer 
Glieder  vernachlässigt,    die  in  Bezug  auf  a  von  einer  die  vi 
übersteigenden  Ordnung  sind,   in  diesem   Ausdrucke  nach  e 
ganz  ähnlichen  Betrachtungsweise  wie  vorher 

sin(C-£)=:sin6' 

gesetzt  werden,  wodurch  man 


,         sinÄ^_      ,  .    ^-s\u(A—B). 
b  =  a— — 7  II — |smJ£i-T — j—, — ^  }» 


oder 


13)    6  =  a||~jtl  +  Ssini£:(cotJ— cotÄ)}, 


oder  ganz  mit  demselben  Grade  derGrenauigkeit,  indem  man  n 
lieh  erst  Glieder  vernachlässigt,  die  in  Bezug  auf  a  von  e 
die  vierte  übersteigenden  Ordnung  sind. 


14)    6  =  a5^tl  +  J£(cot^— cotÄ)) 


eriiält. 
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Non  tat 

sin  (g — 1£)  _^  sin  g  cos  jg — co«  B  sin  j  JS 
•in  (il  —  1 JS)      sin^cosifJ — cosilsin^JS' 

ilso  erat  mit  VernachläMigang  von  Gliedern,    weiche  in  Bezug 
Ulf  a  voD  der  vierten  Ordnung  sind: 

8in(g-iE)_8ing— {gcogg 
B\n(A  —  IE)  *~  BiuA^lEcosA 
sinB  1  —  \EcotM     BinB,.      ,_    ,-.,,,      ,«    , -., 

=  ^(l+iEcoiA)  a-lEcotB) 


=  ^fu  +  i£(cotil--cotÄ)| 


»der 


l+i£(cotil  -cotB)  =  -;— ö  •  -^-T3 — rr( » 


biglich  nach  14)  erst  mit  VernachlässiguDg  von  Gliedern,  welche 
n  Bezug  auf  a  von  einer  die  vierte  übersteigenden  Ordnung  sind : 


Iso 


sin^    sinJ    8in(g-~^£:) 
*— "sin^sinßsin(^-iiE)' 


Ueberhaupt  ist  also  erst  mit  Vernachlässigung  von  Gliedern, 
iie  in  Bezug  auf  a,  b,  c  von  einer  die  vierte  übersteigenden 
>rdnung  sind: 

BinjA-^lE)        sinJiA—lE) 
^-^sin(g-J£)""''sin(C^:i2:r 

16^     I  ,_^^'MB^\E)        s\n(B--lE) 
*o;    <^-^sin(C-iE)-'''sm(A'^^^)' 

_    sin  (C->  ^g)  _  ,  sin  (C—  IE) 
^'^^smiA-iE)"^  siniB'-iE)' 

Man  kann  also  ein  sphärisches  Dreieck,  dessen 
Seiten  gegen  den  Halbmesser  der  Kugel,  auf  welcher 
es  liegt«  klein  sind,  erst  mit  Vernachlässigung  von 
Gliedern,  welche  in  Bezug  auf  die  Seiten  dieses  Drei* 
ecks  von  einer  die  vierte  übersteigenden  Ordnung  sind. 
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wie  ein  ebenes  Dreieck  auflosen,  dessen  Seit^i^  den  ! 
Seiten  des  gegebenen  sphärischen  Dreiecks  gleich 
siod,  und  dessen  Winkel  erhalten  werden,  wenn  man 
von  jedem  der  Winkel  des  sphSrisehen  Dreiecks  den 
dritten  Tbeii  des  sphärischen  Excesses  diecies  Drei- 
ecks subtrahirt. 

Dies  ist  das  berühmte  Theorem  von  Legendre,  von  welchem 
bei  Rechnungen  der  höheren  Geodäsie  so  vielfacher  and  so  vor* 
theilhafter  Gebrauch  gemacht  wird. 

Ein  zweiter  Beweis  dieses  überaus  wichtigeD  Satzes  leiuin  aof 
folgende  Art  geführt  werden. 

Nach  3)  ist: 
•    1   o_s'nif:sin(^-^£;)       .....     ,  ^         sin } JS 

sin  ia*  = : — Tn~» — Ti =  Sin  ^ SIU  iA — \Cd)  '  .     '.    .   '  ^' 'L.  /t* 

.        *  sinJ^sinC  ^       '    ^sin^lsinÄsInCr 

.    i>o      sini-Esin(Ä — IE)       .    n  .  ,n    ,^^        siniJE 

also 

und  folglich: 

1.3 

la  =  sin  |a  -f  ^ .  i  sin  ia*  +  i .  ^-i  sin  Ja*  +  ... . 

=  ^«"  ^  «•"  <^  -  *^  I  sin  /s"n  2?  sin  C  | 

+  { .  i  V"sln48in(^-l£)-  sin  4  sin  (A-iE)  j^^J^^;^^  ' 

+^|;|^iS3iRJ=4£).l«n48in(J-lE)l»  L^'-m^sinci ' 


•  9 


1.3 

J6  =  sin  i6  + 1 .  i  sin  ^6'  +  ^ .  ^-j  sin  46*  +  .. .. 

=  VsinJgsin(^^i^)  i  .    /"'f.-T^t^ 

^  '^  /sin^sin^sinC) 

•  •  J    *  "  ' 

+  ^.i^^sinÄsln(Ä-TfcT.lsinÄslh(B-4£)t«j;5jj^^^^; 
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Setseo  wir  nun  üer'Kflrze  wegen: 

■  *  '^      •in^sint;      '    '      2.4^      siDilsinC      ^ 

+        .      ^ ; 

so  erhalten  wir  nach  dem  Obigen  sogleich : 

^^    a^f    8in^8in(i4-4iE)  'P* 

In  Bezng  aaf  die  Seiten  des  sphärischen .  Dreiecks  erst  mit 
Vernachlässigung  von  Gliedern  der  vierten  Ordnung  ist  aber 
nach  17)  und  18)  offenbar: 

-j     -  sin(^  —  4^)sin4£ 

®  Sin  ^  Sin  C 


^ I      ,   8in{^ — \E)8iniE  ^ 

sin^smC 


?%■ 


idso  ist  mit  Vernachlässigung  von  Gliedern,  welche  in  Bezug  auf 
die  Seiten  des  sphärischen  Dreiecks  von  der  vierten  Ordnung  sind, 
nach  19):  ' 

,  sin(Jg-ijE)sinig 

20)     ^  -^i/s'"^  sin(g  — .^E)    ^^"        sin  ^  sin  C 

a        V     sin^sin(^  —  ^^^  '  i  j.  i   ^'^^(^'~i^)^'^^l^ 

^^'         sinÄsiiTC 

Hieraus  ergiebt  sich,    weil 

sin(^  —  lE)=zs\nAcosiE — cos  ^sin^iE, 
8\n(B'—\E)=:8\nßco8iE — cosBsmiE 

ist,  offenbar  immer  ganz  mit  demselben  Grade  der  Genauigkeit 
wie  vorher: 

H      j    8in^sin|£ 

6  _ 4rsingsin(g^^£;)  ^  +  ^    sm^sinC 
a       w    8inABin(A'^iE)     |   ,  ,   sin  ^  sin  ^E 

^^''  8\nB8iuC 

-         sinJ^sin^jE? 


^sinJBA/^cosj 
"^sin^  V   cosi 


E — cot^siniZJ       ***'   sin /4 sin  C 


iE  —  cot^sin  5^   -         sioi^sin^i? 

+  •*  •  sin  Äsin  C 


.    ,>n(^+g).ii.M-i 


ll  +  ^sinl£(cotJ  — cotÄ)Hl  — JsinaE- 


(A-B) 


=^^tl  +  isiniE(cot^— cofß)ttl  +  i8inl£Ccot^— cotÄ)i 
woraus  sogleich 


21) 


11+  isin^£(cotJ  — cotß)l 


Mgl. 

Weil  in  dieser  Formel  erst  (ilieder  vernachlässigt  ivordc 
sind,  welche  in  Bezug  anl'  die  Seiten  des  sphärischen  Dreiecli 
der  vierten  Ordnung  angehören ,  so  ist  erst  mit  Vernaclil.tssignn 
voij  in  üe;eug  anf  die  Seiten  des  sphärischen  Dreiecks  die  viert 
übersteigenden  Ordnungen :    ^ 


22)    6  = 


^  [i  +  l6ialE{cotA—catB)\, 


was  wieder  ganz  die  schon  in   13)  gefundene  Gleichung  ist,    m 
der  alles  Uehtige  völlig  auf  dieselbe  Weise  wie  oben  Tolgt 


*)  Nach  dem  BiiinmiHrhtin  Lehr«al/e. 
•*)  Gans  aaf  ähnliche  Arl  wie  oben. 


fU. 
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IT. 

Integration  der  Differentialgleichung 

mittelst    bestimmter    Integrale. 

VOD 

Herrn  Simon  Spitz  er  j 

ifiiit  und  Priratdoc.  der  Mathematik   am  k.  k.  polytechnischen 

Institute   zn   Wien. 


>.* 


m,  n,  p,  q,  r,  s  bedeuten  beliebige  constante  Zahlen,  too 
deoen  auch  einige  gleich  Null  sein  kOnnen»  s  allein  setzen  wir 
jederzeit  als  von  Null  verschieden  voraus. 

Ich  setze  das  Integral  obiger  Differentialgleichung  voraus  in 
folgender  Form: 


(2) 


/»» 


eux^-^vx  jydu » 


unter  v  und  W  einstweilen  noch  unbekannte  Functionen  von  u,  und 
unter  «^  und  ti^  ebenfalls  noch  unbekannte ,  aber  constante  Zahlen 
verstanden.    Bestimmt  man  aus  (2): 


y  =  /      (2ua:  +  v)  e««*+»'*  Wdu , 


-i 


Ui 


y''  =r  /* "'  [(^ux  +  r)*  +  2u]  ß»**+f  *  Wdu , 


ond  fiubstituirt  diese  Wertbe  in  (1),  so  erhSit  man: 
TkeU  XXni.  9 
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0 

I       «w**+w  W  { $  {iu^x^  +  imx  + 1?«  +  2m)  +  (r  +  qx)  (2tfcr + v) 

+ p + im: + um;*  }  <f  tt : 

oder,    wenn  man  den  Ausdruck  innerhalb  der   grossen  Klami 
nach  X  ordnet: 

/     ««•«•+»*  W[x\iu^$'\-2uq'\-m)  +;r(4MW+2ttr+^  +  n) 

+  (i?2*  +  2M5  +  t?r+p)}  <fM= 

Setzt  man  der  Kürze  halber: 

4tt*^+2t£y+m  =  L, 

(3)  4t«t?5  +  2Mr+^t?  +  n=il!f, 

•*5  +  2ta  +  ür+p=iV; 
so  ist: 


u, 


Berücksichtigt  man  nun,  dass 

io:«  +  Ufa; +iV=  i(a;2+r'a:) +a:(J!f- Irt>')  +  JV 
identisch  statt  findet,    und  wählt  man  v  so,   dass 

(4)  iH— itj'=0 

wird,  so  erhält  man  statt  oliiger  Gleichung: 

P'^'e^ix^^^x  W[Ux'^  +  v'x)  +  N^du  =0 
oder 

Das  erste  Integral  lässt  sich  auch  so  schreiben : 

ßUX*-\-VX 


J  du 


duy 


und  gibt  nach  der  Methode  des  theilweisen  Integrirens  behandei 

»*i       ,7  du 


«i 
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Ss   geht  somit  das  Resultat  der  Substitution  von  (2)   in  die  vor- 
gelegte Gleichung  über  in: 

Ml 

und  dieser  wird  genügt  für  solche  W,   welche  der  Gleichung 


(5) 


rfw-^^m^o 


du 


identificiren,    und  ferner  für  solche  constante  Ui  und  n^,    welche 
die  Gleichung 

(6)  {WLe^^+^^\l*  =  0 

befriedigen.  —  Die  Gleichung  (4)  gibt  integrirt: 
_^  nq—2rm  ,  _    2ns— rg    ,  ^.r-r 

nnd  die  Gleichung  (5) 

1       fNdu 

(8)  lF=jc*/~r". 

Setzt  man  nun  der  Kürze  halber: 

ng—^rm 2ns — rq ,^ 

4ms—  g^^    '    4ms — q^~^    ' 

80  ist  das  Integral  der  vorgelegten  Differentialgleichung : 


(9) 


~"^.  4u^s+2uq  +  m  ^^  ' 


unter  v  die  Grösse  a  +  '26m  -f  CV^L  und   unter  w^   und  %  solche 

Zahlen  verstanden,  welche  die  Gleichung 

f 

(10)  t  e"*Ht^*+y -ri^* = 0 

—f~  lässt  sich  leicht  entwickeln  ^  es  ist 
nSmlich : 

Nz=a^s +ar+p  +  2u  {2abs  +  s+br)+ ib^u^s  +  C^Ls  +  CVL(2as-t-r) 

+  ibCus\rL, 

^     ^-i   .  C&ns+r)+ibCsu  ,  (o2Ä+ar+jo)  +  2M(2a65+Ä+6r)+4625U« 

r=^''+ — VT      + T> 

9* 
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iW  g^—inis  g  +  ius  +  Vg^^^nu 

Setzt  man 

,    2a^s  +  2ar  +  2p— 26^/n>~  y 
i^  g^ — itns 

0 

ferner  die  zwei  Wurzeln  der  Gleichung  Xf=:0»  o  und  /},  wodorel^, 

L  =  45(u — a)(M— /3) 
und  ^ 


4i  •  P""  4* 


wird  9  so  Ist 


'•^^=•=^(55?)* 


gu(C».+6»)+6CirL, 


und  die  Gleichung  zur  Bestimmung  der  Grenzen  heisst: 


^(^y«-' 


+r«+u(C'«-|-6')-|-6CVT  =0. 


Findet  man  hieraus  zwei  Werthe  furn,  so  bezeichnen  wir  sie 
mit  Uy  und  t£29  und  nehmen  sie  als  die  Grenzen  des  Integrals  der 
vorgelegten  Differentialgleichung, 

Mehrere  specielle  Fälle  verdienen  eine  besondere  Beachtung. 
1)  Ist  f^zzzXmSi  so  gibt  die  Gleichung  (4)  integrirt: 

Das  Integral  der  vorgelegten   Differentialgleichung   ist  in   diesem 
Falle  wieder: 

^u^s^'lug^m         ^"' 

nur  hat  hier  o  den  Werth,   den  die  Gleichung  (11)  gibt;    ferner 
ergeben  sich  t^  und  u^  aus  der  Gleichung 


2)  Wird  L=:M=2N=0  fiir  bestimmte  Werthe  von  u  und  •, 
tvra  ßr 

»  ist 

n  lotegral  der  Differentialgleichung;    wird  Xr=ilf=2V^=0  flBr 

b.    iilr 
ist 
I   Integral  der  Differentiafgieichuug. 


V. 

Note  über  kürzeste  Linien  auf  krummen  Flächen. 

Von 

Herrn   Simon  Spitzer^ 

AmisL  und  PriTatdoc.  der  Mathematik  am  k.  k.  polytechnischeo 

Institute  zu  Wien. 


Wenn  eine  krumme  Fläche  durch  eine  Ebene  in  zwei  symme- 
risehe  Theile  getheilt  werden  kann,  so  ist  die  Durchschnittslinie 
er  Fläche  mit  der  genannten'  Ebene,  falls  eine  solche  vorhanden, 
Q  Allgemeinen  eine  kürzeste  Linie  auf  der  Fläche. 

Der  Beweis  ist  sehr  einfach.  Es  ist  nämlich  die  Gleichung 
Der  solchen  Fläche»  welche  durch  die  Ebene  xz  symmetrisch 
tbeilt  wird: 


m    8pit%ett  Ifoie  über  MiraeM  LMen  aufhrwhmm  flOeMeü. 
Für  die  kürzesten  Linien  auf  der  Fläche  rauss  das  Integral 

'   ein  Minimum  werden.     Setzt  man  in  demselben  dz^pcbc  +  qd 
so'  ist 

und   folglich  hat  man  als   Bedingongsgleichung  für  ein  Maximi 
oder  Minimum : 

d^  L  dy'  J        ' 

woraus  sieb  ergibt: 

oder,  wenn  map  diess  entwickelt  und  gehörig  reducirt: 

[/' + 9ip+w'y^  vf"+y*+ (7+^2 

und  dieser  wird  genügt   für  yi=:0;    denn  ist  y  =  0,    so  ist  au< 
y'=0,  /  =  0  und  ^  =  0. 

Da  die  Kugel  durch  jede,  durch  ihren  Mittelpunkt  geheoi 
Ebene  symmetrisch  getheilt  wird,  so  ist  der  Bogen  des  grussti 
Kreises  die  kürzeste  Linie  auf  der  Kugel. 


Später:  £Mvi£4vAov»m  Mw(l-|— )"=:«,  unter  mim §Mia€  »te.  W 


VI. 

positive  Zahl  verstanden. 

Von 

Herrn  Simon  Spitzer^ 

Assist.-  und  Privatdoc.  der  Mathematik  am  k.  k.  poljtfichni«cliai 

Institute  ku  Wien. 


Man  hat: 


1  12  12  3 


(l  +  -)-  =  H-H— Ijp--. 3,  -r 4^ 


n 


•       1.  __« j 

und  di«ss  lässt  sich  so  ordnen: 

(i+L)"=[j-m.l,+^,  +  l,+....+l,] 

1  [1   .  1+2  .  1  +  2+3  .      .  l+2  +  3  +  ....+(n-ln 
~n  L2!  ^    3!    +       4!  ~  +' "  +  ^!  J 

lrl-2.1.2+1.3+2.3.      .  1.2+1.3+2.3+...+(w-2)(n— in 
+««L3!^  4!  +••+  «!  J 


,,     1N,-1      1      1.2.3....(M-1) 
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Spitntr:   RHtmUhelung  ton  Hmi}.  •|--)»ss«. 


Betrachtet  man  nun  folgende  Relationen: 

1  +  1  =  1  +  1. 

2!     ^2!' 
(l_.i)(l_?.) 

3!  '^Zl' 

(i_t)(i_£)(i-i) 


80  ergibt  sich  durch  Summiren  derselben: 

(i+i)-<i+i+J,+Ji+r,+..+^, 

Betrachtet  man  ferner  die  Relationen: 

1-^         1-1 
i+i+-«?-=i+i+-j^' 


■V 


2! 


21 


1  2  1+2 

(l_i)(l_f.)      1 i- 


3! 


3! 


(l_l)(l_2)(i_3       i_l+2j_3      j 


1  +  2  +  3 


n 


4! 


3! 


4! 


a-l)(l-a)(l-3)(l_ij    l_l±l+3   j_4    ,..1+2+3+4 


n' 


n 


61 


41 


5! 


80  ergibt  sich  durch  Summiren  derselben: 


1-1  1-1+-^ 

(l  +  ^)»>l  +  l  +  -5^+        ,."     + 


^     1+2+3    j    1+2+3+4 


n 


n 


2! 


3! 


41 


61 


1+2  +  3+.... +  (n  —  l) 


+....+• 


n 


nl 


fuuer  m  eine  gwum  potMM  ZaAi  perUandem. 


139 


oder,  ^iras  dasselbe  ist: 


a+i)->[n-i+|+|+4i+...+^,i 


Irl.  1+2^1  +  2+3^     . 
—  fiLai^   31    '*'       4!      +•  + 

Nao  ist 


l+2-|-3+....+(n— 
nl 


^ 


i 


i 


folglich 


r-1 
l-f2+3+....+(r-l)  _*"•"?"_       I 

il  —     r!      — 2(r— 2;!' 


(i  +  ^)">[i+i+if.|,  +  ri+-+i] 


tt' 


2!  ^  3!  ^  4! 


r! 


-2n[*  +  '+  2!  +3!  +  41  '^—'^ö^2iß' 


and  daher  am  so  mehr: 


1.1.1 


1 


(I  +  r)->(l  + 1  +  «B  +  51  +  7.  +     +ri) 


n 


21^31^4! 


nV 


~öz  (1  ^"  1  +  öl  +  51  +  T»  +—+r.'i) 
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2!  ^31^4! 


n!' 


•der 


(l  +  r)->(l-A)a  +  l  +  |;  +  |+i!+-+^)- 


n' 


2n' 


Wir  haben  auf  diese  Weise  (1  +— )"  zwischen  den  zwei  Grenzen 


1       1 


1 


1  + 1  +  öi  +  öl  +  xi  +--+ri  > 


2!  ^  3!  ^  4! 


n\ 


1 


1 


1 


(l-ö::)(l  +  J  +  cTi  +  öi  +  rf+.  .+  ri) 


2» 


2!  ^  3!  ^  4! 


nl^ 


•higesehlossen.     Da  sich  nun  diese  beiden  Grenzen  mit  dem  Wach- 
sen voo  n  fort  und  fort  der  Zahl  e  nähern,  so  nähert  sich  autii 

ohne  Ende  der  Zahl  e. 

1 
Nun  iSsst  sich  leicht  zeigen,  dass  auch  Iim(l y-*=s€  ist; 

deno  man  bat: 
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Ouidde:   üeber  JSMt$e,  weicht 


woraus  man  sieht,    dass  (1 ^)~^  dem Producte  der  zwei  Factor» 

n 


(l  +  -^)»-i,     (1  +  — -t) 
^       n — V  ^       n  —  V 


'¥A 


gleich  ist  4  von  denen  der  erste  sich  fort  und  fort  der  Zahl  e,  dflfj 
zweite  der  Zahl  1  nähert.  , 


vn. 

Ueber  Kreise,   welche  dieselben  Durchschnittspunkte 

haben.  ...^ 

Von 

Herrn  Quidde^ 

Lehrer  am  Gymnasium   za   Bückeburg. 


Die  folgenden  Untersuchungen  sind  veranlasst  durch  einen  Site 
in  Poncelet's   »»Trait^  des   propri^t^s   projectives  dei 
figures  Nr.  531.'%  welcher  im  Wesentlichen  so  lautet: 

Wenn    die  Ecken    eines  Dreiecks  stets  auf  demsaBnP 
Kreise  bleiben  und  drei  Kreise,  die  mit  dem  erstes  di» 
selben  Durchschnittspunkte  haben,    berühren  die  Seitev 
des  Dreiecks,    so  dass  die  Berührungspunkte  Vicht  in 
gerader  Linie  liegen ,  so  ist  durch  die  beiden  ersten  audi 

der  dritte  bestimmt. 

* 

Poncelet  war  es  offenbar  mehr  um  die  Anwendung  dieses 
Satzes  zu  thun,   als  um  die  Entwickelung  der  Beziehungen,  arfl. 
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denen  derselbe  beruht«  Er  gibt  dem  eingeschriebenen  Dreiecke 
eine  nnendtich  kleine  Bewegung  und  beweist,  dass  die  dritten 
Seiten  eine  Cnrve  umhüllen,  welche  zugleich  für  Kreise  eine  Um- 
hüilungscurve  sein  müsse,  die  durch  die  Durchschnittspunkte  der 
gegebenen  Kreise  und  die  jedesmaligen  Berührungspunkte  gehen ; 
und  da  eine  Umhüllungscurve  der,  durch  die  gemeinschaftlichen 
-  Ponkte  der  gegebenen  gehenden  Kreise  undenkbar  sei,  so  bleibe 
\  gichts  übrig,  als  dass  alle  jene,  vorläufig  als  verschieden  angenom- 
nenen  Kreise  ein  und  derselbe  Kreis  seien,  der  mit  der  Umhül- 
hogscurve  zusammenfalle. 

Ich  habe  Qiich  bemüht,  nicht  nur  einen  elementareren  Beweis 
filr  diesen  Satz  aufzufinden,  sondern  auch  die  eigenthümlichen 
Beziehungen  und  Verhältnisse  der  Sache  aufzudecken.  Ich  habe 
den  Gegenstand  von  mehreren  Gesichtspunkten  aus  durchforscht 
und  will  von  meinen  Forschungen  mittheilen,  was  mir  interessant 
erscheint 


§•  1 

Ein   System  von   Kreisen. 

1.    Unter  der  Potenz  eines  Punktes  in  Bezug  auf  einen  Kreis 
▼ersteht  man  bekanntlich   die  Differenz  des  Quadrats  der  Entfer- 
nung des  Punktes  vom  Mittelpunkte  und  des  Quadrats  des  Radius. 
Es  kann  dieselbe  zweckmässig  bezeichnet  werden  durch  Zusam- 
menstellung der  Zeichen  des  Punktes  und  des  Kreises  und  durch 
Andeutung  der  Dimension,  die  sie  hat,  z.  ß.  (Taf.  II.  Fig.  1.): 

Sie  ist,  wenn  der  Punkt  ausserhalb  des  Kreises  liegt,  dem  Qua- 
drate der  von  demselben  an  den  Kreis  gehenden  Tangente, 
wenn  er  innerhalb  liegt,  dem  negativen  Quadrate  der  halben,  im 
Punkte  halbirten  Sehne  gleich.  Sie  ist  ferner  das  Product  der 
Abschnitte,  welche  auf  einer  durch  den  Punkt  gezogenen  Geraden 
zwischen  dem  Punkte  und  dem  Kreise  liegen,  welches  Product 
negativ  zu  nehmen  ist,  wenn  der  Punkt  innerhalb  oder  die  Ab- 
schnitte auf  verschiedenen  Seiten  des  Punktes  liegen. 

Auch  die  analytische  Geometrie  liefert  einen  Ausdruck  für  die 
Potenz,  wenn  man  die  Gleichung  des  Kreises  auf  Null  reducirt 
imd  in  der  ersten  Seite  derselben  die  Coordinaten  des  Punktes 
fiübstituirt;  denn 

«der  fär  den  CoordinateAwinkel  tp 


ist  nichts  »nderes  als  das    Qiiadrot  der  EatfernuDg  des   PaalEteil 
(g.x)   vom  Mitfelpunkfe  (ß,a).    folglich 

die  Potenz- 

Subtrahirt  man    die   Potenzen    zweier  Punkte    l^r    dei 
Kreis,  so  verscbivindet  das  Quadrat  des  Radius  unri  die  Dd 
der  Polenten  ist  die  Differenz  der  Entfernungsquadrate  derl 
vom  Mittelpunkte,  an  deren  Steile  man  die  Diflferenz  der 
der  At>6c)initlc  setzen  kann,  in  welche  eine  Senkrechte  vat 
(elpunkte  die  Verhindun^slinie  der  Punkte  llieilt.     Füllt  dd 
punkt  der  Senkrechten  mit  dem  einen  Punkte  zusammen,' 
der  eine  Abgcbnitt  Null,  und  es  kann  daher  die  Potenz  einei 
tes  auL'h  ausgedrückt  »erden  durch  die  Summe  des  Qui 
VOM    ihm   auf  einen    Durchmesser   gertillten  Perpendikels  i 
Potenz  des  Fusspunkis  dieses  Perpendikels. 

'2.  Es  ist  bebnnnt  oder  leicht  mittelst  der  letzten  Bemi 
SU  erweisen,  dass  ulle  Punkte,  deren  Potenzen  in  Bezujf  auf  ii 
Kreise  einander  gleich  sind,  in  einer  geraden  Linie  liegen,  dia 
auf  der  Centrale  senkrecht  steht  und  dieselbe  so  thejlt,  dass  die 
Quadrate  der  Abschnitte  dieselbe  Differenz  haben ,  wie  die  Quadrsta 
derKadien.  Diese  Gerade  heisKt  dicPolenzliniederbeidenKreiaeuid 
enthält  ihre  reellen  oder  ima<;inärcn  Durchschnittspnnkle.  Die  Gfr' 
sammtheit  der  Kreise,  welche  dieselben  Dnrchschnittspunkte  odi 
selbe  PotenzIJnie  haben,  soll  im  Folgenden  ein  Kreissysfem  heissen. 

Zur  Construclion  der  Potenzlinie  zweier  Kreise  dient,  neu 
sich  dieselben  nicht  schneiden,  der  Satz,  dass  die  drei  Po< 
tenzlinien  dreier  Kreise  einen  gern einschaflli dien  Durcbschßlttf 
pDnkt  haben,  netcher  Sat£  eine  nnmittelliare  Folge  der  Eigott 
sctinft  der  Potenzlinie  ist:  durch  einen  dritten  Kreis,  der  lieid* 
Kr«ise  schneidet,  findet  man  jcdenOdls  einen  Punkt  der  Pnteni- 
linie  der  beiden  ersten,  nämlich  den  Durcbschnittspunkt  ««• 
ncr  PotcnKÜnicn  mit  denselben.  Für  iwei  Punkte  ist  die  Polen» 
linic  diis  auf  ihrer  Verbindungslinie  in  der  Mitte  errichtete  Pei* 
pendikel.  Für  einen  Punkt  nnd  einen  Kreis  ist  sie  die  Ualbimogs* 
linie  der  vom  Punkte  an  den  Kreis  gehenden  Tangenten  und  li«^' 
in  der  Mitte  zwischen  dem  Punkte  und  der  Polaren  desselben.  Lilfl 
der  Punkt  innerhalb  des  Kreises,  so  ist  sie  leicht  mittelst  ein» 
EU  Hülfe  gezogenen  Punktes  oder  Kreises  zu  construiren.  Somu 
ist  ein  Kretssyslem  durch  ztrei  Kreise,  oder  eines  Kreis  und  eiat 


L 
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[e,  oder  durch  einen  Kreis  and  einen  Punkt,  oder  durch  eine 
le  und  einen  Punkt  oder  durch  zwei  Funkte  bestimmt.  Durch 
1  einen  Punkt  der  Ebene  ist  für  ein  gegebenes  System  ein, 
war  nur  ein  einziger,  Kreis  gegeben ,  der  durch  ihn  hindurch- 
Sind  die  gemeinschaftlichen  Punkte  des  Systems  reell»  so 
es  an  sich  klar.  Sind  sie  imaginär  und  man  hat  nach  dem 
m  die  Potenzlinie  construirt,  so  gelaugt  man  mittelst  der 
iden  Eigenschaft  der  Potenzlinie  zur  Construction  dieses 
es.  Beschreibt  man  um  einen  Punkt  der  Potenzlinie  mit  der 
len  der  Kreise  des  Systems  gelegten  Tangente  einen  Kreis, 
bneidet  er  alle  Kreise  des  Systems  rechtu-inklig ;  denn  an 
[reise  des  Systems  gehen  von  einem  Punkte  der  Potenzlinie 
e  Tangenten.  Diese,  das  System  rechtwinklig  schneidenden 
)  bilden  ihrerseits  ein  zweites  System,  das  die  Centrale  des 
I  zur  Potenzlinie  hat.  Denn  sind  p  und  q  ein  Paar  Punkte 
^otenzlinie,  iH],  ilfs  ein  Paar  Mittelpunkte,  zu  denen  die 
n  Ti,  r^  gehören ,  und  ist  O  der  Durchschnittspunkt  der  Po- 
und  Centrallinie  oder  der  Mittelpunkt  des  Systems,  so  sind 
uadrate  der  Radien  fj ,  t^  der  um  p  und  (|  beschriebenen, 
ystem  rechtwinklig  schneidenden  Kreise  ausgedrückt  durch 

Bt 

q^i^  =  q02+0JV^ 

1 

ti«— r22=p02^q02, 

e  Bedingung  für  die  Potenzlinie  ist  für  die  um  p  und  q  he- 
lenen  Kreise,  wie 

um  Ml  und  31^  beschriebenen,  und  beweist,  dass  die  Po- 
le der  Kreise  um  p  und  q  die  Linie  pq  in  O  trifft,  also  die 
e  ist 

mn  üfjO^ri,    also  auch  ilf20>ra,   so  sind  die  Durch- 


Quidde:    Heber  Kreite,  weiche 


Schnittspunkte   der  Kreise  Mi    uod  ^s   imaginär; 
ri>vO  und  r2>()Ü,    da 


dam 


folglich  sind  dann  die  Durchschnitlspunkte  der  Kreise  udi  P  und  qn 

Im  Folgenden  sollen  die  gemeinschaftlichen  Punkte  des  Syst 

immer  mit  P  und  Q  und   die  gemeinschafllichen  Punkte   der 

System   rechtwinklig  schneidenden  Kreise  tnit  /",   Q'  bezelct 


-  0;IV, 


werden.     Man  hat 

0P'= 

:0(P'=7-/- 

■0«,'i 

und  diese  GrCsse  s< 
P   und  g'  hat  mal 

ill  eil.  für  ail! 

.Malp' 

O/»» 

=  0(J'«  =  r, 

«-fO' 

woraus  man  zugleich  sieht,  dass  P"  und  Q'  Kreise  des  Syst 
sind,  deren  Mittelpunkte,  /"  und  Q'  selbst,  von  O  die  Eni 
nung  p^^\  hahen  und  deren  Radien  gleich  Null  sind.  Ebt 
sind  P  und  Q  die  Punkte  desjenigen  Systems,  desseo  &Di 
punkte  auf  der  Potenzlinle  liegen. 

Wenn  nun  der  dem  Punkte  A  zugehürige  Kreis  des  Syat 
für  den  Fall  construirt  werden  soll,  dass  P  und  Q  imaginär  s 
so  sind  P  und  Q'  reell,  und  der  durch  A  und  P  und  ~Q'  geh 
Kreis  schneidet  den  gesuchten  rechtwinklig,  so  dass  seine  1 
gente  In  A  den  gesuchten  Mittelpunkt  auf  der  Centrale  bestin 

3.  Die  Centr.tle  ist  im  Folgenden  die  Achse  der  x,  die 
tenzlinie  die  Achse  Aery;  die  Abscissen  der  Mittelpunkte  JW,  W,,  iHI 

sind  m,  m, ,  m^, .... ,  die  «ugebürigen  Radien  r,  r,,  r.^ ,  und  die  J 

telpunktsentferoungen  JUM^,....  sind  bezeichnet  mit  ^|, sod 


r  der  Gleichung 


ich  die  folgenden: 


die   sich  leicht    durch    ! 
lassen;    und  nenn  man 


I 


nsetzung   des  Werthes  von  ij^    ben^j 
ie  erste  der  Gleichungen 


J 


iüe$eiden  Durek$ckniU$punkie  haben.  1S5 

ra«  =  r«  +  9a*— 2mya, 

it  qx,  die  zweite  mit  q^  multiplicirt«  und  subtrahirt: 

Man  sieht  leicht,  dassdiess  nichts  anderes  ist,  als  der  Stewart- 
ibe  Satz,  angewendet  auf  die  in  gerader  Linie  liegenden  Punkte  ilf, 
h*  ^29  ^ö™  denen  die  Verbindungslinien  r,  fi,  r^  nach  P  oder 
I  gehen,  welcher  Satz  nun  aber  auch  für  den  Fall  nachgewiesen 
it,  dass  P  und  Q  imaginär  sind. 

lie  gemeinschaftlichen    Punkte    eines    Kreissystems. 

1.  Lehrsatz.  Zieht  man  durch  einen  der  geroeinschafltlicheD 
^nkte  eines  Kreissystems  beliebige  Linien  und  verbindet  die 
Hirchschnittspunkte  einer  solchen  Linie  mit  den  Kreisen  des  Systems 
Üt  dem  andern  gemeinschaftlichen  Punkte,  so  entsteht  eine 
leihe  von  Dreiecken,  welche  denen  der  andern  Linien  ähnlich  sind. 

Denn  die  Winkel  dieser  Dreiecke  sind  die  über  der  gemein- 
ehafllichen  Sehne  PQ  stehenden  Peripheriewinkel  oder  ihre  Ne- 
»enwinkel,  welche  nur  von  den  Kreisen  und  nicht  von  der  Rieh- 
ong  der  schneidenden  Linie  abhängen.  Wie  z.  B.  auch  QA  (Taf.  II. 
j'ig.  L)  gezogen  sei,  der  WMnkel  PbQ  und  damit  auch  PbA,  und 
ler  Winkel  PAh  ist  immer  derselbe,  so  dass  das  Dreieck  PbA 
ieine  Gestalt  behält,  wie  auch  QA  um  Q  sich  drehen  mag,  wenn 
mr  1^  und  A  immer  mit  denselben  Kreisen  die  Durcbschnitts- 
mnkte  sind. 

Es  folgt  hieraus,  dass  alle  durch  einen  der  gemeinschaftlichen 
l^nnkte  gehenden  Linien  durch  die  Kreise  des  Systems  in  densel- 
)eD  Verhältnissen  geschnitten  werden,  und  da  zu  diesen  Linien 
luch  eine  auf  der  Potenzlinie  senkrechte  gehört,  wie  QFG,  für 
'velche  PF  und  PG  Durchmesser  sind,  so  dass  FG :  MiM^ 
^PFiPM^,  oder 

FG  =  2M^M^, 

10  folgt  ferner,  dass  die  Abschnitte  der  Linien  sich  verhalten  wie 
lie  Entfernungen  der  Mittelpunkte  der  betrefifenden  Kreise.  Die 
inander  entsprechenden  oder  durch  dieselben  Kreise  bestimmten 
'unkte  auf  irgend  zweien  der  Linien  stehen  in  der  Beziehung  der 
ebniichkeit  und  ihre  Verbindungslinien  sind  Tangenten  einer  Parabel. 


tütdde:    üeber  Kreise,  velcka 

'2.  Lehrsatz,  lieht  durch  jeden  der  beiden  gemeinschall 
liehen  Punkte  eine  Gerade,  AP,  AQ,  so  nerden  diese  zwei  G 
raden  von  den  Kreii§en  des  Systems  in  Punkten  t^BschDitten ,  den 
Verbindungslinien  alle  einander  parallel  sind. 

Denn  die  iti  den  Uurchsclinittspankten,  h  und  e  t,  B.  mit  dei 
Kreise  M^t,  entsich enden  Wintel  Pcb  und  QU  ergänzen  die  Wto 
kei  bQP  und  (PQ  zu  ziici  Rechten  und  sind  daher  Air  alle  KrQitf 
inieo  AP,   AQ   dieselben  bleiben. 


dieselben, 

Uie  Tangente  pL  i 
gelegt,  macht  mit  den  I 


den  durch  A   bestiminten  Kreis,  in  4, 
□ien  dieselben  Winkel 

VAP  =  AQP=:Jcb, 
LAQ=APQ  =  Abc. 

und  ist  den   Verliindungslinien  i)c  parallel. 

Es  ist  bekannt,  dass  die  Verbindungslinie  des  Durchschnitt*^ 
pnnkts  von  Pb  mit  Qc  und  des  Durchscbnittspunkts  von  PQ  m 
be,  der  t  beisse,  die  Polare  des  Punktes  A  für  den  Kreis  ^1 
und  denselben   in   Punkten  schneidet,   B,  C,    welche  die 
rungspunkte   der   von  A  an    denselben    gelegten   Tangenten   i 
Die  Linien  tA,  tcb,  tCB,  cPQ   sind    harmonische  Strahlen 
schneiden    auf  jeder   Geraden,    die  einer  ron    ibaen  parallel 
zwei  gleiche  Strecken  aus.     So  ist  auf  der  mit  ie  parallelen  ' 
genle  pL 

ß\>  —  Ap, 

und  auf  der  der  Potenzlinie  parallelen  Sehne  A^    des  Kreises  Jf| 

JB  =  Bf. 

Aus  der  ertiten  Gleichheit  folgt,  dass  die  Polaren  fCeines  Poiik^ 
tes  A,  für  die  verschiedenen  Kreise  des  Systems,  alle  durch  Glnen 
festen,  nur  von  A  abhängigen  Punkt  a  gehen.  Die  zweite  Gleich- 
beit  führt  zu  einem  Ausdrucke  für  die  Potenz  des  Punktes  J. 
Es  ist  njinilicti  APQi  ein  Antiparallelogramm  und 

W.  AiQ=mP—APQ. 

Ebenso  ist 


W.  66e+W.  030=1800, 
lod  bQgS  ein  Kreisviereck,   so  dass 
.  .1.  Ab.AQ^^Äi.A^. 
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Das  Product  Ai.AQ  ist  aber  die  Potenz  des  Punktes  A  ttr 
en  Kreia  Af^,  bo  dass  nach  der  eingefiShrten  Bezeichnung: 

AK2^=A^.Aji 

=Af.AAi 
=zAi.y 

renn  die  Senkrechte  AA^  mXy  bezeichnet  wird.  Man  hat  so  den  Satz: 

Lehrsatz.  Die  Potenz  eines  Punktes  in  Bezug  auf  einen 
ler  Kreise  des  Systems  ist  gleich  dem  Product  der  senkrechten 
Entfernung  des  Punktes  von  der  Centrale  in  die  auf  dieser  Senk- 
echten zwischen  dem  Punkte  und  der  Polaren  desselben  befind- 
icben  Strecke. 

3.  Es  sei  von  A  auf  PQ  das  Loth  AA^  gefällt  und  um  M2 
lin  Kreis  mit  dem  Radius  Vi  des  Kreises  Mi  beschrieben »  auf 
lern  A  liegt;  er  schneide  ^l^^s  ^"  ^*  Bekanntlich  schneiden  zwei 
IJMche  Kreise  auf  einer  ihrer  Centrale  Parallelen  ein  Stück  ah, 
hs  ihrer  Mlttelpnnktseutferoung  gleich  ist,  so  dass 

AE—MiM^ 
=  iFG. 

Man  lege  um  das  Dreieck  Abc  einen  Kreis,  der  von  AA^  in  D 
leschnitteii  werde.    Dann  ist 

W.  ADb  =  W.  Acb, 
W.  Ach  =W.  dQP, 

und  da  als  Wechselvvinkel 

W.  DAb  =  W,  AQG. 


80  ist 


biglich  auch 


W.  ADb+W.  DAb  =  90P, 


VV.  Af>D=:9(y> 

i>nd  AD  ein  Durchmesser  des  Kreises. 

Ferner  ist^    als  Peripheriewinkel  über  der  Sehne  bF, 

W.  ^PF=W.  hQF, 
ilco 

W.  6PF=W.  DAb, 
rbeil  XXIII.  10 


Ouldde;    Heber  Kreite,  »tUke 


W.  PhF=yi.  i>M=9( 


Dr.  PbFroAbD, 
AD:Ah=PF:Pb. 


Weg« 


Aehnlichlceit  der  Dreiecke 


Dr.  PAbooPGF 

nach  der  ersteu  Nummer  dieses  Paragraphen  ist  fpriier 

Ab:GF=Pb:PF, 
also,    durch  Verbindung  der  hciden  Proporlinnen: 

AD  =  GF, 
woraus  folgt,    da  AE  =  \GF,   daes 

AE=iED^iaiM^ 
und  dass  E  der  Mittelpunkt  des  dem  Dreierke  Aie  umschrlaheo 
Kreises  ist.     Also    hat  man  den  8ats: 

Lelirsati.  Verbindet  man  irgend  einen  Punkt  mit  den  ge- 
Rieinschaftlrcben  Punkten  des  Systams  und  legt  durch  den  Punkt 
und  die  Durchschnittspunkte  der  Verbindungslinien  mit  eii 
des  Systems  einen  Kreis,  so  ist  sein  Radius  gleich  ifef'Mli 
punktsentfernung  des  geechnitletie»  Kreise<s  und  des  durch  i 
Punkt  bestimmten  Kreises;  und  sein  >littelpunkt  liest  im 
schnitte  eines  diesem  gleichen  und  jenem  concentrischeii  Krt 
mit  der  auf  die  Potenülinie  vom  Punkte  gefällten  Senkrechten.  DtC. 
Mittelpunkt  bewegt  sich  auf  demselben  Kreise,  wenii  der  Puott 
A  auf  demselben  Kreise  des  iSystenis  sich  bewegt  und  der 
schnittene  Kreis  derselbe  bleibt. 


Die  Potenz    der  Punkte  eines  Kreises  des  Systems  hl 
Bezug    auf  andere   Kreise    desselben. 

Lehrsatz.  Bewegt  sich  ein  Punkt  A  (Tar.  II.  Fig.  1.)  aii\ 
einem  Kreise,  um  Mi,  so  ist  seine  Potenz  in  Bezug  auf  einen  1 
zweiten  Kreis,  um  ßl^,  gleich  dem  Producte  seiner  senkrechten  i 
Entfernung  von  der  Poteuzlinie,  AA^—OAi^zx,  mit  der  doppel-  [ 
ten  Mittelpunktsentfemung,  2M,Ma=:2g,  der  beiden  Kreise;  und  1 
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W9X  ist  dies  Prodoct  negativ  zu  iiehiBen«  wenn  die  Riebtiuigeii 
om  Punkte  nach  dcfr  Petenzlinie,  AA^,  und  die  RicbhiBg  vom 
littelpunkte  des  durch  den  Punkt  gehenden  Kreises 5-  M^  nach 
em  des  zweiten  Kreises,  M^,  entgegengesetzt  sind. 

Das  Viereck  QbDA^^f^  das  bei  A^  und  6  rechte  Winkel  hat, 
^  ein  Kreisviereck,   felgiich 

Ai>.AQ=:zAD,AA^, 

Voraus  der  Satz  sogleich  folgt,  da  Ab.AQ  die  besprochene  Po- 
enz  ist;  also 

AK^^=:AD.AA^ 

In  diesem  Ausdrucke  ist  nichts  mehr  enthalten,  das  von  der  Rea- 
lität der  Punkte  P  und  Q  abbinge,  und  man  konnte  daher  den- 
selben ohne  Weiteres  auch  für  den  Fall  gelten  lassen,  dass  diese 
Punkte  imaginär  sind.  Es  ist  indess  nicht  schwer,  den  Beweis 
ohne  alle  Rücksicht  auf  die  Durchschnittspunkte  P  und  Q  zu  fuh- 
ren.   Es  ist  (§.  1.  Nr.  1.) 

AK^^=AAi^+A,K^^ 

=  AM^^'-A^]\!I^^^A^M^^T^ 

ÜMdi  Nf.  3.  $.  1.  ist 

md,  je  nach  der  verschiedenen  Lage  des  Punktes  A  oder  des 
Panktes  Ai^  ist,  der  eingeführten  Bezeichnung  gemäss, 

^1  ^1  =  +  (^ —  ^1)» 

«0  m|,  m^  negativ  zu  nehmen  sind,  wenn  die  Mittelpunkte  Mi^  M^ 
auf  die  negative  Seite  von  O  binübertreten.  Die  Verschiedenheit 
der  Vorzeichen  ist  gleichgültig,  da  von  AiM^  und  A^Mi  nur  die 
Qnadrate  vorkommen.    Durch  Einsetzung  dieser  Werthe  erhält  man 

=(mi  +  wi2)(wi  — WI3)  +  (wii  —  7/ia)(2a:— wia — nii) 
:=z2qx. 

Wenn  man  sich  der  Grossen  q  und  or  bedient,  so  ist  writer  keine 

10« 
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Zeichen  bestimm  ung   nalhwetidig,    dn   diese   Grüssen    das  Zeidi« 
schon  in  sich  enthalten,  man  hat  nar  reRtxuhalteii,  tlaas 

und  dase  nij ,  m^  die  AbscJsscn  der  IVlitlelpunlde  sind. 

Die   analytische  Gei>uietri<;    kunmit  durch   eine  t^inrache  S 
traction  zum  Ziele,  denn  nach  I.  %.  1.  ist 

.-=^24^' — Smj^  +  p''' 
JA,*  =  »*  +  a^*^  -  '-im,  j:  +  /**, 
unter  //,  a:  die  Coordinaten  des  Punktes  A  verstanden.     Es  ist  a 


AK«^ 


=2(m,— mi)j.-. 
Die^ 


:^  +  ;'^) 


kung.  Dieser  Satz,  der  meines  Wissens  noch  nidit 
als  selhslständiger  Satz  aufgesleUt  worden  ist,  so  leicht  und  1 
fach  er  sich  auch  darbietet,  ist  in  der  That  nichtiger,  als  es  tat 
den  ersten  lllick  scheinen  mag.  Die  Tolgenden  UntersucliuiigM 
werden  das  hinlänglich  darthun.  Ich  niJl  aher  echou  hier  e 
Anwendungen  desselben  geben,  um  seine  Wichtigkeit  auf  depi 
Gebiete  der  Elementurmatheniatik  zu  zeigen  und  seine  Aul'nabn» 
iu  die  Lehrbücher  zu  empfehlen.  In  allen,  die  mir  bekannt  sind« 
findet  sich  die  Bedingungsgleichung  zwischen  den  Hadieu  und  dar 
IVIittet|junktsentleriiung  der  Kreise,  welche  ein  und  demselben 
Dreiecke  ein-  und  umheschriehen  sind,  Alan  vergleiche  die 
Bchiedenen  Beweise,  welche  liUr  diese  Relation  gegeben  sind,  mit 
dem  folgenden,  in  welchem  dieselbe  fast  als  unmittelbare  Folge 
des  in  Rede  stehenden  Potenzensatzes  trscheint.  Es  ist  leicbt 
zu  zeigen,  wenn  es  nicht  als  bekannt  vnrauii gesetzt  werden  soll, 
dass  der  Mittelpunkt  iWi  des  dem  Dreieck  ABC  (Taf.  11.  Fig.l 
eingeschriebenen  Kreises  auf  einem  Kreise  liegt,  der  die  Mittel 
des  die  Sehne  BC  umspannenden  ßogens  dert  umschriebenen 
Kreises  K  mit  dem  Mittelpunkte  M  zum  Mittelpunkte  und  NB=:SC 
zum  Radius  hat.  Denn  An^,  BM^,  C.W,  halhiren  die  Winkel 
des  Dreiecks,  so  dass  AJHi  durch  N  geht,  und  es  tat 
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W.  BMiC=:BMilS+CMiN 

=  iBAC+'^AßC+iBAC+iACB 

halbe   Centri winket  des  Bogens  BQC,    der  dem  Peripherie- 
ei  im  entgegengesetzten  Bogen  über  BC  gleich  ist, 

=  W+kBACy 

188  der  Bogen  über  BC  den  Winkel  9fy+iBAC  oder  BMiC 
.  Ist  nun  MiD  auf  BC  senkrecht,  so  ist  die  Potenz  MiK^ 
Punktes  Mi  für  Kreis  K  einerseits 

rerseits,   nach  der  Lage  des  Punktes  Mi , 

MiK^=^2MiD.MN, 

MMi=d,  MN=zr,  MiD,  das  offenbar  der  Radius  des  ein- 
[iriebenen  Kreises  ist,  =zq  gesetzt, 

\l8  zweites  Beispiel  der  Brauchbarkeit  des  Satzes  dieses  Pa- 
phen  führe  ich  die  Inhaltsformel  des  Dreiecks  aas  seinen  dtei 
;n  an,  für  welche  Castillon  einen  Beweis  in  der  rein  geo- 
sehen  Weise  der  Griechen  gegeben  hat  (s.  z.  B.  Jacobl's 
Swinden  Nr.  400.  Anm.  3.),  der  durch  jenen  Satz  bedeutend 
kürzt  wird,  so  dass  er  nun  auch  den  algebraischen  Beweis 
!ürze  übertrifft. 

^^C  (Taf.  II.  Fig.  3.)  sei  das  Dreieck,  und  es  seien  um  C 
B  mit  CA  und  BA  Kreise  A^i ,  K  beschrieben,  welche  auf 
die  Punkte  H,  G  und  E,  F  bestimmen.  Das  Perpendikel 
ist  die  Potenzlinie  dieser  Kreise.  Nach  dem  in  Rede  steheh- 
Satze  ist 

EKi'^^^-^.ED^BC, 
FKi^=     2.FD.BC. 

st  aber  auch  nach  l.  $.  1.: 

EKt^=z^EG.EH, 
FKi^z=:     FG.FH; 


ch 


EG.En=z2.ED.BC, 
FG.FH =2.FD.BC; 
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und  da,    nach  bekanntem  Kreissatzc. 

so  erhält   man    iliirch  Miilliplication 

EG.EH.FG.FH=A.AIJß.BC'^ 
=  10.  (Dr.  ABC 
AB  =  c.    AC=(>.    so  mt 


Setzt  man  BC=a 


FG  =  a  +  c-/i. 
EG  =  b  +  c~a, 
l/E=a  +  b-c, 


Dr.  .ifiC=iV(a+6+c)(-«  +  6  +  c)(«-6  +  c){a  +  ft-c^ 


Dil 


.   Sysle 


I.  Für  jede  gerade  Linie  gibt  es  im  Allgemeinen  Ewei  Be- 
rflhningskreise,  «leren  Berühnni^spunkte  in  gleicher  ETitfemting »nn 
der  PotcnzÜDie  liegen,  so  dass  also  ('2.  §.  1.)  der  eine  der  gei 
scbaftliche  Durchsehntttspunkt  der  Polaren  de»  anderen  iür  die 
versfhiedenen  Kreise  des  Systems  ist.  Da  nämlich  dec  Punkt» 
in  welchem  die  Gerade  die  Pat«iizlinie  schneidet,  für  alle  KreiH 
des  Systems  gleiche  Potenz  haben  muss,  so  liegen  die  Berufe 
ruiigspunkte  auf  dem  um  diesen  Punkt  beschrielienen  Kreise,  d« 
die  Kreise  des  Systems  rechtwinklig  schneidet.  Ist  HL  (Taf.  Il> 
Fig.  1.)  die  Linie,  so  sind  ^7,  und  Wi  die  Mittelpunkte  der  ße- 
rühruugsk reise  und  A,  e  die  Berührungspunkte,  so  dasa 

=  pPpQ 

Sind  die  Punkte  P,  Q  imaginär,  so  sind  die  beiden  Berühtuogf 
kreise  immer  reell;  einer  derselljen  verwandelt  sich  in  das  SyetvA 
der  unendlich  eiitrernten  Linie  und  der  Potenzlinie,  wenn  die  Ge- 
rade der  letzteren  parallel  ist  und  ihr  Einschniltspnnkt  p  in  die- 
selbe im  Unendlichen  liegt,  so  dass  der  eine  Berübrung^pookt 
ebenfalls  im  Unendlichen  liegt,  wahrend  der  andere  sich  in  der 
Centrallinie  befindet,  in  welche  der  rechtwinklig  schneidende  Krei» 
übergebt.     Sind  die  Punkte  P,  Q  reell,    so  lallen  die  beiden  Be- 


ätetMen  Durchuknittipunkte  kmUn. 
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rihroDgskreise  in  «ineii  «Mammen,  wenn  die  Lhüe  durch  einen 
tteeer  Ponkte  geht,  in  dem  sich  dann  auch  die  BerOhningsponkte 
vereinigen;  beide  werden  Imaginär,  wenn  die  Linie  die  Strecke 
VQ  schneidet. 

2.  Lehrsatz, .  Wird  eine  Sehne  eines  der  Kreise  von  einem 
andern  berührt,  wie  BL  (Taf.  II.  Fig.  1.)  in  A  oder  auch  in  a,  so 
wird  dieselbe  durch  den  Berührungspunkt  in  Strecken  getheiit, 
welche  sich  verhalten  wie  die  Quadratwurzeln  aus  den  Entfemun- 
geo  HH^,  LL^  der  Endpunkte  der  Sehne  von  der  Potenzlinie: 

AL:AH=z^^L^:^^SJEk, 

Dean  nach  §.  3.  ist 

AH*=z2HH^.MMi, 
AL^z=z2LL^  .MM^, 
oL«  =2X1^  .üfOTi, 

Es  folgt  aus  diesem  Verhalten  unmittelbar,  dass 

AL:AH=aL:aH, 

•der  dass  die  beiden  Berührungspunkte  mit  den  Endpunkten  der 
Sihne  vier  harmonische  Punkte  bilden. 

Die  Bestimmung  der  Berührungspunkte  einer  gegebenen  Sehne 
»t  sehr  leicht,  und  die  folgenden  Betrachtungen  führen  zu  einer 
einfachen  Bestimmung  der  Tangente  Aa  und  des  zweiten  Berüh- 
ningspunktes  a,  wenn  der  erste  A  gegeben  ist.  Dazu  dienen  fol- 
gende Sätze: 

Lehrsatz,  Die  Entfernung  des  Berührungspunktes  von  der 
Potenzlinie  ist  die  mittlere  Proportionale  zwischen  den  Entfernun* 
gen  der  Sehnenendpunkte  von  der  Potenzlinie. 


denn 


AA^^=HH^,LL,, 


pA^  =  pH,pL 


pA:AA^  =  pH:HH^, 
pA :  AA2  =  pL :  LL^, 

Lehrsatt.    Die  Tangente  pA  (oder  pa)  verhält  sich  zur  Ent- 


lie  wie  der  Radin  f| 
,}  zur  Enden 
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fernung  des  Berührungspunktes  von  der  Potenzü 
r,  (oder  r,)  des  berülirlen  Kreises  J/j  (oder  D 
des  Berülinnigspunkts  von  der  Centrallinie:! 

da  die  Dreiecke  ApA^  und  A^OjAi ,  deren  Seiten  auf  einander  s 
recht  stehen,  A\>  auf  AJffi,  vA^  auf  MiAi,  A^A  auf  AiA,  eiou-J 
der  ähnlich  sind.    Ist  AA^^ar,    AAi  =y, 

Leftriati.  Zwischen  den  Berithrnn^spiinkten  A  und  a  b 
man  die  Beziehunj;,  dass  das  Product  ihrer  Entrernungen  von  d 
Centrallinie  AA,.aai  gleich  ist  der  Potenz  eines  der  Fusspunkh 
Ai,  01  dieser  Entfernungen  in  Bezug  auf  irgend  einen,  das  SysM 
rechtwinklig  schneidenden  Kreis;  oder,  wenn  man  einen  der  gi 
mein  schaftlichen  Punkte  des  Systems,  P,  Q,  zu  diesem  Kr(ii| 
wählt,  gleich  dem  Quadrate  der  Entfernung  eines  der  Fusspunlj 
von  einem  dieser  Pnnkte: 


Sind  P,  Q  imaginl 
faenntzen  und  hat 


aa,  .AAf  =tt,P^- 
,  80  kann  man  die  Punkte  P' ,  Q'  des  Systeii 

Mi.AA,=aiP.ai(J'. 


Beweis.  Dass  Hi,  sowie  i'iberhaupt  ein  Punkt  der  Central 
in  Bezug  auf  alle  rechtwinklig  schneidenden  Kreise  dieselbe  Potent 
hat,  folgt  aus  §.  1.  2.  oder  daraus,  dass  für  diese  Kreise  die  Cen- 
trale die  Potenzllnie  ist.  Der  um  den  Mittelpunkt  p  beschriebene 
rechtwinklig  schneidende  Kreis  hat  pA  zum  Radin»',  tiA  zum  Durch- 
messer und  schneidet  aai  in  a  so,  dass  W,  aitA  ein  rechter,  Aa  \\  Afti, 


0,«  =  A,A, 


woraus  nun  die  obige  Behauptung  unmittelbar  folgt,  da  die  PoUdi 
des  Punktes  rt,  in  Bezug  unf  diesen  Kreis  ö,«.a,fl   Ist. 
Ist  BOj^ar, ,   uai— ^t,   so  hat  man 


r  Bestimmung  v 


y,y  =  A,P^ 


Die  Strecke  Op.    «elcbe  di 
schneidet,  ist  zwischen  y  und 
=  OAf ,   also 


^Bleiben  DurchtchniUspunlite  AcÄen. 


Tangente   von   der  Pntenzlinie 
/,   das  arilbrueliscbe  Alitlel,  da 


^-'^ 

3.  LehTtnt:.  Werden  die  Seiten  eine»  Dreiecks,  das  einem 
[reise  des  Systems  eingeschrieben  ist,  von  Kreisen  des  Systems 
lerfihrt,  so  liegen  von  den  sechs  Berührungspunkten  viermal  drei 
p  gerader  Linie,  tvührend  jedesmal  die  drei  (ihrigen  mit  den  Ecken 
les  Dreiecks  aur  Strahlen  eines  Punktes  Hegen. 

Ist  jlfiC  das  Dreieck,  das  man  »lich  leicht  ohne  Figur  vor- 
itellen  kann;  sind  AA^,  BB^,  CC^  die  Entfernungen  der  Ecken 
ron  der  Potenzlinie,  D  der  Berährungspimkt  eines  Kreises  mit  AB, 
E  mit  BV,  F  mit  CA;  y, ,  q^,  i/^  die  Entfernungen  der  Mittel- 
ikte  dieser  drei  Kreise  vom  Mitlelpunkle  des  ABC  uniscbrie- 
beaea,  so  ist  nach  §.  3.: 

AD^  =  2gt--i'i3- 
BIP=2<j,.BBa. 

CE^='lq^.CCi,  — 

CF^=^^.CC^, 

AF^=igj.AA^; 


AD^.BE^.CF^  =  AF'.  CE^.  BD', 

treldieB  die  Bedintsung  dafür  ist,  dass  entweder  D.  E,  F  in  ge- 
lader  Linie  liegen,  oder  dass  CD,  AE,  BF  sich  in  demselben 
Punkte  treffen.  Zugleich  folgt  aus  der  harmonischen  Lage  der 
bdden  für  eine  8eite  möglichen  Berührungspunkte  gegen  die  End- 
punkte der  Seite,  dass  wenn  für  drei  Berührungspunkte  D,E,F 
der  eine  der  beiden  Fälle  stattfindet,  und  man  vertauscht  den  Punkt 
D  z.  B.  mit  dem  anderen  BeriibrnugB punkte  D'  der  Seite  AB,  dann 
lur  D',  E,  F  der  zweite  Fall  eintreten  muss.     Erschüptl  man  durch 
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Fortsetzung   der  Vertaiiachung   alle  mSglichett   Fälle, 
man  zn  dem  aufgestellten  Satze. 


§.  s. 

Beziehung  der  Kreise  des  Systems  aufeinander.'' 


I 


Lehrsatz.    Die  Punkte  einea  dem  System  angebürigen 
ses    haben   die  geraeinsame    Eigenschaft,    dass  ihre  Potenxoif  J 
Beeng  auf  ein  Paar  feste  Kreise  des  Systems  ein  bestimmtes T4 
bültnise  haben,  das  dem  Verhältniss  der  Mittelpunklsentfemui] 
gleich  ist;    und  alle  Punkte,   deren  Potenzen   liir  zwei  Kreise  4 
bestimmtes  Verbältniss  haben,   liegen  auf  demselben  Kreise  I 
durch  jene  bestimmten  Systems. 

Es   ergibt   sich   der  direete  Satz   unmittelbar  aus  §.  3. 
K,Ki,Kj,  die  Kreise,  M.Sti.M^  ihre  Mittelpunkte,  A  ein  Puiül 
des  Kreises  K,  x  seine  Entfernung  von    der   Potenalinie, 
^4'i  =  9i.  ^^i=7a  gesetzt; 

AKi'^:AK^^=gi:gi. 


l-iHl«    , 


ein  VerbSItniss ,  das  von  dem  Punkte  A  unabhängig  und  allein  J 
die   gegenseitige  Lage  der  Mittelpunkte    bestimmt  ist,    undj 
nicht  nur  der  Grosse,   sondern  auch  dem  Zeichen  nach, 
posiliv,    wenn    die   Richtungen  MMi,    MM^    dieselben, 
wenn    sie    entgegengesetzt    sind.     Aus  dieser  vollkommeD« 
Htimmtheit  des  Verhältnisses  ergibt  eich  sogleich  die  Cnll^ 
des  Satzes;    dass  nämlich  alle  Punkte,  deren  Potenzenverb) 
in  Bezug  auf  zwei  hextimmle  Kreise  dasselbe  ist,    auf  dei 
Kreise  des  Systems  liegen  niflssen ;    denn  es  ist  nur  ein  < 
Kreis  des  Systemes  niüglii;h ,  für  den  dies  Verh&ltniss  s 

FOr  zwei  gleiche,  aber  entgegengesetzte  Po  lenzen  verhSfi 
bilden  die  Mittelpunkte  vier  harmonische  Punkte. 

l>a£S  die  Potenzlinie  als  einer  der  Kreise,  der  seinen  l] 
punkt  im  Uoendlichen  bat,  zu  betrachten  ist,  zeigt  sich  hi« 
klar:  das  Potenzenverhältniss  ihrer  Punkte  in  Bezug  auf  | 
ein  Paar  Kreise  ist  =1;  nnd  zwar  ist  die  unendliche  V 
des  Mittelpunktes  der  einzige  Fall,  für  welchen  das  Potenil 
hHltniss  t=:-f  1  werden  kann,  — 1  wird  es,  wenn  der  V 
M  die  Strecke  JtftJK,  halbiit 


OtetMen  Durrbtchnfilapuniae  heten. 

Fallt  4er  Milteljuinkt  M  mit  einem  der  lieideii  AehnlichkeitB- 

mkte   der  Kreise  üfi    und  Jlfj  zueaninien,  so   ist   Uas  PotenzeD- 

erhäitniss    dem  TerhHItnias  der  Radien  rjirj  gleich,    und  zwar 

(r,:r2)  für  den  äusseren,    — (r,;ra)   fiir   den    inneren   Aehnlich- 

tilspankt. 

Geht  aber  der  Kreis   um  M  durch   einen  der  Aebnlichbeits- 

Knkte,  so  ist  das  Pntenzcnverhitllniss  gleich  dem  Verbültnisse 
1  Quadrate  der  Rudien,  da  die  vom  Aehnlichkeitspunkte  aus- 
lohenden Tangenten  »ich  nie  die  Radien  verhnlten.  Da  dies  eo 
fot  rOr  den  einen,  nio  Tür  den  andern  Aehnlichbeitspunkt  der  Fall 
tat,  so  folgt,  dass  t>eide  auf  demselben  Kreise  des  Systeraee  lie- 
der  also  seinen  Mittelpunkt  in  der  Mitte  zirischen  ihnen  hat 
Biod  ABl  »»<)  AB^  Tangenten  von  A  an  ff,  und  H^,  und  ist, 
■tfM  man  sich  leicht  ohne  Fi^ur  vorstellen  kann, 

ABl  '■  4^=A •T'i  •■tr 

==BiM,:BiaJt. 

•0  rouss,    da  W.  ABiia^-ÄB^M^  rechte  sind, 


Dr.  ^ß,  (tf, <!VJ  Dr.  AB,m, 


und  die  halben,  also  a 
der  Kreise  gehenden  ' 


icb  die  ganzen  Winkel,  welche  die 
anlernten  bilden,  sind  glcicl 


W.  MyABt  =  m.^ABi. 


d.  h.  die  von  den  Punkten  des  Kreifiew,  der  die  Strecke  zwischen 
den  Aebnlichkeitspunkten  zum  Durchmesser  hat,  an  den  Kreis  ff^ 
Hebenden  Tangenten  bilden  mit  einander  denselben  Winkel  wie 
die  nn  den  Kreis  A'a  gebenden,  oder  der  erste  Kreis  i^t  der  Ort 
der  Punkte,  ton  welchen  aus  die  beiden  andern  Kreise  uuter 
gleichen  Winkeln  gesehen  werden. 


Zwei  <jle 


eiche  denselben  nerührungskreis  haben. 


1.  Lehrsatz.  Schneidet  «ine  Gerade  eines  der  drei  zuge- 
ordneten Seitenpaare  eines  Kreiuvierecks  unter  gleichen  Winkeln, 
W  schneidet  sie  auch  die  beiden  anderen  Paare  unter  gleichen 
Winkeln,  und  es  haben  die  drei  Strecken,  welche  zwischen  einer 
Ecke  and  der  Schneidenden  liefen,  für  alle  vier  Ecken  dasselbe 
Verbältniss. 

Es  ^erde  (Tal.  II.  Fig.  4.)  das  Seitenpaar  AB,  CD,  welche 
Seiten  eich  in  E  kreuzen,  in  a  und  c  geschnitten,  so  dass     '   "-- 


L 


W.  Eat  =  V/.  Eta. 

Die  Winkel  Cef  und  Gfr,  unter  tfelcfacn  die  zugeordoetetl  § 
BD  und  CA  geschnitten  werden,  bestimmen  sich  mittelst 
gleichen  Peripberieivinkel  BAC  und  BDC,   so  daea 


W.  Gef=W.  Bec- 


W.  BAC, 
W.  ßOC, 


Bind  ats»  einander  gleich.  In  ähnlicher  Weise  ist 
W.  i'ei'  =  W.  ßflö  — W.  BAD, 
W.  /'bB=W.   Ccfl— W.  />CF, 

also  auch  W.  Ftb  =  W.  FÖO,  womit  erwiesen  ist,  dass  auci; 
anderen  Seitenpaare  unter  gleichen  Winkeln  geschnitten  wet 
Die  Gleichheit  der  Verhältnisse  der  abgeschnittenen  Stücke 
aus  der  Beschaffenheit  der  Dreiecke,  deren  Seiten  sie  sind,  we 
Dreiecke  entweder  in  sivei  Winkeln  übereinstimmen  oder  in  eil 
dann  aber  ein  Paar  andere  Winkel  haben,  die  sich  zu  zwei  i 
ten  ergänzen.  In  beiden  Fällen  haben  die  den  betreffenden  ^ 
kein  gegenüberliegenden  Seiten  gleiches  Verbältniss.  In  den  I 
ecken  Aat,  Baf,  Cct,  Bcf  ist 


W.  Jac  =  180»-B«f 

=  ]80*>— Cte 

=  Btf, 

.... 

W.  Ats  =  Bf' 

=  C« 

=  Ofc, 

folglich 

As:At  =  Bt:Bt 
=  D::D{ 

[n  den 

Dreiecken 

Aäi,  Bub,  Cd,  ort)  ist 
W.  Aüi^mf—BOi 

=  Ct6 

=  180»-O«, 
W.  ^»«=»« 

=cee 

folglich 


(hettUm  BvrchKhttfttspmtkte  haien. 

=  Cc:Cb 
=  De-.Di 
i,  ZDBammengeBDgen : 

Aa:At:Ati=:Bä:B(:Bb_ 
:=Cc:Cc:Cb 
=  Dc:Df:Di. 

Ua  die  Linien,  welche  ein  Kreisviereck  in  ()er  verlaiiglen  Art 
Meiden,  den  Halbirnngslinien  der  Winkel  bei  £,  G,  F  parallel 
m  müssen,  so  folgt,  dass  es  lur  jede«  Viereck  zwei  Richtungen 
it,  welche  Hie  Schneidende  haben  kann,  während  zugleich  eich 
;ibt>   daes  die  Halbiruiiiisliiiien  der  durch  die  Paare  ziigeordne« 

Seiten  eines  Kreisvrerecks  gebildeten  Winkel  einander  paral- 

siiid. 

Wenn  zwei  benachbarte  Punkte,  z.  B.  C  und  />,  tlua  Vierecks 
einen  zusamuienfallen,  so  lallen  auch  ^Dund^C,  Sound  BC 

en  und  CD  geht  in  eine  Tangente  des  Kreisea  über.  Die 
lakelbeziehuniien  des  Vierecks  aber  erhalten  sich  und  der  Satz 
^ält  seine  Galtigkeit:  es  gibt  noth  znei  Riihtungeti,  in  welchen 
rei  Seiten  des  Dreiecks  snwohl,  a\s  die  dritte  Seite  und  die  Tan- 

I  dem  gegenCiberliegeNden  Punkte  unter  gleichen  Winkeln 
id  so  geschnitten  iverden,  da»:^  von  den  Dreiecksecken  propor- 
luirte   Stücke  ausgehen.     Denkt  man  sich    CD  als  Tangente  in 

fallt  Ai  mit  Ac,  Bf  mit  Bb  zusammen  und  Cc  und  Cb 
■d  einander  gleich. 

3.     Die  Amvendung  auf  Kreise  ist  einfach.     Durch  a  und  c  ist 

Kreis  bestimmt,   der  AB  und  CD  in  diesen  Punkten  berührt. 

lenso  sind  r  niid  f  die  Berührungspunkte   eines  Kreises   für  die 

lien  AC  und  BD.    b  und  &  die    Berührungspunkte    eines  Krei- 

fär  die  Linien  AD  und  BC.     Für  diese  Kreise  sind  Aa^  At^, 

die  Potenzen    des  Punktes  A:  ßifl,  £f,  Bb^  die  Potenzen 

Punktes  B  und  so  fort.    Da  nun  die  Verhältnisse  dieser  Po- 

en    einander    gleich    Mud,    so    folgt    aus  $.  5.,    dass   alle    vier 

ikte  A,  B,  C,  D  einem  Kreise  angehören  müssen,  der  durch 

Dnrchschnittspunkte  des  ersten  und  zweiten  sowohl,  wie  des 

iiten  und  dritten,  und  des  ersten  und  dritten  jener  drei  Kreise 

and  da  ein  Kreis  mit  einem  anderen  nur  zwei  Punkte  gemeiiL 

^en    kann,    so  folgt,    dass    die  Durchschnittspunkte  des   durch 

jl  B,  C,  D  gehenden  Kreises  mit  dem  einen  jener    drei  Kreise 

ich  die  mit  den  andergn  sein  müssen,  oder  dass  alle  vier  Kreise 


L 
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demselben  Systeme  angehören.     Ads  diesen  Uetracbtungen  ergi 
ben  sich  unmittelliar  die  folgenden  Sätze: 

1)  Wenn  ein  Paar  zugeordnete  Seiten  eines  Kreis  Vierecks  v 
einer  Geraden  unter  gleichen  Winkeln  geschnitten  werden 
die  Uurchschnittspunkte  der  Seilenpaure  die  Berdhrungspiinkle  A 
Seilen  mit  Kreisen,    welche  mit  dem   gegebenen  Kreise   : 
selben  Systeme  gehuren. 

Wenn  twe'i  Seiten  eines  Dreiecks  von  einer  Geraden  udIi 
gleichen  Winkeln  geschnitten  werden,  so  wird  auch  die  dritt 
Seite  oder  die  Grundlinie  mit  der  iu  der  Spitze  an  den  umgchrie' 
beuen  Kreis  gelegten  Tangente  unter  gleichen  Winkeln  gesclmit 
len,  und  die  Durcbschniltspunkte  sind  die  Berülirungspuokte  »' 
Kreisen,    welche    mit    dem    umschriebenen  Kreise  zu   demsetlM 


2)  Legt  man  in  den  Durchschnittsp unkten  zweier  Kreisel 
einer  Geraden  Tangenten  an  dieselben,  so  liegen  die  vier  DoT 
schnitlspunktc  je  zweier,  die  nicht  demselben  Kreise  augebOn 
auf  einem  Kreise  des  durch  die  gegebenen  Kreise  bestimmb 
Systems.  Das  dritte  Seitenpaar  dt:s  entstandenen  Vierecks  v' 
ebenfalls  von  einem  Kreise  des  Systems  berührt  und  die  BeilUl 
rungspunkte  liegen  auf  der  schneidenilen  Geraden. 

Geht  eine  der  Tangenten  des  einen  Kreises  durch  den  1 
punkt  der  Tangenten  des  andern ,  so  geht  das  Viereck  in  ciß  ''-—,^^ 
eck  (iber  und   die    in  Rede    stehende   Tangente   berührt  zag^flu 
den  dem  Dreieck  umschriebenen  Kreis  in  der  Dreiecksecice. 
welche  sie  geht. 

3)  Hat  man  drei  Kreise  A,  JT, ,  K^   eines  Systems  und 
von  einem  Punkte   des   Kreises  fC  au   /f,  und  K^   eine  ~ 
so  musa  es  auf  dem  Kreise  K  noch  einen  Punkt  geben,  von  i 
chem  an  K^  eine  Tangente  geht,  die  die  an  K^  gelegte,  und  i 
an  Kj,  die   die  an    A'j  gelegte  auf  dem  Kreise  A' schneidet. 
Berührungspunkte  findet  man  mittelst  der  Verbindungslinie  di» 
rührungspunkte  der  erstgclegten  Tangenten. 

4)  Haben  zwei  Sehnen  eines  Kreises  K  eines  Systems  «i 
gemeinschaßlJcben  Ben'ihrungskreis  und  man  vollendet  das  Viti 
eck,  von  dem  sie  gegenüberstehende  Seiten  sind,  so  haben  a 
die  anderen  Seitenpaare  gemeinschaltliche  BerShrungsk reise,  dstei 
Berührungspunkte  auf  der  Verbindungslinie  der  Beruh rung&pnnk 
der  gegebenen  Sehnen  liegen.  Haben  die  Sehnen  einen  gemeilt 
schaftlicheu  Endpunkt,  so  tritt  die  Tangente  in  diesem  an  i 
Stelle  der  einen  Vierecksseite  und  hat  mit  der  VetbindungsUi 


dieselben  DurcAichniaMpunkte  kaben. 

der  andern    EDd|)UDkle   der  äebneu   «inen  genieinschartlichen   Be- 
ruh rungsk  reis. 

AnmcrkuDg.     Die  analytische  Geometrie  beweist  den  in  die- 
sem Paragraphen   filr  Kreide  ahgeieiteten  Satz  auf  sehr  elegante 
I  Weise  ftir  Kegelschnitte  üherhaupt.     Es  seien  unter  P,  Q,  R.  S,  T 
^^eiade  Linien,  unter  den  Sip-nibolen />^ü.  ^  =  0.  r=:0,  ii=0,  t=0 
rÜire  Gleichungen   in  Bezui;  auf  irgend  ein   System  von   Parallet- 
eoordinaten    ferstanden,   und  es  miigen  a,  ß  iri!end  nelchc  Con- 
stanfe  hedeutea.    Dann  sind 

;,,.«=  C. 

(He  Gleichuntren  ton  Kegelschnitten,  deren  erster  die  Linien  P,  Q 
in  ihren  Durch  seh  nittspunliten  mit  der  (ieraden  T,  deren  zweiter 
die  Linien  R,  S  in  ihren  Durchs chtji lt. «punkten  mit  derselben  Ge- 
raden T  berGhrt.  Durch  Subtraction  der  beiden  Gleichungen  er 
Ttllt  man  die  Gleichung  eines  neuen  Kegelschnitts,  der  durch  die 
larcbschnitt^punkle  der  beiden  ersten  geht.     Diese  Gleichung  ist 


pif.a  —  Ti.ß=:0, 

Vetche  durcb  p  =  0  und  r=r^O:  p= 

0  und  j^O  erfulll  Ist,    also  eii 

1  sich  die  nicht  demselben  de 
tngebürigen  Tangenten  P  und  R, 
ichneiden. 


und  j  =  0;  9=0  und  i-=0; 
1  Kegpischoilt  bedeutet,  auf 
ersten  beiden  Kegelschnitte 
und  S.  Q  und  R,  Q  und  S 


§.  7. 


Die  Berühri 


gegebenen  Kr< 


.  Leknaii.  Wenn  ein  Kreisviereck  AßCD  (Taf.II.  Flg.4.) 
gefteben  ist  «nd  eine  Gerade  fltfiöli,  irelche  die  zugeordneten  Sei- 
unter gleichen  Winkeln  schneidet,  bewegt  sich  parallel  mit 
Btch  selbst,  so  bewegt  sich  die  PotonKÜnie  der  Kreise,  tvelcbe 
Üe  SeitenpBiire  des  Vierecks  in  den  Durcbscbnlttspunkten  mit  der 
Geraden  berühren,    als  Tangente  einer  Parabel, 

Die  Tangenten  einer  Parabel  haben  die  Eigenschaft,  dass 
wgiDd  awei  derselben  von  den  übrigen  proportionirt  geschnitten 
«arden.  Zu  den  Berfihruiigskreiscn  der  Linien  AE  und  DE  ge- 
kürt auch  der  Punkt  £.  Die  Potenzlinie  desselben  in  Bezug  auf 
den  duu  Viereck  umscbriebenen  Kreis  mit  dem  Mittelpunkte  JU, 
die  man  sich  leicht  ohne  Zeichnung  vorstellen  kann,   ist  der  Po- 


k^i 
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tare  FG  dieses  Punktes  parallel,  in  der  halben  Entrernun) 
oder  sie  ist  die  Ualbirungslinie  der  Seilen  GE,  EF 
EGF;  sie  möge  durch  p  beiteiehnet  werden.     Eh  sei  ferner  Ji 
eine  Senkrechte  vom    IVlittelpunkte  ßf  auf  die  Halfiirungslinie  ij 
Winkels  AED  und  a' ,  c'  die  ßerübrungspunkte  des  Kreises,  c 
zum  Mittelfiunkte  hat.     Die  in  der  Figur  nicht  gezeichnete  Pot^i 
linie  dieses  Kreises  mit  dem  Kreise  um  Jil  sei  durc 

net.     Die    Pntenzlinien,    welche  die    Kreise   um  £,  £, ,    ^et 

Berührungspunkte  a  und  ;,  Oi  und  c,,....  seien,    mit  dem  I 
um  JU  erzeugen,    mögen  p  in    den    l'unkten  p,  Vii--->  und  p*  ^ 
den  Punkten  p',  p^',  Pi'i----  schneiden.     Da  nun  die  Polen £)ini*| 
dreier  Kreise    denselben  Durchschnittspunkt  haben, 
PotenKÜnie  des  Punktes  E  mit  dem  Kreise  um  {  durch  p,  mit  d 
Kreise  um  t|  durch  Vu----  gehen.     Diese   Potenztinien  i 
ander  {jarallel,    nämlich    senkrecht  auf  der  Centrallinie   Ecst-  — 
und  halbiren    die  von  £  an   die  Kriiise    gehenden   Tangenten  i 
und  Ec,   Eüi  und  £c, ,    und  sn  fort.      Das  zwischen    den  betdfl    [i 
ersten  derselben  liegende  Stück  der  Linie  Ea  ist  gleich 


.^£äi— 5JSfl  =  li 


Da  durch  ein  System  von  I 
tionirt  geschnitten  werden. 


rallelen   irgend  i 
)  verhält  sich; 


i  (lerade  propor    H 


Durch  die  Punkte  p',  p^',  p^' der  Linie  p'  müssen  die  Po 

tenzitnien  des  Kreises  um  i' ,  der  an  die  Stelle  des  Punktes  I 
tritt,  mit  den  Kreisen  um  t,  t,, —  gehen.  Diese  Potenzliniet 
sind  ebenfalls  einander  parallel  und  halbiren  die  Strecken  0*4 
n'fli, — ,  so  dass  das  zwischen  den  beiden  ersten  enthaltene  StBef 
der  Ea  gleich  ist 


und  «ich  verhält 


ia'a, — ia'fl  =  lßs, 


p'Pi:V'Vi=aaj:aa^, 


P'Vi'-.p'P»'-- 


■■PPi-PVi> 


so  dass  für  die  Potenzlinien  p,  p'  und  die  Putenzlinien  der  SMf 
gen  Berfihrungskreise  der  Linien  AB,  CD,  mit  dem  Kreise  n 
M,  die  oben  liir  die  Tangenten  einer  Parabel  aufgestellte  Bedil- 
gung  erfüllt  ist. 


b^ 


IUI 


Dnrthaehnftttpwnkle  Haben, 
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Ztt  diesen  Tangenlen  gehören,  no  gut  nie  di«  HalbirDn^slinie 
|fr  Dreieckseeilen  GE,  EF,  auch  <li«  Hnlbirungsliuieti  der  Seiten 
G,  FE  und  GE,  GF.  Wenn  al^o  die  drei  Punkte  E,  F.  G 
|lgeben  sind,  eo  stehen  l'ür  die  Parabel  drei,  oder  nenn  man  die 
iDtfernte  (ierade,  »eiche  l'dr  jede  Parabel  Tangente  ist, 
|zäblt,  vier  Tangenten  fest.  Üie  drei  Punkte  E,  F,  G 
I  den  Kreis,  in  tvelchem  das  Viereck  lie^t.  Denn  da 
me  des  Dreiecks  EFG  Polare  der  gegcauberliegeoden 
ibe  ist  und  diu  Verbindungslinie  des  Pols  mit  dem  Mittelpunkte 
if  der  Polare  senkrecht  steht,  sn  ist  M  der  gemeinschaftliche 
trclischiiitt  der  Hühenperpendikel  des  Dreiecks.  Da  die  Polaren 
!  Berührungssehnen  der  Pale  sind,  so  findet  man  die  Durcb- 
fanittspunkte  der  Seilen  GE,  FG,  FE  mit  dem  Kreise  M  dnrch 
,  ivelche  MF,  JUE,  MG  zu  Durchmessern  haben.  Ist  der 
I  consttuirt,  so  kann  man  eine  Seite  des  Vierecks  beliebig 
rcfa  den  zugehörigen  Punkt  legen,  z.  B.  AB  durch  E,  und  das 
ereck  vollendet  sich  in  der  erforderlichen  Weise,  da  E,  F,  G 
geordnete  Pate  in  Bezug  auf  den  coiistruirlen  Kreis  sind.  E^ 
I  alcjD  ausser  den  Punkten  E,  F,  G  noch  eine  Bedingung  oder 
■Stimmung  2ur  Vollendung  der  Figur  notliwendig.  Wählt  man 
zu  die  Richtung  einer  der.Halbirun^'slinien  der  bei  E,  i^  odet 
entstehenden  Winkel  AED  u.  s.  f.,  sn  niiissen  EA  und  ED  ao 
;en  werden,  dass  sie  zirgleich  mit  EG,  EF  \a\A  mit  Et  und 
I  £  auf  ihr  senkrecht  stehenden  (ieraden  harmonisch  sind: 
De  Construction,  deren  Ausführung  keine  Schirierigkeit  hat. 

£iDe  Pntenzlinie  oder  eine  Tangente  der  in  Rede  stehenden 
krabeli  wird  nur  dann  senkrecht  auf  Es  oder  parallel  mit  Mi', 
>nn  der  sie  erzeugende  Kreis  seinen  Mittelpunkt  e  im  Unendli- 
«n  hat,  da  nur  fSr  diesen  Fall  .die  Verbindungslinie  der  Mittel- 
tnkte  J/f  als  parallel  mit  £c  zu  betrachten  ist.  Dann  aber  liegt 
e  Potenzlinie  oder  Tangeute  der  Parabel  selbst  in  unendlicher 
ntfemung,  was  nur  für  die  der  Axe  parallelen  Tangenten  der  Fall 
t,  und  es  folgt,  dass  Uli'  der  Axe  der  Parabel  parallel  ist.  Auf 
leser  Axe  müssen  sich  solche  Tangenten  schneiden,  welche  mit 
erselben  oder  mit  der  ihr  parallelen  Mi'  gleiche  Winkel  bilden, 
lolche  Tani;enten  oder  Potenzlinien,  die  mit  Mh'  gleiche 
Kinkel  bilden,  sind,  da  sie  auf  den  Verbindungslinien  der  Mittel- 
Dnkte  ihrer  erzeugenden  Kreise  mit  M  senkrecht  stehen,  nur 
lügiich,  wenn  diese  Verbindungslinien  selbst  mit  Me'  gleiche 
Kinkel  bilden  oder  wenn  die  auf  Ei'  liegenden  Mittelpunkte  in 
leicfaer  Entfernung  von  c'  sich  hednden.  Der  Durchschnitt  der 
rcb  zwei  solche  Kreise  mit  dem  Kreise  uro  M  erzeugten  Po- 
uzlinien  ist  ein  Punkt  der  Axe.  Uurch  denselben  geht  auch  die 
Otenzlinie  der  beiden  Kreise  selbst;  diese  hatbirt  die  Strecken 
XSUI.  II 
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swlschen  den  Beruh rungspuiikleu  iler  Kreise  mit  AE  undoj 
Ist  daher  keine  andere  als  die  Linie  aW,  die  Verbin  du  Dgslin 
Berührungspunkte  n',  c'  des  Kroises  um  s' ,  wie  auch  die  beidai 
Kreise  liegen  mügeri;  und  da  nun  Qusscrdem  n'c' die  Richtung  di 
Axe  der  Parabel  bat,  so  ist  isio  diese  Ase  selbst. 

2.    Ich  will  jetzt  die  metrischen  Relationen  der  Taf.  [I.  Fig. 
aus  den  zu  Grunde  gelegten  Stücken  des  Dreiecks  EFG  entwickd 
tbeils  um  der  Sache  selbst  »illen,  theils  tveil  sich  daraus  ein 
weis  des  im  Eingange  erwähnteii  Satzes   ergeben  wird.    Zur  -«u 
Zeichnung  der  Winkel  Iieiwse  die  Linie  ME,  i,    die  MG,  h,  i     ^ 
MF,  k;    die  Gerade  ßfeyip,    welche  die  Mittelpunkte  e,  j-,  91  d 
die  Seitenpaare  des  Vierecks  berührenden,    zu  derselben  Puteo 
linie  gehörenden  Kreise  enthält,  heisse  in;    die  durch 
nüt  Es,  Gy,  Fg>  gezogene  heisse  ».    Dann  tat  bekanntlich 


W.  ih=GFE. 
W.  hk=zGEF, 
W.     iÄ=lSO"-FGi:. 


Iben  Puteo      * 
>  M  paralli 

-.1 


E^ sei  ferner  GE=f,  EF=^g,  GF=e,  und  der  Radius  des  < 
Dreieck  EGF  uniscbriebeneu  Kreises  =q;  dann  ist 

^rr7Äi^^ÄÄ-  =  ^ii:i;^^P-  ' 

Sind  H,  J,  K  die  Kusspunkte  der  von  G,  E,  F  auf  die  6< 
genseiten    gefällten    Perpendikel,    so   ist    GK=GF.co%ki.    al; 

caski 
GlB=e--^^=iQ.cos/ci,  und  für  die  Entfernungen  des  Miftrf 

pnnkts  Ton  den  andern  Dreiecksecken  ergeben  sich  ähnliche  i 
drfickfli 


GM=  29 .  cos  ki, 

FM  =  2e 
EJa  =  '2g 


Der  Radius  r  des  Kreises  um  31  ist  nach  der  Constmction 
Nr.  I.  dieses  Paryijraphen  die  mittfere  Proportionale  zwisclien  Jl 
nnd  MK,  oder  IHG  und  JtJH,  oder  MJ  und  AfE,  also  da  Jl 
=JÜG. coshUi 

r^  =  ig^.  cos /ci.  coBki.coshk (^ 

Ffir  die  Winkel,  unter  denen  sich  die  zugeordneten  VierecksseM 
ten  schneiden,  hat  man,  da  EA,  EG,  ED,  EF  harmonisch  bidI 

änAEGisrnDEG  ==6mAEF:s\üDEF 
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r 

i%\{AEG-\-DEG)'A^i{AEG'^DEG) 
'    =  tgi  {AEF  +  DEF) :  tg  J(^JSF—  DEF) , 

r 

tgAEe'^=tgGEB.tgFEe, 

da,  unter  m  u.  s.  w.  die  spitzeu  Winkel  verstanden »  GEs  mit 
J^JE^  mit  ftA  einen  Rechten  ausmacht,  so  ist,  die  Winkel  bei 
F,  G  mit  "IE,  2F,  SG  bezeichnet: 

tg  £*  =  tg  ilE«*  =  tg  />£€* = cotg  nk .  cotg  hä, 

tgC«  =  tg^<6'ya=:tgZ>6?y«=cotgm.cotgiiÄ,    ^   .   (3) 

tgF«  =  tg.i<F9a=  tg  ^^9«= cotg  m.  cotg  nA. 

dem  Dreiecke  ÄGE  findet  man: 

Sin  £^  Cr 

—  r*«*         sini46rÄL 
""^^sinMGAT-iiJSÄ) 

_     sin  (6?  + 900— w;^) 
""^-       sin(6f— £) 

dem  Dreiecke  eiHE: 


=  2^. 


sin  MzE 

cos  A'A .  sin  mt 
sinmn 


er 


£Ja  =  ££.cos£ 

cos  hh ,  sin  mi .  cos  E 


=  2p. 


sinmn 


^  sin(6r  +  90o — w^)  cos^A.sinmz.cos£J 

'         Sin  (Cr  — iE)  ''  sinm?2 

ser  Ausdruck  lässt  nicht  sogleich  erkennen,  dass 

Aa, sin  Aa^=:Ae. Bin  At^=:A^. sin  A^a 
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^a.cos£J  =  ^e.cos6r  =  ^t).cosF9 

wie  es  durch  den  blossen  Anblick  der  Figur  als  nothwendig 
zeigt.  Aus  den  Gleichungen  bei  (3)  aber  findet  man  durch 
zuaddirung  von  1  und  weitere  Verwandlung: 

.    -,     A 1  cos  7ik  cos  nh 
1        cos  kh 


'=\r?!i 


^     .,  sinnArsinnA 

cos£J=V   TT — 

cosA:A 


,    ^     ^r cos  ni  cos  nk 

sin€r=:%  — T j-, — 

T         cos  kl 


\l 


^     -,  s\nnia\iink 

cosGr=V  r- — 

cosA:t 


folglich 


sin  (6r+90O— iiA)  =  cos  (G  -  nk) 


=V" 


SlUTl^COSItÄ;    ,./•-; ; T   ,    .f^, 1 

— — 7t .(V  sinwicosnÄ+VsiniiÄCOS 

costA;        ^ 


Vsx^TtkcosTtk  f   •         ■■    , 
-, TT  (V  sin wAcosni —  V  sinnicoswA) 
costA;cosM^ 


cos(G — nk) ^ —  VsinmcosyiA:+ VsinwAcoswi, 

ßin(G-— JE)  V^sin7tAcos72i  — VsinntcosnA 

und  wenn  man  Zahler  und  Nenner  mit  VsinwÄcosm  +  Vsinmcc 

multiplicirt  und  bedenkt,    dass    dann    der  Nenner   sich   in  e 

f 

yerwandelt.  und  dass    /  ,  .=  2o; 
*  sinAt        ^ 
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Id  ähDlicher  Weise  Gnilet  i 


J5fl.cos£  =  ß/*.cosG=ß6.c 


=  2QBinnfc.i 


Dc.c 


=  /)/-.cosG=OB.cosF 
=S(isin»iA.sinn/i.siiini(— tg£  — tgG  +  tgF — cotmn},       | 
Cc.coaE=Ce.casG=Cb.cosF 
=2p8innA.siDwA.siDM!(tg£— tgG  +  tgf +cotmn). 
Diese  vier  Formein  sind  in  eine  ] 

2painnA.sinwA.sinni(tg£+tgF+lgG+cot7nw) 

Busammenzu fassen,  wenn  man  die  Winkel  in  der  Riclituiig  von  Ml 
nach  JllE.  MG.  MF,  Hh  liin  und  die  Winlici  F.  E,  G  in  dersei 
ben  Riclitung,  von  F<p,  Gy,  Ee  aus,  reclinet,  und  eine  Strecke  "A 
Ba  als  negallv  belrachtet. 

Für  die  in  den  früiieren 
neten  Mittelpunktaenlfernungi 

fMEe_„ 
'■  sin  JUsE — ^■ 


Paragraphen  mit  qi,  1/3,  ^3  bczeit 
;n  ßle,  Uly,  Mcp  findet  man: 


Mt^ME. 


itf£.cos£==2e. 
Ißy.coa  G*=yp.  ■ 

Jtfgj.cos*'«^2t. 


sinnA.sinnA-.sinTi: 


und  da.    tvenn  x  die  Entfernung  des  Punktes  A  von  der  Potei 
liaie  bedeutet,  AiC'^'ix.Sh,  so  ist 

ir=p.6in»iA.sin7(Ä.sinn(.sinniM(tg£+(gF-H!;G— cotmn). 

Ffir  die  Radien  Ti  =  ta,  ri=yt,   r^^^if^  ergibt  sieb: 

-'  cosAA.siiiwi     , 

.5  r.=2ü. ■■ — ^.sinfi» 

|5  ±  w  eil)  mil 


die$Mm  DureAickniU^punkie  JMen. 
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Bestimmt  man  zwischen  A  und  D  einen  Punkt  V,  welcher 
der  5  zugeordnete  harmonische  Punkt  ist  zu  A  und  />,  und  con- 
struirt  den  zum  System  gehörenden  Kreis«  der  AD  in  ^'  berührt, 
dessen  Mittelpunkt  der  Durchschnittspunkt  des  in  ^'  auf  AD  er« 
richteten  Perpendikels  mit  Ms  ist«  so  bildet  dieser  mit  den  Erei* 
■en  um  £  und  y  drei  solche  Kreise  für  das  Dreieck  ABD,  wie 
sie  der  im  Eingange  angeführte  Satz  yertangt.    Es  ist  dann 


A^':D^'-=zA^:Üt, 


JÖ'= 


AD.  Ab 
Ab+m 

Ab—Db 


=:Ab. 


Ab  +  Db 


„     ...     ,    ,     ,tg£:-ftgF+tg6?-cotmii    2tgiS-f2tgG 
=  2^.sinni.sm«A.sinnA ^^^ 2tgF-2cot7;5i- 

Zwischen  den  Grossen  Aa,  Ae,  Ab'  findet  aber  eine  nur  von  den 
Radien  nnd  Mittelpunktsentfernungen  abhängige  Beziehung  statt; 
nSoiIicb  ea  ist 


Ab'  Ab'       ( 


At^^M 

Aa     Ae 


) 


denn 


Ab'     c^    coskh.smmi    .    ^  cos£     teE  +  tsG 
ri.-j;7=2^, : .sin£.  ^ 


'Aa 


smmn 


cosF'tgF —  cotmit ' 


Ab'     ^     cos  ki .  sin  mh    ,    ^  cos  G     tg  E + tg  G 

r«.-3rT-  =  Jp. : «Sin  Cjr. £»  •  r — jä ^T t 

^  At        ^         smmn  cos-r     \%F — cot  mit 


dieattben  ßurcAacAnttapunile  Maim. 

Nennt  man   <p'   den  Mittelpunkt   des  Kreises,    der  AD  in  C 
htrSbti,  und  ttetst  1^^'=^',  eo  ixt 


Aa=\2gix, 
iVan  bat  demnach 


"27aa^,    Ai'  =  V^a^'x. 


eine  von  der  hesnndeni  Lage  des  Punktes  A   unabhängige 
Relation  zwischen  den  Constanteii  der  UeruhrungältrerHe  des  Drei- 
womit  erwiesen  ist,  dasa  der  dritte  derselbe  bleibt,  solange 
die  beiden  ersten  dieselben  lihiheri. 


^rührungskn 


§.8. 
Mnes  gegebenen  Dreiecks. 


1.  Werden  die  Seilen  eines  Dreiecks  von  Kreisen  berührt, 
Rtlche  mit  dein  umschriebenen  Kreise  zu  demselben  Systeme 
gehüren,  so  ist  lÜe  Lage  der  Berührungspunkte  durch  §.4.3.  be- 
■timmt:  die  sechs  Berührungspunkte  liegen  je  drei  auf  einer  ?on 
Tier  geraden  Linien.  Durch  eine  dieser  Linien  sind  nicht  allein 
die  drei  anderen,  sondern  ist  auch  da»  System  der  zugehDrigea 
Kreise  unzweideutig  bestimmt  Ist  z.  B.  die  Linie  di&'c  für  das 
Dreieck  ABC  (Taf.  111.  Fi^.  5.)  gegeben,  so  gibt  es  von  B  aua 
Bur  eine  Linie,  die  mit  AC  in  Bezug  auf  ab'c  antiparallel  ist,  und 
durch  diese  Linie  ist  das  Viereck  des  vorigen  Paragraphen,  und 
das  System  der  Kreise  besliramt. 
^s  seien  a,  a'  die  Berührungspunkte  auf  BC;  b,  Ü'  auf  AC^ 
t,  t'  auf  ABi  es  sei  ferner  C  ein  beliebiger  Punkt  auf  ab  und 
e»  seien  die  Verbindungslinien  dieses  Punktes  mit  den  Ecken  des 
Dreiecks,  AG  von  ab'c,  der  andern  von  a  ausgehenden  Linie  der 
Berühmngspunkte,  BG  von  ba'.  CG  von  c'a',  in  den  Punkten 
i,  J,  H  geschnitten.  Da  nun  t,  A,  c',  B  harmonische  Punkte 
iund,  also  nc.  rA,  ac',  aB  harmonische  Strahlen,  so  sind  auch 
K,A,  G  und  der  Durcht^chnÜlspunkt  D  von  i^Cmit^G  harmo- 
nische Punkte,  und  es  folgt,  dass  A'ein  fester  Punkt  ist,  solange 
e  derselbe  bleibt.  Dasselbe  gilt  für  die  Punkte  N  und  J,  und 
es  folgt  daher,  dass,  wenn  eine  der  Geraden,  auf  denen  die  Be- 

irübnings punkte  Hegen,  sich  um  einen  festen  Punkt  dreht,  diesea 
auch  für  die  drei  andern  der  Fall  ist.  Gebt  man  vom  Punkte  G 
aas,  so  sind  £,  G,  B,  J  so  gut  wie  A,  G,  D,  K  harmonisch. 
Woraus  folgt,  dass  J  und  fC  mit  C  auf  gerader  Linie  liegen ;  durch 


h 
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Fortsetzung  dieser  Betrachtung  Giidet  man,  daes  dis  drei  Paar 
Geraden,  vrelcbe  die  vier  Punkte  enthalten,  sich  in  den  Eckea 
des  Dreiecks  kreuzen  und  mit  den  Dreiecksseiten  b 
Strahlen  bilden.  Die  Punkte,  in  denen  sich  die  Verbindungelinleu 
der  Berührungspunkte  mit  den  Dreiecksecken  schneidei 
gemeinschaßliche  Durchschnittspunkt  der  Linien  Aa,  Bb',  Cc",  Le- 
liegen  sich  auf  Kegelschnitten,  welche  durch  die  ürelecksecken 
gehen,  was  sehr  einfach  aus  der  projeeti vischen  Beziehung  det 
Punkte  a,  i',  c'  folgt,  in  denen  die  Dreiecksseiten  von  den  Strali- 
ien  der  Punkte  K,  G,  H  geschnitten  werden.  Zugleich  folgt,  Ann 
GK,  KU.  HG  Tangenten  dieses  Kegelschnitts  in  den  Punkten 
A,  B,  C  sind;  denn  z.  B.  dem  Punkte  O  auf  BC  entspricht  itt 
Punkt  A  auf  AC  und  daher  dem  Strahle  AD  für  den  Punkt  J, 
der  Strahl  BA  für  den  Punkt  ß.  Der  Durchschnittspur 
Aa',  Bi,  Cc'  bewegt  sich  auf  einem  zweiten  Kegelschnitte  dnrckj 
A,  B.  C,  für  den  HG,  GJ,  JH,  der  von  Aa,  Bb,  Cc  auf  ei 
dritten,  für  den  GJ,  JK,  KG;  der  von  Aa',  Bb',  C(  auf  einen 
vierten,  für  den  HJ,  HK,  £/ Tangenten  sind.  Es  ist  nicht  melu 
Absicht,  hier  näher  auf  diese  Systeme  von  Kegelschnitten  elnif' 
geben,  und  ich  kehre  zur  Potenzlinie  der  Kreise  zurück,  am  W 
untersuchen,  wie  dieselbe  sich  bewegt,  wenn  die  Punkte  G,Bii 
J,  K  für  die  Linien  feststehen,  auf  denen  die  Berti hrungspiniM 
liegen.  Durch  Halhirung  der  von  den  Verbindungsllni 
Punkte  auf  den  Dreiecksseiten  abgeschnittenen  Strecken  OD*,  1 
FF'  in  Ö,  t,  f  findet  man  sogleich  die  Potenzlinien  Ati.  Bt,  i 
für  die  Berührungspunkte  A  und  D.  oder  D'\  B  und  E,  oder  i 
C  und  F,  oder  F' ;  eine  vierte  ist  durch  die  Mitten  u,  ß,  y  det 
Strecken  aa',  bb',  fc'  bestimmt.  Aus  der  Beziehung  zwischen  dea 
Strecken,  welche  die  beiden  letzten  dieser  Potenzlinien  auf  den 
beiden  ersten  abschneiden,  ergibt  sich,  dass  dieselben  Tan gsnteo 
eines  Kegelschnitts  sind,  der  durch  A,  B,  6' geht. 

Man  kann  sich  hiervon  auf  folgende  Weise  überzeugen, 
und  Bt  schneiden  einander  in  r  und  werden  von  aßy  In  q,  und  p, 
geschnitten.  Für  das  Dreieck  AiC  und  die  Transversale  a^q^ 
ergibt  sich : 

it\r.Aß.Ca=Ac^y.i,a.Cß. 


tA  _ia.Cß~Aß.Ca 
A^i  '~         Aß.  Cu 


lind  wegen  der  Transversale  nB'. 


Ar      CB.At 

^A  _CB.Ae+^B.Ct, 
At'^         CB.At 


fdgUch 


Ar  _  CB.Atj^u.Cß'-'Aß.Ca) 
(hA"  Aß.Ca(CB.Ae+t>B.a)' 

»y  _^CB.At(ba.Cß--Aß.Ca)+Aß.Ca(CB.At+^B.Ct) 
qiA  ~  Aß.  CaiCB.At  +  ÖÄ.  Ce) 

_  CB.At. U,  Cß  +  bB,  Ct.  Aß.  Ca 

~       Aß.Ca{CB.At+^B.Ct)       * 

aad  da  nach  der  bekannten   Beziehung  zwischen  vier  auf  einer 
Gerade«  liegenden  Punkten 

ab .  BC=  et .  Bcc^Bt .  Ca, 
•0  Ul 

<iT      aB.ßC.tC.tA  +  tB.aC.tC.ßA'-tB.aC.tA.ßC 
^53=* ßA.aC(CB.At  +  t>6.Ct) ^- 

h  ähnlicher  Weise  findet  man  aus  dem  Dreiecke  BtC  und  den 
Transversalen  apiß  und  ttA: 

PiB  __  ßC.aBjCA.tB  +  tA.tC) 

Vit  ~ aB.ßC.tC.tA+  tB.aC.tC.ßA-^tB.aC.tA.ßC" 

folglich 

^  , piB  _  (aB.ßC.tC.tA  +  tB.aC.tC.ßA-tB.aC.tA.ßC)^ 
4i^'  Vit  "■    ßA.aC.ßC.aB(CB.At+t>B.Ct){CA.t>B+tA.t>C) 

(aB.ßC.tC.tA  +  t>B.aC.eC.ßA'-t>B.aC.tA.ßC)^ 
—  /32i.aC,/J6.aÄ(CÄ.^e+öi?.Ce)2 

da  auch 

CB.At  +  t>B.Ct=:CA.tiB  +  eA.t>C; 

und   wenn  man   Ct  —  Bb  für   Cß  setzt  und  Zähler  und  Nenner 
durch  (VßA.aC.ßC.aB.tB.tC.tC.tA)^  dividirt: 

V^aB.ßC  tCTel     AfaCßA  t)g."eC    AfaCßC  tA.tiB] * 
g3.«C'b^.cC"^V  ßC.aB'tiC.tA     M  ßAMB^tCtcl 

V^C.tA     4  r^Ä .  tA     AftSTtÜ 


^^^^rera9«?'i«Jw  /freite,  velche                  ^^H 

idt  wegen  der  harmoniacheo  Lage   der  Punkte  .fj^^H 

^^B 

^^1 

1  -1^ 

O)  CD   AE      Ca  Ai    BD  CE      Ca   Ct  AE  ^^H 
Ji'BD'  CE'^  Cb'Ba'CD'AE     Ba' Ab' CE'^ll^^M 

■  i 

CD    AE     BD    CE     BD   AE                j^H 
BD    CE  +  CD  ■  AE     CD  '  CE                 ^H 

^^B               Weil  die  «nadcD  C.l,   CB  durch  die  Strahlen  du  ^j^H 

^^H 

ichea  DoppclTcrhältnissen  geschnitten  werden,   ist^^^^f 

Ba  ,BD      £B  ,  EA                            ^^H 
Ca''CD~Ci>'  CA'                          ^^H 

^H       folghch 

^^H 

Ba    Ct   CD    AE     Ei. CA                     ^^H 
Ca'Ai'BD    CE~Ab.CE'                    ^^H 

Ca    Ab  BD   CE     Ai.CE                      J^^H 
BaCi'CDAE-Ei.AC                   ^^M 

Ca.Ci.AE.BD            Cb^.AEP-                    ^^| 

Ba.A6.CE.CD       CE.AC.Ai.Ei'            J^^l 

^^1      und  da 

'^^^1 

a>.AE=CA.Eb-CE.Ab,                    ^^M 

^^^H       SO 

^^H 

Ca.Cb.AE.BD      CA.Eb      CE.Ai                l^^l 

'Ba.Ab.CE.CD      CE.Ab*AC.Eb     *■          ^H 

^^^H       wodurch  sich  der  obicre  Ausdruclr  reducirt  auf                          ^^^H 

t.P.ß                                   2                            )•              1 

J>,.          CDAE^BDCE      BD  AE\   ■       ,     J 
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welcher  Ausdruck  uDabhäogig  von  a  oder  von  q^  und  Pi  ist,  so 
dass  für  eine  zweite  Linie  von  der  Art  wie  ttßyy  deren  Einschnitte 
in  Bt  und  A^  durch  p^  und  <|a  bezeichnet  seien, 

I 

80  dass  J?e  und  A^  von  den  Potenzlinien  aj?y  projectivisch  ge- 
fichniften  werden ,  und  zwar  so,  dass  dem  gemeinschaftlichen 
Punkte  X  die  Punkte  A  und  B  entsprechen,  woraus  folgt,  dass 
die  Potenzlinien  einen  Kegelschnitt  berühren  und  dass  A  und  B 
die  Berührungspunkte  der  Tangenten  A^  und  Bt  sind.  Oass  auch 
Cder  Berührungspunkt  für  die  Tangente  Cf  ist,  ergibt  sich  schon 
aus  der  Gleichheit  der  Beziehung,  in  weicher  die  drei  Dreiecks- 
ecken zu  den  Punkten  G^  Hy  J,  K  stehen;  man  überzeugt  sich 
aber  auch  leicht,  dass  zunächst  F\  Z>,  E,  sowie  F',  Z>',  E'  u.  s.  w. 
in  gerader  Linie  liegen,  da  BE^  CF,  AD  durch  denselben  Punkt 
6  geben,  dass  also  auch  f,  D,  e  in  gerader  Linie  liegen,  woraus, 
mittelst'  des  vollständigen  Vierecks  CAc^fB,  folgt,  dass  die  Strah- 
len CA,  Cr,  CB,  Cf,  sowie,  mit  q  und  p  die  Durchschnitte  von 
At  und  Be  mit  Cf  bezeichnet,  die  Strahlen  A^.,  AB,  Ap,  ^Cund 
Bt,  BAf  B([,  BC  harmonisch  sind,  und  dass  daher  B(i,  Cr,  Ap 
sich  in  demselben  Punkte  kreuzen,  dass  also  A,  B,  C  die  Be- 
rührungspunkte und  Ab,  Bc,  Cf  die  Tangenten  desselben  Kegel- 
schnitts sind. 

Wenn,  umgekehrt,  die  Potenzlinien  Strahlen  eines  Punktes 
sind,  so  bewegen  sich  die  VerbindungsÜDien  der  Berührungspunkte 
ils  Tangenten  eines  Kegelschnitts. 

Man  behalte  die  Bezeichnung  der  Taf.  III.  Fig.  5.  bei,  und 
teile  sich  vor,  aß  gehe  durch  r.  Es  kann  dann  a'b  natürlich 
licht  mehr  durch  J  gehen,  und  es  heisse  der  Punkt,  in  welchem 
'b  die  AD'  schneidet,  I,  der  Punkt,  in  welchem  sie  ilD  schnei- 
et, f.     Man  findet  aus  dem  Dreiecke  ^D'C,  geschnitten  von  a'6: 

A\.D'a'.Cb==D'l.Ah.Ca', 

AI       Ab. Ca' 

D'f^  Cb.D'a'' 

IS  dem  Dreiecke  ADC,  geschnitten  von  a'b: 

At.Da'.Cb  =  Dt.Ab.Ca', 

Dt       Lb. Da' 

Af-^Ab.Ca'' 


^^^16^^ 

Ouiädt:   BBber  Krel»e.  uelcie  '  ^^^^^B 

^H 

^1 

At  _m      AV^        Ca"                         ^H 
ly\'  Ai~  Vb"^'  D'a'.IH''                  "'^1 

^H           Nun 

^H 

Dii'=DB  +  Ba:                        ^H 

D'a'=S<t'-BD'.                         ^H 

^H           und    da 

^H 

»iB"=6ß"  =  «B.»C,                        ,^H 

oa'=  =  <,.»  =  oB.«C.                        i^H 

^H           so 

"^H 

DB  =  t,D-aB                                       I^H 

=  V»fi.»C-8B                             ]^B 

=  i^5ß(Vsc-V^,               '^1 

BD'^tA^fSB                                        ^H 

=vtß(Vöc+\^BÄ)          ^^H 

Sa'  =£«  +  «•'                                   -^H 

=\^Bi(Vc«+\rg;),          '^1 

^B         also 

'^1 

^H           Ba'=v's;(Vts+vB;)+>^5s<\^»c-*^ta)a^| 

^H 

'«'  =  \^Bo(VT5+  \^«.)-  \^äB(V»C+V"»B),^H 

^B                   mm 

1  man  mdlipllcirt  und                                              h^^l 

^H             (VTC- 

-\riB)(Vtc+^^iB)=>c-sB                 '<^H 

=  »C-aB                          '^^1 

= ( v:s;+ v;a)  ( v^- «^ 

^H                       sa 

entsteht  nacb  Zueammenziehung  der  mit   dem  Faet« 

^H          (VT^-fVS^)  behaftelen  Glieder: 

^H 

=B<.(V5+  Vßi)» 

-(\^s+VB;)(2»ß->^Bi+i>ß(V^— v^i 

=(\^E;+VßS)»(B«-»B)=(V&+v2;)«.»^™ 
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Fi!r  Ca'  bat  man: 


r 


%licb 


C«'«  Ca 


L 
.1 

Da'.iya'-ta- 

Feroer  ist 

1 

M*      Aß 

Cff  —  Cß ' 

fo^licb 

AI    Dt      Aß   Ca 

m  'At  —  Cß'1>a' 

und  da,   nach  der  Voraussetzung,   A^,    Be,   aß  durch  denselben 
Punkt  gehen, 

Aß  Ae_^    ÖÄ 

Cß'  Ce-^  Ca'  CB' 

Aß    Ca      At.CB 
Cß*  ta'-'  Ce.l>B* 

so  dass,  wenn  I|,  ti   die  Einschnitte  einer  zweiten  Verbindungs- 
von  BerQhrungspunkten,  in  die  Linien  AD* ,  AD  bezeichnen: 


DrD\  "  At'  At^' 

[  woraus  folgt,  dass  AD,  AD',  If,  Ijfi  Tangenten  eines  Kegelschnit- 
'  tes  sind  und  D  und  D*  die  Berührungspunkte  der  beiden  ersten. 

Sowie  AD  und  AD*  Tangenten  dieses  Kegelschnitts  sind, 
80  auch  BE,  BE' ,  und  zwar  mit  den  Berührungspunkten  E,E*. 
Es  ist  nicht  •schwer,  die  vom  Punkte  C  ausgehenden  Tangenten 
zu  construiren,  sowie  diejenigen,  welche  den  Dreiecksseiten  pa- 
rallel sind.  Ich  begnüge  mich  aber  hier  damit,  die  allgemeine 
Grundlage  dieser  Beziehungen  gegeben  zu  haben,  ohne  auf  wei- 
tere Untersuchung  derselben  einzugehen,  so  anziehend  der  Gegen- 
stand auch  ist;  ich  habe  darum  auch  die  Beweise  in  der  Weise 
gefuhrt,  die  sich  mir  zuerst  darbot,  die  aber  keineswegs  den  An- 
spruch macht 9  die  eleganteste  zu  sein. 

2.    In  dieser  zweiten  Nummer  des  Paragraphen  will  ich  die 

Aasdrucke  für  die  Radien  und  Mittelpunktsentfernungen  der  Be- 

Hlbrungskreise  ableiten  und  zeigen,   wie  auch  diese  auf  die  am 

Ende  des  vorigen  Paragraphen  entwickelte  Gleichung  führen.    Ich 

benatze  die  Taf.  III.  Fig.  5.,  ohne  aber  alle  vorkommenden  Linien 
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und  Punkte  zu  zeichoen,  da  die  Vnrslellang  das  Fehlende  letcbtldJl 
ergänze»  kann.  Der  Mittelpunkt  des  ^ßC  umschriebenen  KreisM 
sei  ia%  von  ihm  gelit  die  Centralliiiie  MO  Renkrecht  auf  die  f 
tenziioie  cj3,  deren  Schnitte  mit  dem  Kreise  durch  P  und  Q  h 
zeichnet  «erden.  Die  Prnjeetion  eioes  Punktes  auf  die  Central- 
linie  soll  durch  eine  angehängte  ],  di«  auf  die  Potenzlinie  durdi 
eine  atigehängte  2  bezeichnet  werden.  Die  zu  den  auf  den  Drei- 
eckaseiten  seihst  liegenden  Beriihrung.t punkten  gehr>rigeii  Mitte!* 
punkte  seien  lur  a  —  jV,  ,  für  b'  —  M^,  für  c'  — M,,  für  die  anf 
den  Verlängerungen  liegenden  «',  6,  f  —  JK, ,  Uli ,  IR3 ;  die  Ent 
fernungen  dieser  Mittelpunkte  von  M  seien  (j^,  q^,  t/s,  qi,  ih,  Ht 
die  zwgehürigen  Radien  rj ,  rg,  rg,  r,,  ra<  ""a;  "1"  Radius  des  Erä 
'  ses  um  iH  sei  r;    PQ  sei  =2p. 


Manhat  sunScbs 

rP-yft^ 

-.jA.yB 

fO'-p'= 

^yA.yB. 

ßO'-p'= 

=  ßA.fC. 

-0'-^»= 

=«ß.<,r; 

yO'^-ßO^-yß'^=—-2ß0.yß 


und  ähnliche  Gleichungen  für 
ergibt  «dcb : 


t  und  a  stattfinden  1 


<l 


'2.y0.yß= 
-IßO.yß   ^ 

l.yO.ya^ 
— 2.«0.yB= 


■  yA.yB~ßA.ßC+yß^, 
■-yÄ.yB^ßA.ßC—yp^- 
yA.yB-aB.uC  +  ya^ 
yA.yB-aB.aC—yu' 


l.aO.ßa^aB.aC—ßA.ßC-^uP, 
2.ß0.ßa=aB.aC~ßA.ßC—aßP 

Fär  die  Projectionen  A^,  B%,  Cj  der  Dreiecksecken  auf  die  i 
tonzlinie  ist 


yA^  —  ßA^^  =  yA^  - 
yR.'^-aBJ'^YB-'^ 
ßCi'-aCt^^ßC^- 


ßA^ 
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%nB   sich   durch  Addition   oder  Sübtraction  der  Quadrate  der 
fcken  yß^A^y'~A^iyar=zB^'^B^u,ßa=iC^'^C^a  ergibt: 

2.yB^.ya=yB^^aB^-{^yu^, 
2.aB^.ya=zyB^--'aB^-ya^, 

2.aC^.ßa=ßC^^aC^'-ßcfl. 


noD 


folgt : 


r,  da 


'^Bc  +  Ac 
-^Bc'-^Ac' 


{   so  fort,   so  ist 


(2) 


BBi=:yBg^-yO=aB2  +  aO, 
C(\  ^ßC^^ßO=:aC^  +  aÖ; 

'I.yß.AAi  =^yA.AB  +  ßA.AC, 
2.ya.BB^=     yB.AB -i-aB.CB,  \  (3) 

2.ßa.CCi  =     ßC.AC-^aC.BC; 

yA:yB^At*iBc!^=Ac'^:Bc'^, 

yA:AB=:Af^iBc^^Ac!^ 

.=  Jc'a:i?c'2— Je'«, 


I 

heil  XXm.  12 


C^^^A~C¥-JV' 


I  VAS  dm  Bcrlkroaga^ 
I  PRpoMBfcd  urt: 


■faeo   aof  di«  Ceniralltoic 


etx'-AAi  :BBt  —i'tt'  =  i'A:r'B 


sod  M  weiter,    «voraus  r 


I  findet: 


tCi.AB=cJ.BB,-cB.AA,. 
eti' .AB=t'A.BBi^t'B.AAt,  j 

b'b,' .AC=b'A.CCi  +  b'C.AAi,  ( 

Die  Perpendikel  von    den  Dreipcksecken    auf 
fiodet  man  uuf  l'ulgende  Weise : 

\yJji:\ABC=:YA.ßA;AB.AC, 


roJilllch 


AA,=i^ABC. 
BB,=i.  \ABC. 
CC,=2.\ABC. 


rß.AB.AC 

yB.nB 
•ij.BA.BC 

ßC.nC 


Potenili 

1 


Dft  nun  im  Ureieck,  das  a.  ß.  der  Radias  lUgr'  mit 
dikel  r*;,'  blld«t,  dorn  Dreiecke  c'<,V  ähnlich  ist  ($. 


dem  Perpe 

4..  2.).    80  i 
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r,:c'c,'=yt':cV 

^yß.AB.AC:2.^ABC.ßA 
=€ty.AB.BC:2.^ABC.aB, 


i  r^.2^ABC^AB.ec^'  ß^^^ 


\  =eA.BB,.'^UB.AA,.^. 

«nd  durch  Anweadnog  der  Gleichungen  (3): 

r,.^ABC= ^ ^ p— «^ 

erhSIt  so: 

.^AßCsz^A.  BC*+c'B.AC* 

+  {c'A.BC.'^-c'B.AC.'^).AB. 

r, .  ^ABC=  cJl  BC*—  eB.AC^ 

+  i(A  .BC.^  +  cB.A  C.  1^) .  AB, 

L  4r, .  i^AB  C— — {VA .  BC*  +  b'C.AB^) 

^  +ii' A.BC.^+i'C.AB.^).AC. 

I  4t^.^ABC=—(fiA.BC*—bC.AB-^) 

+(iA.BC.^-  bC.AB .  ^).AC. 

^  4ri.^ABCz=<iC.AB^+(iB.AC^ 

■ 

^{aC.AB.^—aB.AC.V^.BC, 
:  tXt.^ABCzm/C.AB^—a'B.AC* 

Zmr  weitereR  Umfonnung  dieser  Ausdr&cke  setze  man: 

12* 


JA.jB   fBC.c'B.UC-nl!)     AC.i:A.(i'C-VÄf\ 
~l'B-i'A\  um  ~ 

and  da 

SC^iC+aB,  AC=i'C  +  i'Ai 

/i'B.  aC^ 


c'A.t'B     A 
~i'B—t'A'y 


c'A.t'B  /l'B.eC'.i'A'-r'A.i'C.aB' 


b'C.t'A.aB  =  b'A.c'B.eC, 
ao  lÜBst  sich  der  obige  Ausdruck  vervrandela  in; 
c'A.lfB   /^■C.!'A.i:B.t'A.c'B.tC/ l  1\      ,,„       ,v 

?B^?3l. am.i'A'  (,?B~ra^-''*-"*>J 

cA.tJS.(^      jj-p^         TBTTj  +  V 

In  ähnlicher  Weise    Gnilet  man: 


"<-BC.2§  +  cß.^C.l^  = 
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nd  weDD  man,  nach  dem  Stewart 'sehen  Satze,  settt- 

erhält  man; 

4t, .  A  ABC  =-  AB(CX»-eA .  eB .  ^^^), 


(7) 


t'ß  aB 

4.rt.^ABC=i-AC(Bi'*—i'A.i'C.^^). 

A.t^.^ABC=     AC{m*—iA.hC.^^^^), 
4ri  .^ABC  =     BC{Aa^-  aC.aB.  ^JtJ), 

it^.^ABC  =     BC(Aa'^a'C.a'B.^^p^.  j 

Es  bedarf  nur  der  Erwähnung,  dass  in  den  in  diesen  Ana- 
'ficken  vorkommenden  Brüchen  so  gut  die  accentuirten,  wie  die 
cht  accentuirten  Berührungspunkte  genommen  werden  können. 
s  einer  andern  Umformung  gelangt  man  durch  die  Relation 


»... 


WC.c'A.aB=i'A.c'B.aC, 

V 

IS  welcher  folgt,   dass 

/,i  ^»  f>'C-<iC  _c'B^.aC*     c'A^.b'C^ 
^^'^"'h'A.aß—     aß^     —     VA^     ' 

„b'C.aC    _cg».aC»       cA^.i'C^ 
'"^'^  i'A.aß   —     aß*      -     VA*    ' 

tjA  ^,^c'^gg     VA*.<.'&     j'C^.aB* 
'"^''^'e'A.aC-      i'A*~—     aC*~' 

u.    s.    tv. 

Zur   Ableitung  der  Relation    zwischen  den  Radien  und  den 
ittelpanktsentfernnngen  nehme  ich  die  Ausdrücke  in  folgender  Form: 

t.^ABC=zeA.BC*^c'B.A(P-AB.eA.t'B-AB.f?A*^^ 
^.^ABC=-i'A.BC^i'C.AB*+AC.i'A.i'C^AC.i'A*.^. 
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Es  ist  dann 
i.^ABCiti.b'A  +  r^.c'A) 

b'A 


Quidde:    Veber  A'rsite,  toetche 


'^ 


','A  -1 

—AB-^(VC.(i'A-H'B).l)'A+t'B.>'J^+l'A.fiC^ 

=  AC-pj(c'B.i'A.{i'A  +  i'S)-H'C.i'A.(,c'B+^Jf) 

—JII■'^{t'B.i'A.(i•C-^i'AHi'C.l'A.^t'A^'C|| 

=JC.JB(^-^)(c'fi.6'^  +  6'C.tM). 

Stellt  man  »ich  von  A  aus  eine  Tangente  vor  an  den  Kr^ 
um  Sil  ■"■*'  bezeichnet  ihren  BerQhrungspankt  mit  Ki,  so  n» 
hält  sich,  nach  §.  3.: 

AKi'':Ba''=A4i:BBi 
=  Ay:BY 
=Ac'-^:Bc'^, 


afkd  es  ist  daher 


AKi^iCa^  =  AA^:CCr 
=:Ab'':Cb'^. 


Ba.c'A_Ca.h'A 


und  folglich  auch 


Ak\=BC.-, 


c'A.i'A 


l'B.b'A  +  i'C.l'A' 
folglich 

AK,.i.^ABC(r,.b'Ai-r^.t'A)=AB.BC.AC.i6'A^-c'A^, 
was  mittelst  des  §.  3.,  iTonach 

fi'^«  =  2.,,.^^,, 

AK,'=i.iit.AA,. 
und  mittelst  der  Gleichung 

^ABC^ää^^C 


L 


äUitiitn  Ourckae/uMttfUttlue  kaien. 


]  msn  kann  nun  leicht  in  derselben  Weise  die  entaprech enden 
eichungeo  für  die  andern  Radien  und  Mitlei punktRentfernangeD 
leiten. 


§.  a 

Sehnetisysteme. 

Von  einem  Punkte  A  auf  den.  Kreise  um  jtf  (Taf.IV.  Fig.  6.) 
an  den  Kreta  um  Mi  die  Tangenten  AB,  AC,  welche  den 
iten  Kreis  wieder  treffen  in  D  und  E.  Natb  Nr.  i.  des  §.  6. 
lB8«n  DE  und  die  Tangente  in  A  einen  gemeinschaftlichen  Be- 
irungskreis  des  Systems  haben,  dessen  (Jerrihrungs|iunkte  a  und 

auf  der  Verbindungslinie  BC  der  Berührungspunkte  der  Seh- 
i  AD  and  AE  liegen;  der  Mittelpunkt  dieses  Berfihrungskrei- 
i  DI.  Da  ausser  dem  Kreise  um  Jtf  die  Linie  Aa  nur  einen 
rfihrangskreis  haben  kann,  so  ist  klar,  dass  dieser  Kreis  um 
ein  ganz  bestimmter,  von  Mi  unnbliäugiger  Kreis  sein  niuss, 
',  allein  vom  Punkte  A  abhängt.  Der  Berührungspunkt  a  liegt 
[  A  in  gleicher  Entfernung  von  der  Potenzlinie,  welche  Aa.  in  e 
birt;  und  es  müssen  die  Linien  BCiär  die  verschiedenen  Kreise 

des  Systems,  oder  die  Pobren  des  Punktes  A  für  die  ver- 
iedenen  Kreise  des  Systems,  alle  durch  diesen  Punkt  gehen. 
1  hat  zunächst  den  Lehrsatz; 

Lehrsatt  L  Die  Tangenlenpaare,  welche  von  einem  Punkte 
i  der  Kreise  eines  Systems  an  die  verschiedenen  Kreise  des 
ems  gehen,  bestimmen  mit  dem  Kreise  Sehnen,  »eiche  Tan- 
Iten  sind  des  zivellen  Berufaruiigskreises  der  im  Punkte  an  den 
)  gelegten  Tangente. 

Zur  Bestimmung  der  Lage  des  Mittelpunkts  Dt  hat  man,  Mßl 
',  n,  den  Radius  des  Kreises  um  M  mit  r,  die  Coordinaten  des 
nktes  A  mit  x  und  y  bezeichnet. 


Üeitr  Krttif, 


Weitere  Beziehungen    ergeben  sich  für  die   Mittelpunkte 

Gestimmungskreige  Mi,  M^, und  die  Eiiischnittspüokte  ai,  i%, 

der  entstehenden  Sehnen  DE  in  die  Tangente  Aa.  Da  DIAi 
wohl  wie  ÄMi  aui  BC  eentrechl  stehen,  so  sind  diese  Pun 
projectivisch,  da  sie  durch  die  parallelen  Strahlenbüscbel  Bl  UDI 
erzengt  werden.  Mit  diesen  vier  Gebilden  sind  ferner  noch 
Linien  BC,  als  IStrublen  des  Punktes  0,  projectivisch,  die 
den  Strahlen  der  Punkte  A  und  Hl  senkrecht  stehen  und  sich 
jenen  ^luf  einem  Kreise  schneiden,  der  aÄ,  mit  diesen  auf  mi 
Kreise,  der  dlll  zum  Durchmesser  hat,  woraus  dann  folgt,  i 
auch  die  Einschnittspunkte  e,  der  Linien  BC  in  die  Potenzl 
mit  den  genannten  Gebilden  projectivisch  sind.  Kur  diese  let 
ren  findet  man,  nach  §.  'i.  '2.,  da  die  Potenz  des  Punktes  A  in 
zog    auf    den    Kreis    um    M^     einerseits    =:  tti.iy,     andeiera 


Zur  näheren  Einsicht  in  diu  projectivischen  Beziehungen  d 
Folgendes.  Liegt  der  veränderliche  Punkt  a^  in  A,  ao  fallt 
mit  M,  BC  mit  Aa,  C,  mit  c  zusammen.  Liegt  a,  in  A,  so  ' 
BC,  die  dann  auf  Am  senkrecht  stehen  muss,  die  Polare  vo 
für  den  Kreis  um  llt,  mit  welchem  Punkte  il/,  zusammenl 
Liegt  üi  im  Durchschnille  der  Aa  mit  der  Centrale  oder  im  A 
lichkeitsp unkte  der  Kreise  M  und  Itl,  nnd  zwar,  für  die  Figur 
Susseren,  der  ff  heisscn  mag,  so  ivird  BC  auf  dSi  oder  der  < 
trallinie  senkrecht,  AM^^  derselben  parallel,  M^  fsllt  ins  (Jn 
liehe,  der  Kreis  um  Jlf,  geht  in  die  Potenzlinie,  oder  genauei 
das  System  der  Potenzlinie  und  der  unendlich  entfernten  1 
fiber,  die  Tangenten  AB,  AC  fallen  in  eine,  der  Potenzlinie 
rallele  Linie  zusammen,  ihre  Einschnittspunkte  Z>,  £  in  den  1 
um  M  sind  nur  ein  einziger  Punkt,  in  dessen  Tangente  die] 
DE  sich  verhandelt;  diese  ist  die  zweite  äussere  gemeinsc 
liehe  Tangenle  der  Kreise  M  und  TU.  Liegt  Oj  im  UnendK< 
80  dass  Jtitt,  der  Tangente  Aa  parallel  ist,  AMi  mit  derst 
zusammenfallt,  so  wird  Mi  der  Aehnlichkeitspunkt  O.  Man 
daher  folgende  einander  entsprechende  Punkte: 


'  tKmtnm  Bttre/uchntutpunlug  taten. 


deT  uneodUchferne  Punkt 


IdH-unesdlichfenie  Punkt  . 


Bo  das»  eich    die  Beziehung  der  Punkt«  Aj  und  Mi 
deue  Weise  ausdrücken  läset,  z.  B. 


flff 


a,a 


j|f,g 
'  Ma' 
ja,M,aM 


ßi  n  .  ff a  _  Jtf,  W 


diesen  Gleichungen  folgt  dann 
der  PotenEÜoie,  für  den 


n'eiter,  dass  dem  Punktee  auf 


ein  Punkt  Idi  entsprechei 


fralcher  also  der  andere, 
'Krdse  M  und  Vi  ist. 


\9s,  für  den,  nach  der  zweiten  Gleichung, 
.  h.  der  innere  Aehnlichkeitapunkt  der 


Wenn  M^  von  O  aus  jenseits  M  liegt,  so  werden  die  Tan- 
genten AB,  AC  imaginär,  ohne  dass  die  Linie  DE  aufhilft,  reell 
sn  sein;  der  Punkt  tti  liegt  dann  von  A  aus  über  a  hinaus.  Liegt 
Ci  üb^r  A  hinaus,  so  fallt  M^  über  111  hinaus. 

Nimmt  man  eine  Tangente  AD  willkührlich,  so  finden  sich 
Ewei  Linien  für  die  zvceite  AE,  da  es  für  AD  z^vei  Berührungs- 
Icreise  gibt.  Hiervon  macht  der  Fall  eine  Ausnahme,  dass  D  mit 
f*  oder  Q  zusammentrifft,  in  welchem  Falle  auch  B  in  diesem 
Paukte  liegen  muss.  Es  fällt  dann  auch  der  Eweite  Betührungs- 
kreis,  den  die  Sehne  DE  noch  ausser  dem  Kreise  UI  hat,  mit  m 
zusammen.  Die  beiden  Kreise  3/|,  för  tvelche  dies  der  Fall  ist, 
sind,  wenn  ki  und  /f^  die  Entfernungen  ihrer  Mittelpunkte  von 
iU  und  pi,  (i,  ihre  Radien  sind,    durch  die  Gleichungen  gegeben: 


L 


i 


1hHä4t:  lleHr  «MMa;,  weiekt- 


'    Wenn  liib  gemelhschafllichen  Punkte  P,  Q  des  Systen 
ginär  sind  und  nian  niaiml  für  den  Kreis  Mi  einen  der  zur 
gehörenden  Punkte  P' ,  Q' ,    s^o    fallen  £  und  C  beide   i 
Punkt,   z.  B.  in  P';    die  zusammenfHllenden  Tangenten  j 
echneidcTj  den  Kreis  31  nur   in   einem  Punkte,    so  dass  . 
Tangente  des  Kreises  M,  also  eine  geOielnsebartliche  de 
M  und  HI,  werden  muse;    nnd  rnvar  bleibt  nach  dem  Oh 
tihrig,    dass  sie  eine  innere  wird.      So  fol^t  für  die  projecA 
Beziehung  der  Punkte  JUi  und  n, ,    dass  den  Punkten  P'  < 
als  Mittelpunkten    die  Rinschtiilte  der  inneren  gemeinschat 
Tangenten  in  Ati  enlsprefben. 

Es   folßt  aher  zugleich,    dass  die  von  A  durch  P'  { 
Gerade  den   Kreis  M  Kum   zweiten  Male  in   einem    PunkteV 
welcher    der    Bcrührungs|>unkt    einer   inneren    gemeinsch&l 
Tangente  der  Kreise  m  und  Ol  ist.     In  Taf.  li  Fijr.7.  . 
t;tmeinschartlichen  Tangenten  der  Kreise  Mi,  M^  cen 
den  Berührungspunkten   a^    und  a^,    ß^   und   ß.^   Tilr   dii 
y,  und  j-a,  0,'und  ö„  liir  die  Inneren.     Es  tritt  so  Jtf,  a 
von  M.  Mj,  an  die  Stelle  von  m  der  Taf  (V.Fig.G,  «,  an  die  StA 
A,  und  es  geht  nun  o:,Ä, ,  ßiyi  durch  P' ,  ebenso  a-j^d^.  ß 
rend  CiYi,    ßiSi-    a^y^i.    ßoS^  durch    Q'    gehen.     Da  nun 
Durchschnitte  t  mit  der  Potenülinie  halbirt  nird  und  ein 
deutl  ftadins  i«i  beschriebener  Kreis  die  Kreise  itf,  und  üf,^ 
winklig  schneidet,  also  auch  durch  die  Punkte  P',  0' geht  ("  ' 
so  stehen  aiöi    und  02^3.    <i|7i  und  n<(}'2,    und,    dieselbe  Bo^ 
tung  auf  |3]^a,  oder  eine  der  inneren  Tangenten  angeicendetJ 
und  ■/■tß-i,  i^iiäi  und  (S^öj  auf  einander  senkrecht. 

Liegt  der  Punkt  A  (Taf.  IV.  Fig.  6.)  in  einem  dcrBerühil 
punkte  der  von  Q'  an  den  Kreis  31  gelegten  Tangenten, 
der  Kreis  Vt  über  in  den  Punkt  Q'  und  alle  durch  die 
AB,  AC  erzeuirlen  Sehnen  DE  geben  durch  diesen  Punkt.^ 
durch  den  andern  Punkt  P'  gehende  AP'  muss  nach  dem 
hergebenden  den  Kreis  M  im  Berührungspunkte  einer  gai 
Bohaftlichen  Tangente  mit  dem  Kreise  JH.  an  dessen  Stellö-'<! 
tritt,  also  im  Berührungspunkte  der  andern  von  Q'  an  Kreis  M 
gelegten  Tangente  treffen.  Diese  Verhältnisse  bleiben  dieseUWDi 
wenn  auch    ein  anderer    Kreis   an  die  Stelle  des   angenommeoM 
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etses  Jlf  tritt  t  fSt  alle  Kreise  des  Systems  mues  die  Verbin- 
igslinie  der  Berührungspunkte  der  von  Q'  daran  gelegten  Tan- 
iteD  durch  P"  geben,  und  da  diese  Verbinduflgslinie  auf  der 
tntratlinie  senkrecht  steht,  so  folßl,  dass  sie  Tür  alle  Kreise  des 
rstems  dieselbe  ist.  Diese  Verhindungslinle  ist  die  Polare  des 
inklea  Q'  für  den  jedesmal  senählleti  Kreis  !ti ,  und  da  aufihr 
(  Pnle  aller  durch  Q'  gehenden  Geraden  liegen  müssen ,  st>  miis- 
n  sich  die  inneren  und  äusseren  gemeinschaftlichen  Tangenten 
r  derselben  schneiden,  denn  diese  Durchschnitts  punkte  sind  die 
)le  der  Verbindungslinien  der  Benlhrungspunkte.  In  Taf  V.  Fig.  7. 
>d  Tj.  Tg  (iolche  Durchschnittspunkte.  Diese  Betrachtungen  füh- 
t  XU  folgendem  Zusätze  zum  Lehrsatz  I. 

Zusatz.  Die  zum  Sytiteme  der  Kreise  gehörenden  Punkte 
id  die  Durcbschiiille  der  Verbindungslinien  ungleichartiger  Be- 
intngepankte  der  geineitischartlichen  Tangenten  irgend  zweier 
des  Systems,  und  diese  Verbindungslinien  stehen  in  den 
inkten  auf  einander  senkrecht.  Die  Polare  eines  der  beiden 
inkte  l&r  irgend  einen  kreis  ist  die  ini  andern  auf  der  Central- 
ie  errichtete  Senkrechte,  und  auf  diesen  Senkrechten  liegen 
I  Ourehschnittspunkte  ungleichartiger  geraeinschattlicher  Tan- 
IDten  irgend  zweier  Kreise  des  Systems.  Legt  man  vom  Durch- 
bsittspnnkte  einer  dieser  beiden  Senkrechten  mit  eioem  Kreise 
Systems  Tangenten  an  die  anderen  Kreise  des  Systems,  so 
len  die  dadurch  bestimmten  Sehnen  durch  den  f  usspunkt  der 
idera  Senkrechten. 

2.     Es  mügen  jetzt  (Taf.  IV.  Fig.  G.)  von  einem  itveiten  Punkte 

des  Kreises  M,    ebenso  (vie    es  von   A   geschah,    Tangenten 

I  den  Kreis  Mi  gelegt  tverden,  und  es  sei  die  Bezeichnung  die- 

"le,  aber  mit  accentuirten  Buchstaben.     Da  dann  AD  und  A'ty 

selben  Kreis  Mi  berühren, so  müssen  nach  dem  4.  Satzein  §.6., 2. 

Kh  AA'   und  DD'   Tangenten  desselben  Kreises  sein,    und  die 

irungspunkle  i,  C  müssen  auf  der  Geraden  BB'  liegen.    Da 

AD  und  A'E'  denselben  Kreis  M^  berühren,  so  müssen  fer- 

I  AA'  und  DE'    Tangenten  eines  und  desselben   Kreises   sein 

It  den  Berührungspunkten  6'  und  f  auf  der  Geraden  BC.     Die 

ide  AA'  bat   überhaupt  nur  zwei  Bcriihrungskreise;    der  Be- 

iiungspunkt  des  einen  b  liegt  zwischen  A  und  A' ,  der  des  an- 

6'  jenseits  der  Potenzlinie  in   derselben  Entfernung  von  der- 

in.     Es  ist  klar,    dass  BB'  und  BC  die  Linie  AA'  nicht  in 

iselhen  Punkte  treffen  kiinnen,  wie  es  doch  der  Fall  sein  müsste, 

jnn  DD'   und  DE'    demselben    dieser   beiden    Berührungskreise 

Pgebüren  sollten.    Durch  Anwendung  derselben  Schlüsse  auf  AE 

iti  A'E'  and  auf  AE  und  A'D'  findet  man,  dass  auch  EE'  und 


Vuidäe:    Deber  Kretie,  welche 


£fl'  Tangenten  der  Berfihrungs kreise 
zwar  so,  dase  DD'  und  EE'  ilein  einen,  DE'  und  />'. 
dern  angehören.     Die  Tangenten  AD  und  A"  D'  berühret 
Mt  so,    dass  derselbe  vom   Berührungspunkte  aus  für  beide  Tl 
genten  nach  derselben  Seite  sich  erstreckt,  oder  dass  die  Drefm 
der  Tangenten  um  die  Ausgangspunkte  A,  A' ,  nach  der  ErBtreclnn      ' 
des  Kreises  hin,  dieselbe  ist.     Uie  Tangenten  AD  und  A'O' 
len  daher  gleichartige  Tangenten  in  Bezug  anf  die  Punkte  A  a      l< 
A'  beissen  :    ein  Betjriff,  der  sich  auch    auf  Tangenten  verscEt      \ 
dener  Kreise  anwenden  liiest    und  der  im  Folgenden  ooch  hSa 
Anwendung  finden  ivird.     Gleichartig  sind  sonach  auch  AE,  A' 
ungleichartig  aber  AD  und  A'E',    sowie  A'D'  und  AE,    und 
durch    gleichartige    Tangenten    erzeugten    lehnen    berühren    i 
einen,   die  durch  ungleichartige  erzeuf^en  den  andern  der 
Ben'ihrungskreise    von    AA'.     Diese    Beriihrungskreise   sind   al 
vüllig  unabhängig  vom  Kreise  M^   und  müssen    dieselben    bleibt 
nelclien  andern  Kreis  des  Systems  man  auch    au    die   Stelle  v 
Ml  setzt. 

Die  gegenüberstehenden  Seiten  des  Vierecks  BB'CC  scbfl 
den  sich  in  den  festen  Punkten  b,  b' ,  während  die  Diagonalf 
BC.  BC  durch  die  ebenralls  festen  Punkte  ö,  a'  gehen.  B  ' 
nun  diese  Diagonalen  die  Linie  bb'  stets  in  Punkten  schneid« 
müssen,  die  mit  b  und  b'  harmonisch  sind,  so  bilden  sie 
o'  projectivi-iche  Strahlenbüschel.  Füllt  der  veränderliche  Kii 
Ml  mit  dem  inneren  Berührungskreise  der  Linie  AA',  der 
Berührungspunkt  Ü  hat,  zusammen,  so  liegen  S,  C,  B' 
in  h,  welcher  Punkt  dann  der  gemeinschaftliche  Einschnitts] 
der  Diagonalen  in  AA'  ist.  An  die  Stelle  von  ti  tritt  b' 
der  andere  BerOhrungskreis  von  AA'  zum  Kreise  Jl/,  genamm«' 
wird.  Geht  BC  durch  A,  so  muss,  weil  A'  der  vierte  harmi 
nische  Punkt  zu  b',  A,  b  ist,  B'C  durch  A'  gehen  und  itf,  ßlK' 
mit  M  zusammen.  Geht  umgekehrt  £C  durch  A',  so  muss  B'C*^ 
durch  A  gehen,  und  es  bestimmt  sich  ßti  durch  ein  Perpendibd 
von  A  auf  aA'  oder  von  A'  auf  a'A,  welche  Perpendikel  also  dir 
Centrale  in  demselben  Punkte  treffen  müssen. 

Nach  bekannter  Eigenschaft  der  Kreisvierecke  und  der  in  ihn 
Ecken  an  den  Kreis  gelegten  Tangenten  liegen  die  Durcfascfanittf 
zweier  Seiteupaare  des  Vierecks  mit  zwei  Ecken  dee  Tangra 
Vierecks  auf  gerader  Linie  und  zwar  harmonisch.  Es  sind  d 
nach  einerseits  der  Durchschnitt  von  BC  mit  B'C,  der  Dmclh. 
schnitt  von  AB  mit  A'C,  der  Punkt  b  und  der  Uurcbschnitt  V 
AC  mit  A'B',  andererseits  der  Durchschnitt  von  AB  mit  A'B^t, 
der  Durchschnitt  von  BC  mit  B'C,  der  Durchschnitt  von  AC  s 


clX 


fMeatIben  nurehtrknimpunklr  Im^en 

t'C'  and  der  Ponkt  b'  harmoniecbp  Puukle.  Die  dritte  biezu  c;e- 
Mge  Gruppe  bilden  A' ,  b,  A,  b'.  Die  ersle  Gruppe  liegt  auf 
■  Polaren  Ton  6',  die  zweite  auf  der  Polaren  von  t" ,  die  dritte 
if  der  Polare»  des  Durcbscbnitts  von  BC  mit  BC,  för  dea  Kreis  My. 

Wählt  man  den  eineo  der  zum  Systeme  fjehürigen  Punkte, 
B.  P-,  zum  Kreise  ^i ,  so  fällt  der  Unterschied  der  gleicbarti 
m  und  ungleichartigen  Tangenten  «eg,   und  statt  der  vier  Seh- 

i  DD",  EE-,  DE',  D-E  erbält  man  nur  eine,  welche  ger 
ibaftliehe  Tanpenfe  der  Berührun^'sk reise  von  AA'  sein  muss, 
|d  zwar,  da  die  Verbindungslinien  der  Berührungspunkte  die 
Die  und  der  Linie  AA'  durch  /*  gehen  müssen,  in  vreleheni 
inkte  sieb  B.  C,  B',  C  vereinigen,    eine  mit  AA'  ungleichar- 

^  gotneinscbuftliirbe  Tangente  der  beiden  Kreise,    also  im  FaW 

i  Taf.  IV.  Fig.  6.  eine  innere.  DieTaf.V.  Fig.  7,  macht  dies  an- 
banlich,  wenn  man  für  A  und  Ai  die  Punkte  k  u 
ul  b'  die  Punkte  a^  und  «3,  und  jV.  und  71/,  für  die  Mittelpunkte 
IT  Berfibrungskreise  von  AA'  nimmt.  Es  muss  aP',  ßP'  die 
ircbschnittspunkle  der  inneren  gemeinschnltlicben  Tangente  d,d, 
It  dem  Kreise  !W,  nämlicb  die  Punkte  y'  und  6'  treffen. 
US8  dann  a'P'  durch  y,  ß'P'  durch  ä,  aQ'  durch  y,  ßQ'  durch 
a'Q'  durch  f,    ß'Q'  durch  S'  gehen. 

Die  Linien  von  P'  oder  Q'  nach  h,  n",  ö',  a  sind,  wie  aus 
fr  otiigen  Betrachtung  des  Vierecks  BB'CC  folgt,  harmonische 
Iralilen,    und    da  bP'b',   bQ'b'  rechte  Winkel  sind.    1 

P^,  P-b'   die  Winkel,    welche  P'a.  P'af   bilden,    Qb,  Q'f>'  die 

rWinkel  der  Strahlen  Q'a.,  Q'a'  faalbiren. 

Die  Einschnittspunkte  der  Linien    DE  in  Aa,    DE'  in  A'a\ 
•der  die  Punkte  fl|  und  n/.  welche  nach  der  vorigen  Nun 

und  den  andern  Mittelpunkten  projectivisch  sind,  müssen 
ich  unter  einander  projectivisch  sein. 

nn  AA'  durch   Q'  geht,  so   sind  Ab.  und  A'(t'  eine  innere 

id  eine  äussere  gemeinschaftliche  Tangente  des  Kreises  M  mit 

inem  Kreise,  dessen  Mittelpunkt  nach  der  eingeführten  Bez<>ich- 

rng  nt  oder  TU'  zu  nennen  ist,    welche  beiden  Punkte  hier  zu- 

iiueDfallen ;  die  Berührungspunkte  mit  demselben  sind  a  und  a', 

dass  öd-  durch  Q'  geht,    wie  das  Taf.  V.  Fig.  7.   zu  sehen  ist, 

[^Dn  man  y  statt  A',    a  statt  A,    C  statt  a',    £)  statt  a  nim 

'on  den  beiden  Berübrungskreisen   der  AA'  verwandelt  sich  der 

den  Punkt  Q'.     Wählt  man  Q'  zum  Kreise  HI, ,    so  lallen 

4te  Tangenten  AB  und  AC  sowohl,  als  A'B'  und  A'C  zusammen 

.«nd  die  Sehnen  DE  und  D'E'  werden  Tangenten,  DE  in  A',  so 

Mass  es  mit  A'a.',   D'E'  in  A,   so  dass  es  mit  Aa  zusammenßillt. 
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und  der  Einschnittspunkt  der  Sehne  DE  in  An,    sowie 
schDitls|iunkt  der  Sehne  D'E'  in  A'a'  der  Darchschnittspunl 
yio  und  A'fi'  ist,    der,    beiläufig  erwähnt,    auf  der  in  P'  auf 
Centrale  errichteten  Senkrechten   tie^t.     In  diesem  DurchgchniHi'    , 
punkte  sind  somit  entsprechende  Punkte  vereinigt  und  die  proje*  '^ 

tivische  Beziehung  der  Punkte  a^,  o^, mit  den  Punkten  A|',  Vi—j  ' 

ist  eine  perspeclivische.  Wählt  man  P'  zum  Kreise  ]\^^,  so  ww  H 
den  die  nndern  gomeinschartlichen  Tangeuten  der  Kreise  Jlf  an  '' 
in  (itfa  in  Fig.  7,)  die  Sehnen  DE,  D'E',  welche  An  und  ^V  ti 
den  Punkten  schneiden,  die  auf  der  in  Q  auf  der  Centralen 
richteten  Senkrechten  liegen,  woraus  dann  weiter  folgt,  dass 
der  Mittelpunkt  der  perspecttvischen  Beziehung  der  Punkte  öi 
0,'  ist.  Die  Strahlen  der  Punkte  n  <ind  (!',  nämlich  BC  und  Bt 
sind  ebenfalls  perspectivigch,  da  die  nach  Q' ,  in  welchem  Punkt 
b'  liegt,  gehenden,  einander  entsprechenden  Strahlen  in  einen,  ' 
zusammenfallen.  Andere  entsprechende  Strahlen  sind  aP 
a'P,  ferner  ab  und  a'b:  und  da  6  auf  der  in  P'  auf  der  Central 
errichteten  Senkrechten  liegt,  welche  die  Polare  des  Punktes  ( 
für  alle  Kreise  des  Systems  ist,  also  den  /u  AQ'A'  vierten  faa 
moniscbcn  Punkt  enthalten  niuss,  so  ist  diese  Senkrechte  d 
Gerade,  auf  der  sich  die  entsprechenden  Strahlen  der  Punkte 
und  fl',  oder  die  Linien  BC  und  B'C  schneiden. 

Sieht  AA'  auf  der  Centralen  senkrecht,  so  fallen  wieder  dllf 
Kreise  Dl  und  ItJ'  in  einen  zusammen,  für  den  und  Für  M,  A^ 
und  A'a'  gemeinschaftliche,  und  zwar  gleichartige  Tangenten  uiafi 
Der  Punkt  6  liegt  Im  Durchschnitt  von  AA'  mit  der  Centrallinle, 
während  b'  im  Unendlichen  lietit  und  der  dazu  gehörige  BerSb- 
rungskreis  in  das  System  der  Potenzirnie  und  unendlichen  Linie 
sich  verwandelt  Die  diesen  Kreis  henihrenden  Sehnen  DE',  t/Si 
sind  der  Potenzlinie  parallel,  welche  Richtung  auch  die  VerbtB* 
dungslinien  der  entsprechenden  Punkte  ii,  und  il|'  huhen.  VM 
Sehnen  DE  und  DE',  ferner  DD'  und  EE',  sowie  die  Polaren 
BC  und  B'C  von  A  und  A'  kreuzen  sich  auf  der  Central« 
liegen  symmetrisch  gegen  dicsellie. 

In  diesen  Betrachtungen  sind  folgende  Sätze  eatbalten. 

Lehrsatz  II.  Gehen  von  zwei  Punkten  eines  Kreises 
Systems  an  die  verschiedenen  Kreise  desselben  Systems  Tangeitf 
ten,  welche  den  ersten  Kreis  wieder  schneiden,  so  erzeugen  jeA 
zwei  nicht  von  demselben  Punkte  ausgegangenen  Tangenten  SiA^ 
nen,  welche  sich  als  Tangenten  so  an  die  beiden  BerQhrnngs* 
kreise  der  Verbindungslinie  der  Punkte  Tcrtheilen,  dass  die  dorcli 
ungleichartige  Tangenten  erzeugten  den  einen,  die  durch  gleich* 
artige  Tangenten   erzeugten  den  andern  berühren.    Die  von 


I  üurekselMiUapmtkte  äatm. 

Polaren    der  Punkte   i^ehildelen    StTnlilenhiisL'liel,    sowie  die  Ein- 

|vcbnttt8|iurikte  der  durcli  Tatigenlen  ilesselbeii  Punktes  erzeugten 

^huen  in  die  in  diesem  Puniitc  iin  den  ersten  Kreis  gelegte  Tan 

»Dte,    sind    unter    einander   und    mit   den   Mittelpunkten  der  ver- 

ihiedcnen  Bestiromiing« kreise  projecüviüch.     Diese  profecliviache 

Beziehung  geht  in  persfiectivische  <iber,    irvnn  die  beiden  Punkte 

V  liegen,  dass  sie  Beruhrangspuukte  geroettisohaftlicher  Tan|eii- 

!ii  des  Kreises  mit  irgend  einem  Kreide  des  Systems  »ind. 


Zusatz.  Ungleichartige  genieinKchaftliehe  Tangenten  zneier 
Kreise  eiues  Systemes  werden  von  irgend  einem  dritten  Kreise 
des  Systems  so  geschnitten,  dass  ein  Paar  der  Verbindungslinien 
der  Schnittpunkte  sicli  in  einem  der  lieiden  zum  Systeme  geliB 
den  Punkte  schneiden,  das  andere  Paar  dann  natürlich  auf  der 
Polaren  dieses  Punktes,  d.  h.  auf  der  im  andern  Punkte  auf  der 
Centrale  Senkrechten. 

Der  Beweis  des  Zusatzes  liegt  in  der  Betrachtung  des  Falls, 
,ias8  für  irgend  ein  Paar  Punkte  J,  A'  der  Punkt  P'  als  Kreis 
irJ^t  genommen   »ird. 

Interessant  ist  noch,  dass  eine  (icrade  durch  den  Durchschnitt 
«reier  nngleicharligen  genieinscharHichen  Tangenten,  durch  c, 
JITttf.  V.Fig.  7.),  mit  der  Verliindungslinie  der  Berülirungsp unkte 
Pg^a  parallel  gezoE^en,  auf  der  Verbindungslinie  ii,d|  der  HerCh- 
BWgspDflkte  des  andern  Kreise)«  senkrecht  stehen,  und  da  tcid, 
«e  Polare  von  t^  '"■*  Kreis  J/,  ist,  durch  den  Mittelpunkt  Mj 
^eaes  Kreises  ^ehen  niu8i4. 

jllisser  den  in  dur  vorigen  Nummer  betrachteten  Selten- 
en D/>  ,  EE'  und  DE",  D'E  des  Vierecks  DD'EE"  muss 
icb,  nach  %.  6.,  das  dritte.  DE,  DE',  einen  genieinsciiartliclieu 
irQhrungskreis  haben,  und  zifar  so,  dai^s  alle  si-uhs  Berühruiigs- 
ikte  i  auf  DD-,  ö  auf  ££',  f  auf  DE\  I  auf  DE,  fi  ant D'E'. 
auf  DE  in  gerader  Linie  liegen.  Für  die  Sehne  DE  ist  schon 
der  ersten  Summer  dieses  Paragraphen  der  Berührungskreis  HJ 
Ht  dem  Berührungspunkte  A',  in  der  Linie  ßC  nachgewiesen, 
für  die  Sehne  D'E'  der  Berührungskreis  HI'  mit  dem  B©- 
ihrungspunkte  ff,'  im  Durdischnitt  von  B'C  mit  D'E"  entspricht, 
fragt  sich  jetzt,  ob  der  gcmeinscbartliche  Berrihrungskreis  der 
ihnen  DE  und  D'E'  mit  einem  dieser  Kreise  MI  und'ui'  zusam- 
«Dfällt.  Die  Vierecke  BB'CC  und  DD'EE'  liegen  so,  dass 
Paare  zugeordneter  Seiten  ein  und  dieselbe  Gerade  cf  in 
denselben  Punkten  treffen : 
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BB'  und  DD-  in  c, 
CC  and  EE'  rn  8, 
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BC-  und  DE-  i 
BC  und  D-E  i 

Da  nun  die  sechs  DurchschnittspuDkte  der  drei 
ordaeter  Seiten  eines  Vierecks  mit  einer  Geraden  eine  Ii 
bilden,  also  der  secb^te  Punkt  durch  die  fünf 
tig  bestimmt  ist,  so  folgt,  dass  von  den  dritten  Seitenpaaren 
Vierecke  entweder  beide  Seiten  die  Linie  cf  in  denselben  Pi 
ten  Hchneiden,  oder  keine  mit  einer  des  andern  Paars  ihren  Dm 
Schnittspunkt  auf  cf  hat  Sollte  also  z.  B.  der  Kreis  m  der 
meinscbaftliche  Beruh  rungskreis  der  Sehnen  DE  und  D'E'  b 
oder  sollte  K,  mit  i)  zusammenfallen,  BC  und  rf  sich  in  dem 
ben  Punkte  schneiden  wie  DE  und  cf,  so  müssten  im  Allgei 
nen  auch  B'C  und  D'E'  sich  auf  cf  schneiden  und  K^'  müi 
mit  9  zusammenfallen;  und  da  an  D'E'  in  g  nur  ein  einziger 
rübrungskreis  möglich  ist,  so  iiifisste  Itl  mit  ItJ'  znsammeDfalliE 
was  nur  in  ganz  besonderen  Fällen  stattfinden  kann.  Es  fnigt  i 
dass  im  Allgemeinen  der  gemeinschaltliche  Beruh  rungskreis  i 
Sehnen  DE  und  D'E'  nicht  mit  fli  oder  HI'  zusammenOillt,  Ai 
er  also  ein  ganz  bestimmter  und  zwar  durch  eine  der  beiden  Si 
nen  vollkommen  bestimmter  Kreis  ist,  oder,  da  A  und  A'  bd 
hige  Punkte  des  Kreises  M  sind,  dass  er  allein  vom  Kreise: 
und  gar  nicht  vom  Punkte  A  oder  A'  abhängt,  vielmehr  für  1 
Punkte  des  Kreises  HI  derselbe  ist.  Es  versteht  sich  von  seit 
dass  es  Lagen  für  den  Punkt  A  ^ibt,  bei  welchen  der  in  R( 
stehende  Kreis  mit  dem  Kreise  ]U  derselbe  ist;  und  nainenll 
ist  dies  der  Fall,  wenn  eine  der  Tangenten  AB  oder  AC,  a.  I 
AC,  durch  einen  der  Durcbschnittspunkte  der  Kreise  P  (oder  i 
geht;  es  fallen  dann  C,  E  und  beide  Berührungspunkte  der  Sehiu 
DE  ebenfalls  nach  P\  die  oben  erwähnte  Involution  wird  illus» 
riseh  und  beweist  nicht  mehr,  dass  die  Kreise  HI'  und  Öl  z 
menfallen  müssen.  Der  hier  abgeleitete  Satz  bildet  die  ErgSll< 
zung  des  Lehrsatzes  [.;    er  lautet: 

Lehrsatz  III.    Die    von    den  verschiedenen  Punkten 
Kreises  an  einen  zweiten  Kreis  gelegten  Tangenten  bestimmen  ai 
dem  ersten  Kreise  Sehnen,    welche  einen  dritten  Kreis  berQhniii 
der  zum  System  der  beiden  ersten  gehört. 

4.  Man  nehme  nun  einen  zweiten  Beslimmungskrels  M^  hin-, 
znnnd  lege  au  denselben  von  .^und^'  die,  im  Fall  derTaf.lV.FIg.C 
gleichartigen  Tangenten  AFH  und  A'F'H'.  Nach  der  zweitea, 
Nummer  dieses  Paragraphen  müssen  dann  AA' ,  DD',  HW  den- 
selben Berührungskreis  haben  und  es  müssen  die  BerübrungspanU« 
t  auf  HH'  und  bi  ebenso  in  der  Geraden  FF'  liegen,  wie  e-aaii 
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der  Geraden  BB' ,  so  daes  diese  Beruh  rang«  punkte  alihün^ig 
d  ron  den  Punkten  A  und  A'.  Wei)  aber  atil'  diese  Weise 
>'  und  ////'  den selfje II  Kreis  btTi'ihren,  8o  müssen  aucli  irgend 

Paar  andere  fjeijeoübersteheride  Seilen  des  Viereck»  DD'/t/t'. 
<  die  Seilen  />//  und  Z)*//',  einen  gemeinschartlichen  Berüli- 
gslireis  haben,  so  dass  die  Berübrun;;B punkte  auf  et  liegen. 
Berühruijgspunkte  erscheinen  demgeniäss  ebenfalls  als  ab- 
)gtg  von  den  Pnnkten  J  und  A',  und  man  küniite  meinen,  der 
iährongskreis  Sndere  sich,  nenn  einer  dieser  Punkte  seine 
auf  dem  Kreise  ^  äuderte.  Jedettfulls  bleibt  es  zivei  Tel  hallt, 
IfB  zwei  Beriihrungsk reise  hat,  ol>  der  mit  D'W  gemeinsame 
len  BerAhrungtiipuiikt  auf  der  (äeradeii  BF  oder  in  solcher 
l«  hat,    dass   seine  Verliindunpslinie   mit  A   durch  den  Uurch- 

jttspunkt  von  BH  und  UF  geht  (§.  4..  3.).  Wollte  man  aber 
[  Erstere  annehmen,  so  schnitten  sich  die  Seiten  AD  und  bc, 
r  und  bt,  DU  und  et  der  Dreiecke  ADU  und  6cl  auf  ^'erader 


ingslinii 


I  der  eiilspre- 
selben  Punkte 


id  es  müssten  daher  die 

«den  Ecken,  nämlich  Ab,  D:, 

neiden,  was  nicht  müglich  ist,  da  diese  Linien  Tangenten  dea- 

jen  Kreises  sind.     Es   bleibt  sonach  für  den  in  Hede  stehen- 

I  Berührungspunkt  nur  die  z"'eite  der  beiden  Lagen  übrig,  und 

foleti  dass  der  Berührungskreia  durch  den  Punkt  A  schon  voll- 

iinen  bestinmil  ist,  oder  da  A  irgend  ein  Pnnkt  des  Kreisest 

dass    er  durch  die  Kreise  Mi  und  W.^  vollkommen  bestimmt 

[  (Üt  alle  Punkte  A  derselbe  ist.    Hatte  man  statt  der  Tangente 

jy  die  auf  der  andern  Seile  des  niitlelpunkt»  an  den  Kreis  JU^ 

■ende    genommen    und    mit    DfJ  die   Sehne    zusammengestellt, 

lehe  diese  Tangente  mit  A'E'  auf  dem  Kreise  ^erzeugte,  oder 

|te  man  überhaupt  irgend    ein  Paar  durch   gleichartige  Tangen- 

erzengte  Sehnen  zusammengestellt,    so  näro  man  durch  ähn- 

t  Betrachtungen  zu  demselben  Beruhrungskreisc  gelangt.    Die 

ne  BE  dagegen,    nut  H'E'  oder  irgend    einer  durch  unglelch- 

äge   Tangenten   erzeugten    Sehne    zusammengestellt,    fuhrt   auf 

obigen  Wege    zu  einem   /.weiten   Berübrungsk reise,    der    ftir 

gleichartige  Tangenteo  gilt.     Somit  »väre  denn  auch  der  im  Ein- 

Dge    angeführte  Poncelet'sche  Satz,    und   znar  durch   blosse 

nnetrische  Betrachtungen,  erwiesen.  Des  Zusammenhangs  fvegea 

Blte  ich  diesen  Satz  hier  nochmals  auf. 

Lehrsatz  IV.  Legt  man  von  den  verschiedenen  Punkten 
iB  Kreises  eines  Systeme  an  jeden  von  zvrei  anderen  Kreisen 
Systems  eine  Tangente,  so  bestimmen  diese  Tangenten  auf 
1  ersten  Kreise  Sehnen,  ivelche  zwei  feste  Kreise  des  Systems 
eiühren,  und  ewat  so,  dass  alle  durch  gleichartige  Tangenten 
TheilXXIIl.  13 
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entstandenen    Sehnen    den   einen,    alle  durch  ungleich  artige  'tS 
genten  entstandeneu  den  anderen  berühren. 

Die  Anwendung  auf  eine  grüssere  Anzahl  von  Kreisen  nn| 
liegt  keiner  SchivieTi<rkeit.  Hat  man  im  Kreise  J^  irgend  z 
Polygone,  die  man  sich  leicht  ohne  Figur  vorstellen  kann  ddiI 
durch  ABCDh  und  A'B'C'D'E'  bezeichnet  seien,  so  dass  > 
und  Ä'B',  ÄC  und  BC ,  u.  s.  h.  Tangenten  sind  der  Kreise 
Wa,  u.  8.  w.,  so  »erden  auih  die  letzten  Seiten  EA,  E'A' '. 
genten  desselben  Kreises  jI/j  sein,  wenn  nur  in  Bezug  auf  gleit 
artige  oder  ungleichartige  Lage,  ßA  und  BC  für  B,  CBmiH 
för  C,  DC  und  DE  für  D  sich  ebenso  verhallen  nie  B^A'  i 
B'C-  (lir  B-,    C-B'  und   CD'  für  C",    D'C  und  DE'  für  D. 

Die  Anzahl  der  für  die  gegebenen  Kreise  müglichen  Ber 
rungskreise  der  letzten  Polygonseite  »liehst  natürlich  mit  der  k 
zahl  der  gegebenen  Kreise;  es  sind  deren  (Vir  zwei  Kreise  zw 
für  drei  vier,    für  vier  acht  und  so  fort   nach  Potenzen  von  Zwi 

Es  seien  (Taf.  V.  Fig.  7.)  die  Bestimmungskreise  wieder  i 
üf,,  M^  bezeichnet,  a,  ß,  ^,  ß'  seien  die  Einschnittspunkte  i 
Susseren  gemeinschaftlichen  Tangenten  dieser  Kreise  in  denKn 
M;  y,  S,  y' ,  3'  die  der  inneren.  Von  ß  aus  gehen  an  Jl/i  Dl 
M2  die  gleichartigen  Tangenten  ßa,,  ßa^,  welche  in  dieselbe  G 
rade  zusammenfallen  und  als  Sehne  die  Tangente  oD  in  a  erz« 
gen.  Diese  Tangente  muss  alsu  auch  eine  Tangente  des  Beif 
rungskreises  ^3  der  durch  gleichartige  Tangenten  erzeugten  Setot 
sein.  Dasselbe  gilt  für  die  in  a'  an  M  gelegte  Tangente,  so  n 
für  diejenigen,  welche  in  y  und  y'  an  M  gelegt  «erden,  da  aiH 
Syi  und  Sy^,,  sowie  5'\  und  &'S^,  gleichartige  Tangenten  der  Kc^ 
Jl/,  und  la^  für  den  Punkt  &  und  den  Punkt  &  sind.  Für  d 
Punkte  a,  a' ,  y,  y'  dagegen  sind  die  gemeinschaftlichen  Tange 
ten  der  Kreise  Uli  und  Hl.^  ungleichartig  und  es  müssen  daher  d 
in  ß,  ß',  S,  S'  an  31  gelegten  Tangenten  den  für  ungJeichait^ 
Berührung  geltenden  Kreis  berühren.  Diese  Betrachtung  M 
zunächst  zu  einem  Zusätze  zum  Lehrsatz  IV. 

Zusatz.  Die  Darchschnittspunkte  des  ersten  Kreises  n^ 
den  den  beiden  Bcstimmungskreisen  gemcinschartlichen  Tangen 
ten  sind  die  Berührungs|iunkte  seiner  gemeinschaftlichen  Tangea 
ton  mit  den  beiden  Berühningskreisen  der  erzeugten  Sehuen. 

Die  obige  Betrachtung  macht  es  aber  auch  möglich ,  alle  diest 
Sätze  von  einer  neuen  und  allgemeineren  Seite  aufzufassen.  ' 

Der  Kreis  ^3  ist  durch  den  Punkt  u  vollkommen  bestimm! 
und  bleibt  daher  derselbe,   so  lange  die  gemeinschaftlicfae  Tas 


dfeielim  BHrchschnittsiiwkte  haben. 
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Dabei 


Kreise  Mi  und  jWj,  nSmIich  die  Linie  «i«!,  den  Kreis 
iselben  Punkte  a  schneidet.  Wenn  man  also  irgend  ein 
£reise  des  Systems  construirt,  weiche  eine  gerade  Linie 
irra,  die  durch  einen  Testen l>unkt  geht,  und  von  irgend  elDeio 
des  durch  diesen  festen  Punkt  bestimmten  Kreises  des 
I  Tangenten  an  dieselben  legt,  so  bestimmen  diese  mit 
itgenannten  Kreise  Sehnen,  die  einen  festen  Kreis  berüh- 
ist  Folgendes  zu  bedenken.  Ist  die  durch  n  gehende 
ide  eine  äussere  gemeiiischariliche  Tangente  ihrer  Berührungs- 
und  Me^t  der  zweite  Einschnittspunkt  ß  ausserhalb  der 
ibninzspunkte  ai,  «2,  so  müssen  die  erzeugenden  Tangenten 
:lisrtige  sein,  ebenso  wenn  die  Linie  eine  innere  genieinschaft- 
le  Tangente  ist  und  der  zweite  Einschnittspunkt  ztiischen  den 
ruh rungsp unkten  liei^t;  In  den  andern  Fällen  musa  man  ungleich- 
ige Tangenten  nähten.  Uass  zw  jedem  festen  Durchschnitts- 
ikt  d  gemeinschaftlicher  Tangenten  ron  Kreispaaren  eines  Systenis 
b  noch  drei  andere  feste  Punkte  hinKulinden,  c',  y,  y' ,  inuel- 
>»  sich  die  nudern  geuieiuschaftlichcn  Tangenten  der  Paare 
ineiden,  ist  aus  deo  bisherigen  Betrachtnngen  klar;  man  findet 
«e  Punkte  durch  den  durch  a  gelegten  Kreis  und  durch  Gerade, 
man  fheils  der  Potenzlinie  parallel,  theils  durch  die  Punkte 
and  Q'  zieht.  Die  in  dieser  Weise  von  a  aus  gezogenen  Ge- 
en  bilden  zugleich  die  Grenzen  zwischen  gleichartigen  und  nti- 
ichartigen  Besfinimungstangenten.  Ist  nämlich  i  der  Durcli- 
nittspunkt  der  Linie  a^ti^  mit  der  Potenzlinie,  so  findet  man  die 
lübrungs punkte  u, ,  a^  durch  die  Beziehung 


u  =  »/>'  = 


iQ'. 


lange  diOf,  oder  qj3  zwischen  y  und  P'  hindurchgeht,  ist 
t^iP",  weil  es  dem  stumpfen  Winkel  iP'u  gegenüberliegt;  ff 
also  ein  äusserer  Aehnliehkeilspunkt  nnd  ß  liegt  ausserhalb  der 
rfihningspunkte ,  so  dass  die  Beslimniungstangenten  gleichartige 
n   müssen.     Geht  aß  zwischen  /"    (nder  y')   und  c'    hindurch. 


ist  iP'  >  (ff; 
jUd  ß  die  V. 
Kleichartigi 


r  Punkt  e  ist  ii 


Ige  I 


(  hat, 


Aebnlicbkeitspnnkt,  wäh- 
so  dass  die  Bestimmungstangenten 
Der  gewonnene  Lehrsatz  ist  nun: 


Legt  r 


I     Lehrsatz  V 
ßmmten  System 

1  festen  Punktes, 


an  jeden  der  beiden,  zu  einem  be- 
jerührungsk reise  Irgend  eines  Strah- 
H  «ines  festen  Punktes,  eine  Tangente  von  irgend  einem  Punkte 
Em  durch  den  festen  Punkt  bestimmten  Krei.«es,  und  zwar  so, 
jus  diese  Tangenten  in  Bezug,  auf  Gleichartigkeit  oder  Ungleicfa- 
rtigkeit  sich  ebenso  verbalten,  wie  die  in  dem  Strahle  vereinigten 
Bngeuten  für  den  sweiten  Einschnittspnnkt  des  Strahles,   so  be- 


1« 
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atimmen  diese  Tangenten  mit  dem  durch  den  festen  Punkt  t 
den  Kreise  Sehnen,  n-elche  Tangenten  sind  des  zweiten  1 
rungskreises  der  im  festen  Punkte  an  den  durch  ihn  hesti: 
Kreis  gelegten  Tangente. 

Man  nenne  die  von  einem  Punkte  A  des  durth  den  festen 
a  bestimmten  Kreines  iV  an  den  ersten  Beruh ningskreis  A 
Strahls  gelegten  Tangenten  o,  und  n^',  und  es  sei  die  na 
Bedingung  des  Lehrsatzes  zn  «i  gehiirende  drs  Kreises  iH 
des  2H-eiten  Berührungekreises  des  Strahles,  a^,  die  zu  i 
hurende  a^' \  ebenso  Z»,  and  fi,',  h^  und  6^'  für  ein  Paar  I 
rungskreise  eines  zneiten  Strahles  u  s.  \v.  Dann  werden, 
der  Punkt  A  feststeht,  auch  durch  die  anderen,  der  ßedi 
des  Satzes  nicht  entsprechenden  Tangentenpaare  n,  und  o, 
und  02.  61  und  b^' ,  b,'  und  63,  u.  s.  w.  Sehnen  erzeugt,  1 
einen  festen  Berübiungskreis  haben.  Denn  hezeichnet  m; 
Einschnittspunkte  der  Tangenten  in  den  Kreis  717  entsprc 
mit  deutschen  Buchstaben  81,  3,',  u.  s.  f.,  so  sind  nach 
eatz  V.  i1,3a,  iJ/da'.  »jSa-  33, 'XV,  u.  s.  f.  Tangenten  des 
die  Tangente  in  a  bestimmten  Kreises,  ilofla'.  ÜiÜi',  Ba^^a'' 
aber  Tangenten  des  durch  die  Tangente  in  A  bestimmten  K 
nach  Lehrsatz  I.  Betrachtet  man  also  die  Dreiecke  Ü, 
fliflj'Üi',  Si^aBa',  u.  s.  f.,  so  sind  zwei  Seiten  derselben 
genten  fester  Kreise,  also  auch  die  dritten. 

Ich  bemerke  noch  zum  Schluss  dieses  Paragraphen,  da 
Strahlen  in  der  obigen  Beziehung  d^  und  a^,  u,'  und  a,',  b 
b^,  bi  und  b^,  u.  s.  f  ein  Strahlensystem  bilden,  das  jedi 
liehigen  Kreis,  unabhängig  von  dem  Systeme,  aus  dem  das  1 
lensystera  hervorgegangen,  in  Sehnen  schneidet,  die  Tauj 
eines  zweiten  Kreises  sind ,  wenn  der  Mittelpunkt  A  dieses  \ 
leosyslems  in  irgend  einen  Punkt  des  ürafangs  des  Kreist 
legt  wird.  Denn  die  zu  den  Winkeln  des  Strablensysten 
Peripheriewinkeln  gehörenden  Sehnen  haben  unter  einander  I 
dasselbe  Verhältniss,  welches  auch  der  Kreis  sei,  und  di 
saramiheit  dieser  Sehnen  fiir  irgend  einen  Kreis  ist  der  Gesi 
heit  derselben  für  den  Kreis  31  ähnlich. 


§.  10. 
Die  Gleichung  zwischen  den  Radien  und  Mittelpni 
entfernungen. 

•  <       L     Die   Ableitung    der   Gleichung,    die    sich    schon    in 
und  %.  8.  ergeben  hat,    ist  nun.    oachdem   die  geometrische 
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mgen  des  §.  9.  vorausgegangen»  auf  einfachere  Art  mOglich. 
ann  irgend  einen  besonderen  Fall  zu  Grunde  legen,  z.  B. 
ass  der  Ausgangspunkt  der  bestimmenden  Tangenten  einer 
meinschafUichen  Punkte  des  Systems,  oder  den,  dass  der- 
;iner  der  in  der  Centrale  befindlichen  Punkte  des  Kreises 
Zu  der  einfachsten  Art  aber  fuhrt  der  Zusatz  zum  Lehr- 
^  des  vorigen  Paragraphen.  Die  Tangente  in  a  (Taf.  V. 
I,  deren  zweiter  Beruhrungskreis  X)  zum  Berührungspunkte 
;faneide  die  Potenzlinie  in  n;  aK  liege  zwischen  der  Cen* 
i  und  der  gemeinschaftlichen  Tangente  der  Kreise  Mi  ubi' 
enkrecht  auf  dieser,  die  Senkrechte  von  et  auf  die  Potent* 
ii  gleich  X.    Es  ist  dann 

nach  der   eingeführten  Bezeichnung  MMi=::qi,  MIM^=:q%j 
'  r^,   MiOi  =  Tx ,    Ma = r  gesetzt : 


\r2gxx  +  XT'Iq^x 

v^  +  v^ 

it  nun  U7I  auf  crilf ,  ai  auf  o£,  »i;  auf  MK  senkrecht,  so  dass 

Dr.  airi  ^^^  ^^-  ccKM 

ai:arj=:  ccK :  aM, 
ist 

IM^  durch  q^  bezeichnet, 

ad'  =  V2y^. 
[nkt  h  ist  die  Mitte  von  ctio^y  und  es  ist 

velche  Werthe  die  Proportion  übergeht  in 


'ifuiädi:  TJeier  irretse,  welche 

■■(Vf,-V^) 


Mao  übeTzeu(;t  eicli  leicht,    dass  diese  Gleiclinng  gilt," 
die  an  M^  und  Mt^  gelegten  Tanf;enten  gleichartig  sind,  uad  dl 
sie  für  ungleichartige  Tangenten  ütjergeht  in 

Mittelst  des  Stewart'schen  Satzes,  nach  welchem 
gehen  die  Gleichungen  (1)  und  (2)  über  m 


-?i?a 


-'/i?a 


;  letzteren  Formen  ranss   man  wählen,    wenn  die  b 
gegebenen    Kreise    in    einen  zusammenfallen,    9a=9i    wird.    Fl 
gleichartige  Tangenten   fällt   der  Kreis  M^  mit  M  zusammen  u 

Für  ungleichartige  erhält  man: 

Ist  für  diesen  Fall  der  Gleichheit  von  q^  und  ji  der  Kreis  A 
gegeben,    so  gibt  es   zwei  Kreise  M^^,   deren  einer  die  Linie  ofl 
in  P,  deren  anderer  die  Linie  oQ  in  Q  berührt,  wenn  a  wie  Um 
her   den    Berührungspunkt  der    gemeinschaftlichen    Taitgente  deti 
Kreise  M  und  Afj  bedeutet ;    denn  (Lebrs.  V.)  nor  (lir  die  Strah« 


dtoMitoi  Durch$chniiUpunlU€  Aaöen.  lU 

^  aQ  falleo  die  beiden  Bestimmongskreise,  welche  die 
D  des  Punktes  a  berühren  müssen,    in   einen  zusammen. 

s  den  obigen  Gleichungen  (1)  und  (2)  überzeugt  man  sich 
^enn  man  nicht  geometrische  Betrachtungen  vorzieht,  dass 
uhrungen  entweder  für  alle  Ecken  des  dem  Kreise  M  ein* 
ebenen  Dreiecks  ungleichartig,  oder  för  zwei  Ecken  gleich- 
Ir  die  dritte  ungleichartig  sind,  indem  die  Gleichungen  nur 
öden  zwei  Weisen  neben  einander  bestehen   können ,  ent- 

n  V  92^8  —  »'«  V  qiq^^riq^—qi), 
ri  V^q^2  -  »'s  ^qi92  =  »"(^s  — 7a)» 

»•aVfi^«— raV^i73  =  »'(9a"-78)- 

;  den  Gleichungen  (1)  und  (3)  gewinnt  man  durch  Elimi- 
^on  r^  (oder  Vi)  noch  eine  neue  Form: 


(2)  und  (4)  erhält  man  dieselbe  Gleichung. 


(5) 


Der  durch  diese  Gleichungen  ausgedruckte  Zusammenhang 
n  den  Berührungskreisen  der  Sehnen  eines  Kreises  fuhrt 
»«neuen  selbständigen  Beweise  des  Lehrsatzes  IV.  Es 
;h  nämlich  die  aligemeine  Gültigkeit  der  Gleichungen  leicht 
,  wenn  dieselbe  für  einen  einzigen  besondern  Fall  erwie- 
Um  die  Untersuchung  von  der  Realität  oder  Unraüglich- 
gemeinschaftlichen  Tangenten  oder  der  Durchschnittspunkte 
lise  unabhängig  zu  machen,  wähle  ich  den  Endpunkt  G 
.  Fig.  8.)  des  in  der  Centrale  liegenden  Durchmessers  GH 
lises  M.  Von  G  gehen  an  die  Kreise  Mi  und  Mq  die 
tigen  Tangenten  GaA,  GffB;  Ai  und  Bi  sind  die  Pro* 
n  der  Punkte  A  und  B  auf  OM,  Es  ist  dann,  die  Radien 
telpunktsentferpungen  wie  bisher  bezeichnet,  und  OM=m 

GA:GH=Ga:GJUi, 
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folglich 


ebenso 


Ga  =  V^29i .  GÖ=V^29i.(r  +  m), 


g,^^2rV^2y^(rHhm) 
i^  +  Vi 


r  +  ^'a 


Wählt  man  för  JiB  den  hier   allein   zulässigen  Berührung 
M^,  dessen  Berührungspunkt  zwischen  A  und  B  liegt,  so 


Ferner  ist 


folglich 


ebenso 


ABz=zy/^q^.OAi  +  V  2^3 .  O^. 

^a  =  V^2^i .  0^1 , 
AaiGazuHMiiGMi, 

Aa=Ga^-^^^\ 

Vag;; = V7+^  .'^^• 


7a 
Für  HA  und  ^i?  findet  man 

HAiMia  =  HG.M^G, 

HA  =  ^^^ 

und  ebenso 

HB       ^^'"^ 


Mach  dem  ptoiemäischen  Satze  ist 

AB.GH+AG.HB=BG.AH, 


dieselben  DurchtchnttUpuTÜtte  Haben. 
hier  die  gefuodeuen  Werthe  «iosetzt: 


\r  +  9,      r  +  54/  r+9i  'r  +  ^a 

2rV"'Jya(r  +  ^   Jrr^ 
'■  +  7a         '»■  +  91 ' 

ifae  Gleichung  sich  leicht  auf  die  Gleichung  (3)  der  rorigen 
hunmer  zurückCühren    lägst.     HSfte   man  ein  Paar  ungleichartige 

tigenteo  GbB  und  Ga'A'  gewählt,  so  vrfirde  man  zu  der  Glei- 
ng  (4)  gelangt  sein.  Die  Gleichungen  der  vorigen  Nummer 
nd  also  für  den  Berillirungskreis  einer  Sehne  eririesen,  welche 
irch  Tangenleu  entsteht,  die  von  G  ausgehen;  und  zwar  ist  zu 
eroerken ,  dass  für  eine  durch  gleichartige  Tangenten  von  G  aus 
Itstandene  Sehne  das  ^3  kleiner  ist,  uls  das  zu  ungleichartigen 
kugenten  gehörende,  vFOvon  man  sich  augenblicklich  durch  die 
Ueichungen  ü  herz  engt. 

Es  muss  nun  gezeigt  werden,  dass  tvenn  die  Endpunkte  einer 
lehne  ^fi  mit  G  verhunden  werden,  die  Gleichungen  nicht  nur 
nr  AufGndung  des  Beriihrungskrcises  der  Sehne  AB,  aus  denen 
ton  GA  und  GB,  sondern  auch  zur  Aufändung  eines  dieser  letz- 
leren aas  den  beiden  anderen  dienen,  oder  dass  sie  überhaupt 
gBltig  sind,  wenn  nur  eine  £cke  des  Dreiecks  in  0  liegt. 

Da  von  A  an  den  Kreis  M^  noch  eine  Tangente  geht,  ausser 
4B,  die  man  sich  unter  A'S  vorstelle,  so  gibt  es  auch  ausser  GB 
Boch  eine  zweite  GB,  welche  mit  GA  den  Kreis  IO3  hervorbringt. 
Der  zu  dieser  Sehne  CB  gehilrende  Beriibrungskreis,  derjenige 
■alfirlich,  dessen  Berührungspunkt  zwischen  G  und  B  liegt,  habe 
Iden  Mittelpunkt  Itls,  und  es  sei  jVlHa^q^.  Da  B  auf  dem  Bogen 
tnischen  A  und  G  liegen  muss,  so  ist,  übereinstimmend  mit  der 
Bemerkung  über  gleichartige  und  ungleichartige  Tangenten, 

I2  <  Vi- 
km  den  Gleichungen  (1)  und  (3) 

(ri  V^i— r^  Vvi)  ./=  V^  (r"— ViQ'i) 

a 

nd  üa  nach  dem  Stewart'schen  Satze 


i.-vN 


'■'■(?i-</s)+''i'-9»— V-ffi^yi.jsC?!— ?.), 
'■i'^s— ra*?!  =(93  — yilC'*— 7i?3)- 
uod  die  vurige  Gleichung  eich  umrormeo  lässt  in 

2tt,  Vya93  =  r»Cv3— y,)  +  9a(r*— },y,). 
Go  ergibt  sich,  weno  man  r^ — q^g^  eliroinirt: 

'irr,  VyaYa  (7b— ?i'  —  '"''(js  "  ?i)^  +  9a(n'9»  —  '■g"^,), 
,  j        ''(?»  —  Vi)"  -  -»^i  ^ffaS's  f?»  —  9i)  +  '■i''9'i?3  ='-3*91  ff«i 

:.,  ^^^=. 

oder,  da  fi  >9g: 


U-Ji) 


welche  Werthe  sich  ihrer  Grüsse  gemäss  so  * 


I 


Ttbeilen,  dass 


_        r(q,  —  Va)  ^ 


Das  Voneeicben  —  im  Werthe  von  V"qa,  welches  übrigem 
anf  «lg  selbst  keinen  EinfloRs  hat,  kommt  daher,  dass  man  von 
einer  Gleichung  ausgegangen  ist,  in  welcher  ya^^i  war,  wät 
rend  q2<fi,  ao  dasg  Tür  q^  «nd  das  zugehörige  r^  die  Uiffereui 
riV^a— TjV^  hätte  umgestellt  und  in  rgV^ — r-jV^ verwan- 
delt werden  müssen. 

Nachdem  nun  die  Gültiglteit  der  Gleichungen  (\)  bis  (4)  fSt 
Dreiecke  nachgewiesen  ist,  die  eine  Ecke  in  G  haben,  fehlt  noch 
der  Beweis  der  allgenieinen  Gültigkeit.  Man  nehme  ein  helielN- 
ges  Dreieck  ABC  und  verbinde  dessen  Ecken  mit  G  und  denke 
eich  dann  die  BerOhrungs kreise  der  sechs  entstandenen  Sebneui 
deren  Berührungspunkte  alle  zivischen  den  Endpunkten  der  SA- 
wen  liegen  mügen.  Der  Berührungskreis  von  GA  sei  jlf,,  tob 
GJB  —  M^,    von    GC—M^,yiaa  dB—M^.    yon    f^tj-Jj 
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BC  —  M^.    Man  hat  dann  mit  Berflcksicktigong  der  Art  der  Be- 
rühnuig  fiür  das  Dreieck  CBGi 


^^ 


Ar  das  Dreieck  CAG: 


Vft^       9i-9a      ^n\rgl—ri\%, 


fiftlglich 


^2— Vft  ^ 


^-9i9^ 
^5  V92— r2  Vy5 


•der 


(ya-*ft)(i^-yi94)=(»'5V5^  +  ra^9r5)(r4V^-rjV^, 
(fi'i  —  ?4)  (»^—  ^2^5)  =  (»"ft  V«^— ra  V^)  (r4  V^  +ri  V^. 
Nun  ist 

=  (92—91)  (»*-949ö)  —  (Vö  — 94)  (»^—9192). 

(r*  V9i+raV9r)(»'4V"9r-ri  V9i)-(r5  V9i-raV^)(r4  V^+n  V^ 

=  (»-ö  V^i+r^  V^) (ra  V^  —  ri  V^) 

-(r5  V^-r4V^)(raV^  +ri  V^, 
MgBch 

(92—  9i)  i^—  94%)  —  (96—94)  (»^ — 9192) 
=(r6V^+r4  V^)(r«\^-ri  V^ 

Zigleicb  ist  9  wegen  des  Dreiecks  ABG: 

«         .    -(^l^^+^2^9i^)V^ 

9a— 9i== ;;: ^» 

rjV^— raV9i= ^~ — -' 


J 


196  Ouidde:   Ueder  KreiH,  ¥f$M^: 

und  nach. dem  SteivartUchen  Satxe: 

wodurch  die  Gleichung  übergeht  in 

(r,  ^fi+ri»  V:^)  (r«- 94?6)  ~ -- (7»  -  ?4) (»*-9l92) 

(96 — ^4)  (^4^6  ~y^)  (^2  v^  -f  n  v^^) 

,         ^6  V^?4  +  »-4  Vy^ 

oder 


+ ('•»-94%)  (»-i  VT» +>•.  V?;)i 

oder 

wie  es  für  das  Dreieck  ABC  sein  muss. 

.■  • .         §.11. '■■■'■■  ■ 

Coordinatenwerthe-   für    Sehnen,    welche    einen    Kreis 

berühren. 


Die  Sehne  AB  des  Kreises  M  werde  vom  Kreise  Mi  in  D 
berührt,  die  Projectionen  der  Punkte  A,  B,  D  auf  die  Centrale 
seien  Ai,  Bi,  />| ;  G Cr j  und  HHi  seien  Senkrechte  von  den  End- 
punkten G,  H  des  Durchmessers  GH  auf  AB.  Setze  wie  bis- 
her OM=m,  OMi^mi,  MM^^^ifi,  MP=r,  JI§iP=zti,  ferner 
AAi^yi,  OAi=^Xi,  BBi^y^y  OBi=:x^, 

Dass 

ya*=(»'+w»— ÄTa)  (r— m  +  ^a)  3 

ist  bekannt« 
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l^eil  die  PeripherieMnkel  über  NB  an  A  uod  G,  so  wie  die 
fiber  AG  an  B  und  H  u.  s.  w.  gleich,  sind,  so  hat  mau  folgende 
Shnliche  Dreiecke: 

AHAiCs:^GBGi, 

HAHiCK^BGBi, 

BHBiCK^GAGi, 

BBBiCKDAGAr, 
also  r  ^ 

HAi:HA  =  ßGi:BG, 

HA:H^A^BG:BiG 

u.  - s#    w. 

L  IRToraus  man  durch  Multiplication  erhält: 

HAi:HiA=:BGi:BiG, 
'  -ifeiid  da 

HiA=G^B, 

BiB=GiA, 

weil  ein  Perpendikel  von  M  auf  ^ß  sowohl  AB  als  Gi/fi    hal- 

Lbirt,  so  ist 

f  ■.■-..».■ 

H^A^=G^B^ 

=  HAi ,  GBl , 

woraus  sich   die  Gleichungen  ergeben : 

HiA^=GiB^=(r-m  +  a:i)(r  +  m—a:2), 
HiB^=GiA^=z(r—m  +  a:2)(r  +  m—a:i), 

Man  bat  ferner  die  Proportion 

HHi:HA  =  BBi:BG, 
GGxiGB=AA^:AH, 

woraus 9   mit  Benutzung  der  Beziehungen, 

HA'^  =  HAi .  GH, 
BG^=GBi,GH, 
AAi^=HAi.GAi, 
BBi^z=HBi.GBi 

erhalten  wird: 


[ 


(2) 


Qutadt:    Veber  Krem.  mtMm 


FQr  dj«  drei  Parallelen  ////,,  GG,,  ]a,D  ist 

flfl,  —  GG, : //G  =  jtfiö— GG, :  GJlfi 

oder 

HHi.G]ai  +  GGt.H!ai  =  JaiD.HG,   ...    (4) 

eine  Gleichung,  die  als  allgemein  geltend  betrachtet  werden  kam 
wenn  man  beim  Üeber^ange  von  flli  üut  Hie  andere  Seite  d(| 
Punktes  //,  die  Grösse  HMi  als  negativ  in  Rechnung  bringt  um 
ebenso  jedes  Perpendikel  negativ  nimmt,  das  nach  der  : 
Seite  der  Linie  IJG  hin  gerichtet  ist:  jenes  ist  der  Fall, 
man  den  zweiten  B e ruh rungs kreis  der  Linie  AB  betrachtet,  die- 
Bes,  wenn  AB  die  Strecke  G// schneidet.  Mittelst  der  Gleichi 
gen  (3)  erhalt  man  aus  (4): 


(5) 


(>-+Vi)Vli^ 


ähi 


Ut  Att\\AjBi, 


her  Weise 
BBi  —  AAy :  AB  =  DD,  -  AA, :  AD. 
BB,.AD  +  AAi.BD-DDi.AB. 
■t 
Dr.  ABa^^jDMiDi, 


da  die  Seiten  des  einen   dieser  Dreiecke  au 
senkrecht  stehen;   und  es  verhält  sich: 

Aa.AB  =  DDi:D3ti 


Tolglich,    wenn  m 
BBi  =  ji  setzt : 


AiB^:AB=DDi:DJa,, 

n  AD=^/'i^^.   BD=i* 


TiiXi-X^^zV^qtX^.yi  +  y/^qtx^.y^. 


Ä 
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AB=iAD  +  BD 

8t  safolge  der  GleichnngeD  (2): 

andere  Gleichung  findet  sich  noch  ans  der  Proportion: 
iHiiGH^zAißiiAB 


2|i  

-7==(Va:i  -  Va:a)=  V(r--w+a:i)(r+iii-a!i)  f 
V29i  \     (8) 


+  V^(r— iw  +  0:2)  (r  +  /»  —  a:i). 


(Welche  Zeichenänderungen  in  diesen  Gleichungen  fär  beson- 
Fälle  nothwendig  sind,  ist  leicht  zu  sehen.  Ich  will  nur 
zeigen 9  wie  dieselben  sich  zum  Beweise  des  Lehrsatzes  IV. 
tzen  lassen.  Nimmt  man  in  Taf.  IV.  Fii;.  9.  zu  den  Punkten 
id  ß  noch  den  Punkt  C  hinzu  und  denkt  sieh  die  Berührungs* 
e  M2  rSr  AC,  M^  für  Bd  so,  dass  die  Berührungspunkte 
ien  Sehnen  selbst  liegen,  so  gelten  die  obigen  Gleichungen 
iCi  wenn  man  x^^  y^  mit  den  Coordinaten  x^,  y^  von  C,  qx 
729  Tx  mit  r^  vertauscht,  für  CB ,  wenn  man  ^T],  yx  mit^Ts,  ^3, 
die  Constanten  des  Kreises  Mx  mit  denen  des  Kreises  J#3 
nscht.  Man  findet  dann  aus  (7)  und  (8)  durch  Addition  und 
raction : 

2  V  (r  —  m  +  j:|)  (r  -|-  wi  —  x^i 
2  V  (r — m  +  jTa)  (»*  +  wi  —  Xx) 


300  Ouidde:    üeber  KreUe,  weiche 

Ebenso: 

2  V(r  --m^x{)  (r  +  »»—0:3) 

und  durch  Division: 


V^r  +  m— arg      V^x     V^^(»*  +  9^2)— V^fr— ^a)' 
woraus  man  findet: 

und  wenn  man  diese  Werthe   einander  gleichsetzt  und  die  Pro- 
ducte  bildet: 
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dtettttt»  DurekHlMtt$punUe  haben. 
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^^ihUdde;    DeÖer  Urttte,  toeleh« 


zr.'iUiz 


d'iiUirt  hat 


nod.    nacbdem  man  mit  V^{i,tt,- 

welches  die  Glerchung  (5)  des  vorigen  Paragraphen  ist. 

S.  12. 

Die   VerbindungeliniftH    der   Berührungapankte. 

Von   einem    Punkte    A    (Taf.  V.  Flg.  10.),    den    man    sich  i 

einem  Kreise  M  eines  Systems  denkeri  mag,  gehen  an  die  Kreli  * 

J)/i  vtid  !^2  ^'^  Tangenten  ABt  und  ABq;    man  verhinde  di«  Bi  i 

rßhruiigspunkte  und  lalle  auf  die  Verbind ungt^linie  die  Seokred  ' 

ten  AA',   il/,i>, ,  M^Ofi,   nelche  letzteren  heide  auf  den  Tango  ^ 
ten  die  Punkte  Q,    Cj  bestim 


AB,:AA=C,B,:C,D„ 

AB,.AA=C,B,:C\D,; 

folglich 

''«.•^*.  =  tt^§t- 

Nun  ist 

CtB,       »,Ba 

C,Bi     m.B,.                        ] 

CB,  TD.B,  ' 

also,  wenn  man  der  leichteren  Uebersicht  we^en  die  Tau 

mit  (,,  1, 
Bind,   mit 

die  entstehenden  Sehnen,   deren  Hälften  Ä,/), 
j, ,  (I  bezeichnet : 

>•■'■=?/',■ 

»der 

f,:l,=rA;i-,(, 

=  '-sV^:'-iV^- 

Man  hat 

somit  den  Sata: 

J^eknaii.  Gehen  von  den  Punkten  eine«  Kreises  einei 
Systems  an  z"ei  andere  Tangenlen,  so  werden  diese  letzteren 
Kreise  durch  die  Verbindungslinien  der  Benihrnngspunkte  so  ge- 
echnltten,,  dass  die  entslelienden  Sehneo  ein  festes  Verhältnis! 
hahaOt  und  zwax  ist  das  Verhältnias  der  Sehoen  xuBammengesetit 


d 


iHaeUen  Burektchitimpunitu  äaten.  (08 

n  VerhällntaB  der  Radien  und    dem    Verhültni«»   der  Tan- 
weiche«  letztere  gleich  der  Quadratwurzel  aus  dem  Po- 
erfaällniss,  oder  aus  dem  Verhälliiiss  der  EatferDungen  dar 
likte  von  dem  des  ersten  Kreises  Ul. 
rzn  fuge  ich  noch  den 

innlz.  Alle  Ceraden.  welche  zwei  Kreise  unter  einem 
ehneuTerhültniss  schneiden,  sind  Tangenten  eines  Kegel- 
der  die  gemeinschaftlichen  Tangenten  der  Kreise  b<y 
nd  umgekehrt,  die  Tarigenteii  eines  die  gemeinachartlichen 
cn  zweier  Krvise  Iterührenden  Kegelschnitts  schneiden  die 
lo,  dass  die  entstehenden  Sehnen  ein  bestiüimtes  Ver- 
hallen nnd  die  in  den  Durchschnltlspunkten  an  die  Kreise 

Tangenten  sich  auf  einem  Kreise  des,  durch  die  beiden 
20  bestimmten,    Systems  schneiden. 

st  zuerst  klar,  dass  die  Diirchschnittspunkte  der  inneren 
ihaftlichen  Tangenten  mit  den  äusseren  auf  einem  Kreise 
welcher  die  Verbindungslinie  JHiM^  der  beiden  Mittel- 
ium    Ourchmeeser    hat.      Denn  sind  £,  /',  £',  F'  diese 

so  dass  EE' .  Fi-'  die  inneren  gemeinKchiif'llichen  Tan- 
ind ,  so  wird  duri-h  die  Gerade  JtJ^F  z.  B.  der  eine,  durch 
r  andere  der  beiden  iVeben"inkel  halbirt,  welche  durcb 
immentreffen  der  inneren  Tangente  FF'  mit  der  äusseren 

Punkte  /''entstehen,  und  es  stehen  daher  J/^F  und  ^iF 
■der  senkrecht,  wnraus  die  Lag«  des  Punktes  F,  sowie 
ren  genannten  Punkte,  auf  dem  bezeichneten  Kreise  Tolgt. 

den  Endjiunkfen  des  Durchmessers,  if/^  und  ^,,  auf  die 
Egefalllen  Per|ien(1ikel,  oder  die  Hadien  r^,  r|,  sind,  wenn 
«e,  in  denen  FE'  und  EF'  die  Centrale  M^M^  schnei- 
T,  was  dassellie  ist,  die  Fiiss|>uiikte  der  auf  diese  gefall* 
Techten  mit  P  unil  Q  bezeichnet  «rerden  (in  den  Friiberen 
hen  P'  und  Q'),  die  mittleren  Proportionalen  zwischen 
1  Jd^Q,  M,P  und  JHiQ.  was  im  vorigen  Paragraphen 
I  )et.     Man  hat  also 

U^a  eine  iSenkrechtc  auf  ^/^ü/,  bis  zum  Einschnitt  in  die 
B,Bi,    die  FE'  und  EF'  in  H  ntid  C  trifft,    so  hat  man 
chung  (4)  des  vorigen  Paragraphen  gemäss): 
M^6.PQ-\^PC.!a^Q  =  QH.nir,P. 
da  M^i  auf  QP,  JB^D^  auf  HG  senkrecht  steht: 


ituiäde:    Veäer  breite,  welche 


folglich,  wenn  man  M-^D^,  als  der 
benen  BerübrungKltreiges  der  Lii]i< 
M^Di  mit  pj  beKeichnct, 


Radius  des  am  M^  beschrj 
BiB^,    mit   ^3,    und  eben 


Pi-  CU^  QU.  M^P—  PG .  flt^Q 


und  ebenso 


nAi 


Q, .  Gn=PG.M,Q—QH.  MiP. 
Für  die  halben  Sehnen  Bg,lJ^  und  j&,/>,    hat  man 

und  wenn  man  für  Tj,  p™.  r, ,  p,  die  gefundenen  Anf 
Wendung  bringt: 

CH^.B^n.^^^Gm.\i^^=Gmja^P.M.fi-{QH.!\l^P~PGHlt^ 
GH^.B^D^•^=GII'^.Ui^^Gm.M^P.!\l^Q-{PG.!a^Q-QJ^.M^P\ 

gJeo  filr  das  Sehnenverhältniss: 

s^^  _  GtP.!\hP.M^Q-{Qn.M^P-PG.M^Q)* 
s,^"  Gm.IHiP.MiQ-iPG.JUtQ  —  Qa.MiP)^' 

Es  ist  aber 

G//a  ^  pip  -(-  (QU-  PG)^,  ' 

PQi={nJ^P~MiQ)  (3Ji  Q—M,  1^ 

=3I^P.ia^Q  +  Jff3Q.JfJ,P—3t.iP.jViP—!a^Q.nj,Q 
=Hi^P]aiQ—-2VJH^P.  111,0.  At^Q.!H,P+3I^Q.!HiP 
—MaP.lifiP  +  ^'^^ifKf-^iQJ^-IfUQ.^liQ 


=[\nS^PJflJi-  V  ßhQ  J"i P)^-IVJH^P. 3t, P-'sfM^Q.Mi <1 
und  da 


Uff  ist 


P(P=(yM^P.M\Q-Sf]»^Q.M,P)^—(PE-QF)*. 


GB^=  (Vl/a/^.  M,  Q~\^M^Q.MiP)''+  {QU~PG)^~{PE—Qi 

= ( y/Hi^lihQ — VahQ.M^pf' 

-(QF+QH—PE-PG)(QF~Qa~PE  +  PG) 

=(y/'JU^P.iV,Q -  VM^M^P)^ -  {HE'  - GF')  (HF—  G. 


und 


A 


dui*U«m  BuretuMtapiMjUt  iatak 


SOS 


B*.jr,(>.jr,«=(ViK,p.jH,o.jH,p.jf,s 

—  1H,P.I«,Q.(HE'-GF')I,HF—GE) 
={»»*>.  «F—J»,Q.P£)» 
— JtfiP.Ar,Q.(flE'-CF')(flf— G£), 
I  ihnlldier  Weise: 

efl«.Jf,P.»i«=(«ie.''£— »iPOF)* 
—  «,P.ilf,Q.(fl£'— GF')(HF— 6£). 
tednigt  naB  die  ersten  Glieder  dieser  Ansdrflcke  mit  den  tirei- 
n  Im  Zählet  nnd  Nenner  des  Ausdrucics  für  -^^  f  so  Itommt: 


n 

I 


I  I 

515 


ja 
1"  r 


Öls 


II    II 


h  3 


.*  Ä 


S 

S 
51 

s 

7 

•o 
5 
I 

I 

■0 
S 


20S  Quidde:  üeber  Kreise,  welche  dieselben  BureksekHÜUpunkte  haben,   f 


woraus  man  sieht,  dass  das  Sehnenverhfiltniss  der  Kreise  üfi 
Jft  Yon   dem  Verhältniss  der  Producte  HE*. HF  und   GE.GF\ 

oder  von  dem  Verbältniss  der  Potenzen  der  Punkte  H  und  G  iaj 
Bezug  auf  den  Kreis,  der  Mi3I^  zum  Durchmesser  hat,  abhängt] 
und  das  eine  dieser  Verhältnisse  unverändert  bleibt ,  so  lange  daf] 
andere  seinen  Werth  behält. 

Der  Beweis,    dass   die  Tangenten    eines  Kegelschnitts,  de 
EE',  FF*,  EF,  E'F*  berührt,  die  Kreise  M^  und  M^  unter  dei 
selben  Sehnenverhältniss  schneiden ,   hat  nun  keine  Schwierig^ 
mehr.     Durch  die  Tangente  B^B^,   welche  E'F'  in  a',   JEF  io 
schneide y   ist  der  Kegelschnitt  bestimmt,    und  schneidet  eia^ 
dere  Tangente  desselben  E'F*  in  1^',   EF  in  16,   so  muss: 

a'E*  h^*  _aE^^ 
a'F' '  b*F*  •"  dF  '  bF ' 

a*E   aE_h^  iE^ 
a*F*  •  aF  ^  h'F* '  bF ' 


oder  es  muss  der  Ausdruck 


a*E' .  aE 
a'F* '  aF 


coDstant  sein.    Es  Ist  aber 


a'E* 


tLy 


a'Jh 


HE* 
GF*' 


aEGE 
aF"-  HF' 

a*E*  aE _HE*.HF 
aF'aF--  GF*.GE* 

HE'  .HF 

und  durch  das  Verbältniss  f^p*  pw  >st  ^^^  Sehnenverbältniss  der 

Kreise  M^  und  Mi  bestimmt. 


ermmmrt:   ataumui-e  BetOmmtaifi  des  InAaia  der  Fäutr.   VXt 


vni. 

neotare  Bestimmung  des  Inhalts  der  Fässer.  ' 


dem     Herausgeber. 


Einleitung. 

Im  Archiv.  Thl.  XX.  Nr.  XVII.  S.3U1.  habe  ich  eine  Ab- 
idinng:  „Üeber  den  Inhalt  der  Fässer"  geliefert,  in  wel- 
et  ich  mittelst  der  Integralrechnung  die  genaue  Formel  zur  Be- 
romung  des  Inhalts  der  Fasser  entivickelt  und  aus  derselben 
die  Praxis  zweckmässige  INäheriingsfornieln,  insbesondere  auch 
berühmte  Lambert'sche  Fassregel,  abgeleitet,  zugleich 
er  auch  auf  die  Verbesserungen  hingctviesen  habe,  deren  die 
ziere  Kegel  noch  bedürrti!>  sein  niOthte.  Wegen  der  ungemei- 
prafetischen  Wichtigkeit  der  Lambert'schen  Fassregel 
be  ich  mich,  im  Interesse  des  stereometrischen  Elementar-Cn- 
Tichts,  neuerlichst  viellach  bpmiiht,  eine  mliglicbst  einfache  ele- 
intare  Entirickelung  dieser  ii  ichtigen  Regel  xn  finden.  Je  frucht- 
rer  meine  in  dieser  Beziehnng  angestellten  Versuche  aulanglicb 
desto  angenehmer  iTurde  ich  überrascht,  als  es  mir  gaus 
•.m  gelang,  eine  Enln'ickelung  nicht  bloss  der  in  Rede 
Regel,  sondern  selbst  auch  Ihrer  noihwendigen  Ver- 
zo  finden,  welche  ich  für  so  ungemein  einfach,  ele- 
allgeniein  instnicliv  halte,  dass  ich  keinen  .<\iistand 
tme,  dieselbe  zu  d.'r  allgemeinen  Aufnahme  in  den  stereome- 
ichen  Elementar- Unterricht  dringend  zu  empfehlen,  ganz  vor- 
;lith  und  vor  allen  Dingen  auf  eine  mehr  pruktische  Richtung 
fulgcnden  Lehranstalten,  also  auf  allen  sogenannten  hüheren 
irgerschulen ,  Realschulen,  Gewerbesciiulen,  u.  s.  w.  Auch  leugne 
nicht,  dass  mir  die  ganz  zufällige  Aultindung  dieser  Darslel- 
[stveiee,  so  einfach  die  Sache  auch  an  sich  ist,    eben  deshalb 


iMk 
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viele  Freude  (;emacht  hat,  unil  dnss  ich  sehr  ndiiscbe,  durcl 
selbe  Etwas  zur  Vervollständiguiig  uiiil  Verbessernng  des  8 
luetrisL'hen ,  und  somit  des  geometrischen  Uuterrichts  übetl 
auf  den  genannten  Lehranstalten  beizutragen.  Möge  diese 
lerricht,  bei  völlig  strenger  Ihcnretiscber  Grund 
immer  mehr  und  mehr  eine  Richtung  auf  das  wirklich  pra 
Änivendbare  nehmen,  und  die  Kräfte  der  Schüler  nicht  durc! 
Menge  oft  ziemlich  unni'itzer,  wenn  auch  rein  iTiseenschaniii 
(veilen  keineswegs  nnlnteresganter,  geometrischer  Sätze  und 
eben,  und  meist  eben  so  unnützer  geometrischer  Construcl 
die  Jeder,  wer  nur  etwas  mathematischen  (iei^t  besittl,  sieb 
in  unendlicher  Menge  ausdenken  kann,  zersplittern  und  erit 
Mugeman  sich  versichert  halten,  dass  auf  dem  erateren  Wege,  - 
•mer,  naMich  nicht  genug  wiederholen  kann,  bei  grüsster-Sti 
der  Wissenschaft  lieben  Darstellung,  und  ununterbn 
ner,  vorzugsweise  auf  das  Praktische  gerichtete 
bung  in  der  Auflösung  recht  vieler  dahin  zielendei 
gaben,  —  die  Stählung  der  geistigen  Kraft,  iin  Allgemelni 
tüchtige  Vorbereitung  für  den  künnigen  praktischen  Beruf,  die  I 
ungdes  Interessesanderrelnen  Wissenschaft  u.  s.w.  im  Ailgen 
sicherer  und  schneller  erreicht  und  erzielt  m  ird,  als  auf  dem  leti 
welcher  nur  zu  lei<;hl  Ermüdung  und  üeberdruss,  namentlich  bei  I 
gen  praktischen  Naturen,  herlicllührt.  Nur  erst,  n'enn  man  allg 
den  ersteren  Weg  zu  betreten  «ich  entschliesst,  ivird  aufm 
ßeal-^bnd  höheren  Bürgerschulen  der  mathematische  Unt« 
wahrhafte  Fruchte  tragen;  aber  freilicb  gehören  daza  aupb 
tüchtige  Lehrer,  weil  gewiss  nur  der  Lehrer,  welcher  selbst  dun 
durch  Mathematiker  ist,  fruchtreiche,  geistig  anregende  praktiscl 
Wendungen  zu  machen  und  zu  denselben  seine  Schüler  siel 
führen  fähig  ist;  und  ausserdem  ist,  nenn  der  in  Rede  ste 
Weg  glücklich  betreten  werden  j^oII  ,  jedenfalls  eine  Iheilwei^ 
gestallung  der  Wissenschaft  nöthig,  indem  dieselbe  am  «reo 
in  der  Weise,  wie  sie  in  den  Lehrbüchern  mancher  unserer  g^ 
liehen  malhematiscben  Pädagogen  dargestellt  zu  werden  ; 
zu  dem  in  Rede  siehenden  Zwecke  etwas  taugt.  Ich  weide 
sehr  freuen,  wenn  die  folgende  Darstellung,  der  man  gewisij 
den  geringsten  Alaiigel  an  vollkommener  ivissenschaftlicher  S 
vorwerfen  können  wird,  wenn  man  nur  nicht  übersieht,  dai 
gewonnenen  stereometrischen  Formeln  durchaus  nur  Nähe 
formein  sind  und  sein  sollen  *),  und  auf  ein  anderes  PrSdic 

nilCeUC  der  I n tegral rech n eng 


1 


des  Inhatu  der  Fdsier. 


'men  Anspruch  machen  küunen,  aU  ein  dankensiverther  Beitrag 
der  in  Rede  stehendeo  wisseuscbaftlicheD  Umgestaltaag  erkannt 
'erden  sollte. 

Hierbei  musa  icli  mir  noch  die  folgende  Bemerkung  erlauben, 
lerr  Professor  Koppe  hat  in  seiner  Sthrjfl:  „Ein  neuer  Lehr- 
satz der  Stereometrie.  Eseen.  ]843.  S.  34."  nach  seiner 
einiing  eine  elementare  Eiitwickelung  der  Lambert 'sehen 
'ormel  —  denn  diese  meint  er  doch  «ohi?  und  von  einer  andern 
in  der  Tbat  auch  bei  der  jelzigen  Lage  der  Sache  gar  keine 
Lede  sein  —  znr  Inbaltsberecbnung  der  Füsser  gegeben,  und  sagt 
1  der  Vorrede:  „Was  endlich  noch  den  Anhang  üOer  die  Aas- 
les.sung  der  Fässer  anlangt,  so  ist  e»  mir  beim  Vortrage  der 
Itereometrie  immer  alü  eine  Lücke  erschienen,  dass  ich  nicht  im 
Itande  war,  meinen  Scbi'ilern  eine  auf  elementarem  Wege  abzu- 
sitende  Anweisung  über  die  Inhal Isberecbnung  dieser  KUrpergat- 
nng  mitzntheilen,  welche  so  vielfache  Anwendung  findet.  Viel- 
ticfat  haben  andere  Lehrer  das  nämliche  Bedürfnis»  gefühlt,  und 

ird.  denselben  der  Anhang,  welcher  sich  durch  Einfachheit  des 
Elesultafs  sowohl,  ab  der  Ableitung  für  den  Schulunterricht 
tmpOehlt,  eine  (villkommene  Zu<^abe  sein."  Hiergegen  ist  nun 
ifaer  zu  bemerken,  dass  Hetr  Koppe  das  Pass  durch  Umdrehung 
iiner  halben  Ellipse,  oder  vielmehr  eiues  viereckigen  TheiU  der- 
lelben,  um  die  Hauplaxe  der  Ellipse  entstehen  lässt,  wie  auch 
ch  beispielsweise  in  meiner  Abhandlung  über  den  Inhalt  der 
besser  im  Archiv.  Tbl.  XX.  S.  315.  getban  habe;  und  unter 
lieser  Voraussetzung  lässt  sich  allerdings  auf  verschiedene 
Irrten  der  Inhalt  des  Fasses  ganz  genau  auf  elementarem  Wege 
bestimmen.  Dieses  Koppe'sche  Fass  ist  aber  gar  nicht  das 
Lambert'scbe  Fass,  welches  so  entsteht,   nie  ich  gleich  nach- 

Ecigen  werde;  und  das,  worauf  es  bei  diesem  Gegenstände 
lediglich  ankommt,  ist  eben  die  Inhaltsbestimmung  des  Lam- 
bert'scben  Fasses,  auf  welches  die  von  Herrn  Koppe  gebrauchte 
Hethode  oder  eine  ähnliche  gar  nicht  anwendbar  ist,  tveshalb 
ich  auch  die  von  Herrn  Koppe  angegebene  elementare  Me- 
thode, insofern  es  sich.  %vas  ja  doch  hier  der  Fall  ist,  um  die 
[Dhallsbestimmuns;  der  Fässer  zu  praktischem  Gebrauche  handelt, 
der  Aulnahuie  in  den  slereonietrlscbeu  Elemenlar-Ünterricht 
nicht  empfehlen  kann,  weil  ein  solcher  Körper  wie  der  von 
Berrn  Koppe  betrachtete,  bei  der  jetzigen  Lage  der 
Sache,   ein  Fass  gar  nicht  genannt  wird. 
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Et  k!  ärung. 

Wenn  (Taf.  V.  Fig.  1.)  ABCD  ela  Rechteck  ond  CED  ein  durei 
die  Punkte  C  und  D  beschriebener,  gegen  AB  und  CD  concavcf 
Kreisbogen  ist,  dessen  Mittelpunkt  also  in  der  auf  der  Liuie  AB 
in  iürer  Mitte  M  senkrecht  stehenden  Linie  ££'  liegt:  so  faeisat 
der  durch  Umdrehung  der  Figur  ACEDB  um  AB  entstandeoe 
Kfirjier  ein  Fass.  Die  Linien  CC'  und  DD'  beissen  die 
deiidurchmesaer,  ££'  heisst  der  Spun  d  ilurchniesser 
die  SpundtieTe.  AB  nennt  man  die  Hübe  des  Fasses. 


II. 


Aritkmetitcher   Bälftsati. 


Wenn  n    und  i 
■  o  nähert  sich   dt 


t  positive  ganze  Zahlen  beaeichosn, 
t  Bruch 


wenn  man,    indem  m  nngeSndert    bleibt,    n   in's    Unetid- 
liebe  wachsen  Usst,  dem  Bruche 


als  seiner  Grenze  immer  mehr  und  mehr,  und  kann  der 
selben  beliebig  nahe  gebracht  werden,  wenn  man  tiiiJ 
n  gross  genug  nimmt. 


Weil,    wie  man  sich  leicht  durch  Mnitiplication  mit  a—b  nl 
beiden   Seiten  (iberzengen   kann, 


ist,  so  ist 


(n  +  l)-ti- 


6  +  a"'-*^*  +  ....  +  aö"-»  +  fr 


-=(n  +  I)"t'— n-t' 


(.,  +  !)- 

=  (n  +  I)-  +  (ii  +  I)— ■»+(»  +  I)"-"n"+....  +  (n  +  l)«— ■+«-. 
also  offenbar ,    wenn  nur  m  ^  0  ist : 


.        äe$  MkOii  der  Fä$9er.  SU 

(n  +  I)«+i— n"H^Xm+I).n«, 

(n  +  l)"H-i— n«H-i  <(m+l)  .(n+1)""; 


(m+1)  .n«  <  (n+l)«+i  -  n«+i  <  (m+ 1) .  (n+1)«"; 
Bch,   indem  man  für  n  nach  und  nach  0,  1,  2«  3,....n  setzt: 

(m  + 1) -0«  <  1«+»— 0«+^  <  (m  +  1)  •  1«, 

(m  +  1) .  2~<3«+»— 2«+i  <  (m  +  1)  .3»», 
(OT  +  l),3«<4«»+i-3'»+i<(m+l).4«, 

U.      8.      W. 

(m  +  l).n""<(n+l)"»+*— n"«+i<(m+l).(n+l)w. 

Addirt  man  nun  auf  beiden  Seiten  und  hebt  anf,   was  sieb 
leben  lässt,  so  erhält  man: 

(m  + 1)  { 1"»  +  2«  +  3«  + ....  +  w"»}  <  (n  +  l)«'+i , 

(m  + 1)  {l"»  +  2"«  +  3«»+....+(n+l)'"}>(w+l)»+i; 

>: 

l«+2'»+3«+....+(w+l)'»> ^   ^Yl     *' 
r,  wenn  man  in  der  zweiten  Relation  n — 1  für  n  setzt: 

(71  +  1)'»+^ 


l«  +  2»»  +  3"»  +  ....  +  n"»< 


1»  +  2«  +  3»  + ....  +  n"»> 


m+l     ' 


7/i+r 

lieb»   wenn  man  auf  beiden  Seiten  mit  91'"+^  dividirt: 

l«+2"«  +  3«  +  .... +n'»^      1 


ler  ist  der  Bruch 
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immer  zvrischen 

— r-T    und    — TT  (1  + -)"•+* 
iw  +  J  m  +  i^'n' 

eDtbalteD,  und  da  itich  iuid 

1   .. .  1.  .. .    _   .     1 

m 


•-T 


5^  (1  +  -)".+i  dem  Bruche  j^j 


bis  zu  jedem  beliebigen  Grade  nähert.   Wenn  n  ih's  UnendU( 
wSchst,  so  nähert  sich  offeobar  um  so  mehr  auch  der  Brach 

dem  Bruche 


•  7^"»+l  m  +  l 

bis  zu  jedem  beliebi|;en  Grade,    wenn  n  in*s  Unendliche  wächst, 
wie  bewiesen  werden  sollte. 

Für  m=0  ist 

71"»+^  n         ""  Ol  + 1 ' 

•  •  .    tt%  ■ 

und  der  Sats^  gilt  also,   wenigstens  in  gewisser  Rücksicht,  aach 
noch  in  diesem  Falle. 


HI. 

Aufgabe. 

Eine  Näherungsforniel  für  den  Inlialt  eines  Fasset 
zu  finden. 

Auflösung. 


■  i 


Man  bezeichne  die  Höhe  des  Fasses  durch  2h,  den  Halbmes-  ?l 
ser  am  Spund  durch  /?,  den  Halbmesser  am  Boden  durch  r.  In  ' 
Taf.  V.  Fig.  2.  sei  O.  der  Mittelpunkt  des  Kreisbogens  CED  und  j 
OM  =  a.  Steht  nun  GG'  auf  AB  in  F  senkrecht,  so  sei  MF:=:x  '■ 
und  FG  =  y,  Zieht  man  OG  und  fallt  von  O  auf  das  verlängerte' 
GG'  ein  Perpendikel  OH,   so  ist 


Om=OG^  —  GH^, 

also  offenbar: 

a:2=(a+ß)2-(a  +  .y)^ 

folglich,   wenn  man  x=-h,   also  ^  =  r  setzt: 


-^        äf  mhaia  der  Fdner.  tl4 

..;  ,        A«=t(a+Ä)«-(a  +  r)«.  '     .. 

den  beiden  vorstehenden  Gleichungen  erhält  man  leicht.' 

.T«  =  2a  (Ä  r-y)  +  (Ä»-»») , 

..„  :_Aa==:2fl(fi— :r)+(iP,-.r«);,  ■      : ,; :  .  ,; , 

{R^r)x*  =  2a(Ä--r)(Ä-y)  +  (Ä-r)(fi»-y«). 
(Ä-ff)A«  =  2a(Ä-r)(ß-y)  +  (Ä-ff)  (Ä»-r»); 

ich   durch  Subtr^ction: 

'       {R—r)x^  —  {R—y)l^  '■•  •  .  ■■■     t- 

=  (Ä  -  r)  (Ä«-y»)  -  (Ä  -3,)  (««  -r*) 
=  (Ä-r)(Ä-j,)(Ä+y)  -  (Ä-r)(Ä-y)(Ä+r). 

•    I 

(Ä-t)a:a-(ß-y)A«=(Ä-r)(Ä-y)(^-r). 

■  ,  *       '  I  '  I  *  » 

ist  aber  y'^r,   also 

y'^R,   also 

die  oberen  Zeichen^   nämlich   die  Gleichheitszeichen,  offeabar 
bt  beide  zo  gleicher  Zeit  stattfinden  können.     Also  ist  offen- 
immer 

(Ä-r)(iR^3^)(y-r)<(/2-r)8,. 
»lieh  nach  dem  Obigen 

Btr,  wenn  man  mit  R^  auf  beiden  Seiten  dividirt: 

R-r/xy    R-yfhy/R--Ty 
"WKrJ  ~    R   \rJ  ^KirJ  ' 

i  jedem  id  der  Wirklichkeit  vorkommenden  Fasse  ist  nun  immer 
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eiD  der  Null  sehr  nahe  kommender  Bruch ,  und  gegen  diese 
kleine  Grösse  ist 


(-?)■ 


eine  sehr  kleine  Grosse  von  der  dritten  Ordnung;  also  kann 
nach  dem  Obigen  mit  sehr  grosser  Annäherung 

^(il)-^^(l)'=o. 

folglich  auch 

setzen;    aus  welcher  Gleichung 


5^  =  Ä-(Ä-r)p, 


also 


x^ 


ar* 


y«=Ä2-2Ä(Ä-r)p+(fi-r)«ji 
folgt,  natürlich  mit  nur  annähernder  Richtigkeit.    Setzt  man 


so  ist 


n 


j,«  =  /P-2Ä(Ä-r)  ~ +(ß-r)«^ 


Setzt   man  jetzt,    indem   man   sich   die   halbe  Hohe  k  dei 

Fasses  in  n  gleiche  Theile  getheilt,  und  in  hinreichend  bekannter 

l^eise  in  das  halbe  Fass  n  Cylinder  von  der  gemeinschafUicheB 

A 
Hohe  —  beschrieben  denkt,  für  m  nach  und  nach  1,  2,  3,  4,^^ii; 


n 


so  ist  das  halbe  Fass  offenbar  die  Gränze,   welcher  die  Summe 
dieser  n  Cylinder,   nämlich 


tt 


rr  n 


+  «{Ä2-2Ä(fi-r)5  +  (Ä-r)«!^)* 


w 


rr  n 


3^  %^   t 


w 


u.    s.    w. 


«*  n 


n 


9 


+  « |Ä«-2Ä(iB-r)p  +  (Ä-r)«  ^t » ^ 


4eM  InkaU$  der  Fässer.  ^5 

I  oSbert»  wenn  n  in's  CDendliche  w&cbst    Vorstehende  Summe 
aber 

da  nuD  nach  IL  die  Gränzen,  denen  die  Bruche 

l«  +  2«+3«  +  ....  +  n«       ,  l*  +  24  +  3*  +  ....  +  n* 
s und jT — 

i  nShern,  wenn  n  in's  Unendliche  wachst,  respective  a  unds 
i  *),   so  ist  nach  dem  Obigen  der  Inhalt  des  halben  FiM^ses: 

nAtÄ«-3Ä(Ä-r)  +  g(Ä-r)«| 


5rA{i2^-gÄ(Ä-r)  +  ^(Ä-r)2  +  g(Ä-r)«— 3(Ä-r)2|, 


*)  Weil   bekanntlich    auf  Terschiedeoe    Arten    leicht    die    folgenden 
inien  gefanden  werden  können: 

l«+2«+3«  +  ...  +  «»  =  ^«»  +  i««+l», 
l«+2*  +  3«+....+««  =  ga'+^««  +  J«»-^«: 

14^2^  +  3^4-....  +  ;g^_l  ,1,1 !__. 

«*  ~~5'''2/<  "^3»»      30/1*» 

rana  gleichfalU  aof  der  Stelle  folgt,   data  die  heiden  Bruche 

1*4-2^  +  3«  +  ....+««    ^        14^2^  +  3* 4-. ...-fw* 

1,   wenn  n  in'a  Unendliche  wächst,    respectire  den  Gränren  -  und   - 

3  5 

em.     Der  allgemeine  Satz  IL  ist  aber  an  sich  sehr  wichtig  und,  wie 
geaehen  haben,  leicht   zn  beweisen.    Wer  aber  die  Anwendung  der 
^en  Sommationen  vorziehen  möchte,   kann  dann  bei  der  obigen  In- 
tabeatimmang  der  Fässer  den  Sats  II.  ganz  entbehren. 


\entare  Bestimmung  des  InhaUs  der 

Also  ist  der  Inhalt  des  ganzen  Fasses : 

was  den  foli^enden  Satz  giebt; 

Der  Inhalt  eines  Fasses  wird  erhalten,  wenn  nai 
EU  I  des  CylinUers,  welcher  die  Spundtiefe  zum  Durch 
messer  und  die  H5he  des  Fasses  zur  Höhe  hat,  \  di, 
Cylinders,  welcher  den  Bodendurchmesser  zum  DurcU 
messer  und  die  Höhe  des  Fasses  zur  Hühe  hat,  add' 
und  van  der  Summe  A  des  Cylinders,  welcher  den  Dfl 
terschied  zwischen  der  SpundtieTe  und  dem  Bodei 
durchmcsscr  zum  Durchmesser  und  die  Hühe  des  Fai 
ses  zur  Hühe  hat.   subtrahirt  "). 

Vernachlässigt  man  das  immer  nur  sehr  kleine  Glied 

-ß(2/.(ß-r)'»), 

SO  erhfilt  man  ftir  den  Fassinhalt  die  Formel 

|(2Aß»;r)  +  ^(2Ar»;r). 

was    die    Tolgendc    berühmte   Lambert'sche   Fassre^el  gieM 

Der  Inhalt  eines  Fasses  wird  erhallen,  wenn  ml 
zu  I  des  Cylinders,  welcher  die  Spundtiefe  zumünrcl 
messer  und  die  Hühe  des  Fasses  zur  Hühe  hat,  jdi 
Cylinders,  welcher  den  Bodendurchmesser  zum  Dnrel 
messer  und  die  Hübe  des  Fasses  zur  Hube  bat,  addirt"^ 

Diese  Regel  ist  einfacher,  aber  nicht  so  genau  wie  die  i 
hergehende. 

Auf  die    vorhergehende  Weise    lässt   sich,    glaube  ich,   A  j 
{;anze  Lehre  von  der  Berechnung  des  Inhalts  der  Fässer,  so  * 
dieselbe  irgend  für  die  Praxis  von  Wichtigkeit  ist,   ganz  «uM 

völlig  elementar  erledigen,  und  durfte  Tiach  meiner  Meinung  mi|  j 

verdienen,  in  den  stereometrischen  Elementar- Unterricht  altgemd  1 

eingeführt  zu  werden,    namentlich  auf  den    oben  nüher  bezeichoi  i 

ten  Lehranstalten.  ' 

/■  ■    •)  M.  1.  Archiv.  Thl.  XX.  S,  313. 
•■-  4^  H.  a.  a.  a.  O.  S.  302. 
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Ueber   die   Tangentenboussole. 

Von 

Herrn  Doctor  H'ddenkampy 

Oberlehrer  am  Gymnasiam   zu  Hamm. 


Zar  Erforschung  der  VVirkungsgesetze  galvanischer  Electrici- 
I  sind  die  Galvanometer  ganz  unentbehrliche  physikalische  In- 
Tomente  geworden,  von  denen  sich  auch  bereits  eine  ziemliche 
.Qftwahl  unter  verschiedenen  Namen  in  den  Händen  der  Physiker 
Bindet.  Die  sogenannten,  von  Pouillet  zuerst  construirten  Tan- 
eDtenboussolen  können  wohl  zu  denjenigen  Messinstrumenten 
Blvaniscber  Kräfte  gerechnet  werden,  die,  in  der  Construction  am 
infachsten,  in  der  AnvTendung  die  sichersten  Resultate  geben 
Bnneo,  wenn  sie  mit  der  uüthigen  Vorsicht  gebraucht  werden. 
i«ch  ist  es  ein  wesentlicher  Vortheil,  dass  sie  wohlfeil  sind. 
line  genaue  Kenntniss  der  Bedingungen,  unter  welchen  diese 
Mtmmente  nur  richtige  Resultate  geben  können,  ist  für  den  Ex- 
erinientator  ganz  unerlässlich.  Damit  bei  diesen  Instrumenten 
ie  Kraft  des  durch  den  electrischen  Kreisring  gehenden  linearen 
Stroms  der  Tangente  der  Ablenkung  vom  magnetischen  Meridian 
ffoportional  sei,  —  wenn  dieser  Ring  selbst  ein  magnetischer 
leridian  ist  und  senkrecht  auf  der  horizontalen  Nadel  angenommen 
rtrd»  —  gilt  als  wesentliche  Bedingung,  dass  die  Länge  der  Nadel 
H  Terhältniss  zu  den  Dimensionen  des  Ringes  sehr  klein  sei. 
ka4nrch  wird  nun  gerade  die  Genauigkeit  der  Messungen,  welche 
Inen  grosseren  eingetheilten  Kreis  für  die  Nadel  erfordert,  he- 
»nträchtigt.  Man  versieht  allerdings,  um  diesem  Uebelstand  ab- 
nbelfen»  noch  die  Nadel  mit  einem  ihr  genau  parallelen  längeren 
Itreifen»  damit  an  einem  grösseren  Kreise  kleinere  Theilungen 
bgelesen  werden  können.  .  Man  gibt,    wenn  ich   nicht  irre,   als 
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Regel  an,  dasa  die  Länge  der  Nadel  nicht  den  vierten  Th«ll 
DurchmesHers  des  Kreisringes  liherachreilen  dürfe,  ohne  irgendn 
nir  eine  solche  Länge  den  auT  die  W'irkungsgesetze  sich  stütti 
den  Grund  angegeben  zu  Hehen.  Da  ich  bei  meiner  Tangentei 
boussnle  Zweifel  über  die  Proporlionaliläl  des  Stroms  nach  di 
Tangente  des  Ablenkungsninkels  erheben  musste,  so  habe  id 
um  eine  mathematische  Aufklüriing  über  diesen  Punkt  zu  erlanget 
Veranlassung  gent'mmen,  eine  Untersuchung  darüber  anzustellei 
wie  die  Ablenkung  der  Nadel  für  jede  beliebige  Länge  derselbe 
sei.  Da  eine  solche  Unterisuchung  auch  noch  wnhl  mathematische 
Interesse  hat,  so  iheile  ich  sie  hier  mit.  Ich  habe  schon  i| 
14.  Bande  S,  204.  dieses  Journale  untersucht,  irelche  Wirki 
ein  durch  einen  Kreis-  oder  elliptischen  Ring  gehender  lineSn 
Strom  auf  ein  in  der  Ebene  des  Ringes  liegendes  magnetisch« 
Theilchen  ausübt.  Die  folgenden  mathematischen  Betrachtung« 
sind  als  Erweiterungen  der  dort  angestellten  zu  betrachten. 


I. 


La  Place  hat  aus  <lcn  von  Savart  und  Hiot  angestelll 
Versuchen  gefunden,  das»  die  von  einem  linearen  Stromelem« 
auf  ein  magnetisches  Theilchen  ausgeübte  Wirkung  dem  unj 
kehrten  Verhnltniss  des  Quadrats  der  Entfernung  und  dem  Sin 
des  Winkels  proportional  sei,  ivetchen  da.«  Stromelement  mit  d 
dieses  Element  und  das  magnetische  Theilchen  verbindenden  |l 
raden  Linie  macht,  dass  aber  die  Richtung  dieser  Kraft  auf  da 
durch  die  Schenkel  dieses  Winkels  gelegten  Ebene  senkrecht 
Um  dieses  Gesetn  hier  auf  die  Tangentenboussole  anwenden 
können,  denken  wir  uns  die  magnetischen  Kräfte  der  di 
zu  bezeichnenden  Nadel  dieses  Apparats  an  den  beiden  Pol! 
vereinigt  und  bcKcichnen  die  Intensität  des  Nordpols  A'  der  NbiW 
durch  fi,  die  des  Südpols  S  durch  fi',  die  Entfernungen  der  Pol» 
N  und  5  von  dem  Elemente  S«  des  Stromes  r  und  i-, ,  die  Whh 
hei,  die  8^  mit  r  und  r^  bildet,  durch  n  und  v' ,  und  endlii 
Cosinusse  der  Winkel,  die  das  Loth  airf  der  durch  S*  und  r  gc 
legten  Ebene  mit  den  Coordinatenaxen  macht,  durch  p,  t',  »^  | 
und  ebenso  die  Cosinusse  der  Winkel,  die  das  Loth  auf  der  durei 
&j  und  r^  gelegten  Ebene  mit  denselben  Axen  bildet,  durch  % 
vi' ,  to".  Die  Intensität  des  Stroms  werde  durch  i  bezeichDeti 
Durch  diese  Bezeichnungen  künnen  wir  nach  dem  eben  ausgu- 
sprochenen  Gesetze  die  Wirkungen,  die  der  durch  den  Kreisiing 
gehende  electrische  Strom  auf  N  und  S  ausübt,  nach  den  drd, 
Coordinaten  zerlegt,   leicht  aufidrücken. 


Ä 


BädenUamp:    Veber  die  ranffeniBnööu$w/e,  919 

Die  dordi  X»  T,  Z  bezeichneten  Wirkungen  anf  den  Pol  2V 
len  so  nnsgediückt: 

--        .  Pds  Sinti 

) ^"^^^J  ~W'^  ' 

„        .  pSs  sin«    ^ 

durch  Xi,  Ti,  Z^  bezeichneten  Wirkungen  auf  den  Pol  S  sind : 

ds  sin  u' 


:,  =  ,'if 


:,=,'/ 


5 — »to 


Nennen  wir  die  Cosinusse  der  Winkel,  die  das  Element  de« 
nngsdraths  di  mit  den  Coordinatenaxen  macht»  %y  rj,  {;,  und 
ISO  mögen  durch  |S  v'»  ^  ^'^  Cosinusse -der  Winkel,  die  r 
den  Coordinatenaxen  macht,  bezeichnet  werden;  dann  erhält 
zur  Bestimmung  von  v,  v',  v"  folgende  Gleichungen: 

rv  +  v^v'^-^v^^O, 

diesen  Gleichungen  erhält  man  leicht: 

V  sinu  =  tv'^vt'f 
t>'sintt=|J'-|'J:. 

©"sint«  =  |'iy  —  rj*^, 

:h  diese  Gleichungen  werden  die  obigen  Gleichungen  (I)  fei- 
le: 


(if-i-pa» 

•       •      •      •      •  ^  —*  f*»  j  5j 


15* 


S20 


Bädinkamf:  V»ier  äf«  Tanimtenbomaele. 


Für  A'ie  Gleichungen  (2),  netclie  die  Wirkungen  dea  Stroi 
auf  den  Pol  S  ausdrücken,  erhiilt  mün  in  ähnlicher  Weise,  w<| 
die  Cosinusse  der  Winkel,  die  r,  mit  den  Coordinalenaxen  biUi 
darch  || ,  «ji ,  ^^  bezeichnet  iverden: 


I 


'M 


II.  I 

Wir  wollen  jetzt  untersuchen,  bei  welcher  Stellung  der  Nil 
die  Stromkraft  und  der  Erdmn^'netismus  bei  einer  gleichzeitig 
Einwirkunff  sich  gegenseitig  das  Glcichgenicht  hallen.  Wir  w 
len  die  Wirkungen  des  P^dmagnctismus  auf  die  Fule  JV  und 
der  ?4adel,  nach  den  Coordiiiaten  zerlegt,  durch  A'^,  i\,  Z^a 
Xs,  Yg,  Z3  bezeichnen.  Die  Coordinaten  der  AngriGTspunkled 
alsdann  die  Coordiiiuten  von  N  und  S,  die  wir  durch  a^j  i 
c(i|?i7,  tiezeichnen.  Man  hat  hekanntlich  dann  als  Bedingung  i 
Gleichgewichts  die  beiden  folgenden  Gleichungen: 


VY-Zß+Vm- 


A"!  +X^y—Zt,a  +  Xsy^~Zaa^=0. 

2iA  +  I'ar- Z2(3+  »>,-Z3ft=0. 


Aus  diesen  Gleichungen  lässtsich  die  Lage  der  Nadel  bestirant 
Man  kann  ihnen  dadurch  eine  einfachere  Foriu  geben,  dass  m 
den  Mittelpunkt  der  Coordinaten  in  den  Dreh|iunkt  dei  Uli 
verlegt.  Dann  ist  nämlich  c,^:  — n,  ^,r=  — /J,  }>,  =  — ji,  und  j 
durch  gehen  die  vorhergehenden  Gleichungen  in  diese  übet: 


(5) 


-.Y,))j.  =  (Z-Z,-CZ3- 
-rB))y=(Z-Z,^{Zi- 


(X—Xi~(_Xs- 

(K— F,-CFa- 

''  Durch  eine  schickliche  Wahl  der  Coordinalen-Ebenen  lavii 
sich  auch  diese  Formeln  noch  vereinTachen.  Es  sei  die  EBel 
der  a:  und  ^  der  magnetische  Meridian,  die  der  x  und  z  der  B 
rizont,  so  dass  an  dem  im  raagnelischen  Meridiane  liegend 
Kreisringe  der  Tangentenboussole  die  Axe  der  .r  der»  horizanj 
len  Durchmesser  dieses  Ringes  parallel  nird  und  die  Ase  ilet 
durch  den  Mittelpunkt  desselben  geht  und  darauf  senkrecht  l 
Setzen  wir  die  horizontale  magnetische  Kraft  der  Erde  ^^  u 


MS4M$ii^mp:   ffiöer  Ott  Tofifffnieni^uimii.  Sil 

m  die  IncliDation  VBberQcksichtigty  dann  wird,  da  f*=^|»' 
«ommen  ist: 

Ä2=lilU,     Fa=0,     Fs=0; 

ircb  erhält  endlich  die  Gleichung,  welche  die  Lage  der  hori- 
ilen  Nadd  unter  der  Einwirkung  des  Erdmagnetismus  und 
Stroms  bestimmt,  die  einfache  Form: 

I     .     .    .    .     (JC— jri  +  2ftil/)y=(Z— Zi)«, 

,    wenn   die  Abweichung  der  Nadel  vom  magnetischen  Meri- 
V  Ist: 

•    "    (jr— jr, +2|xiif)tgv=z— Zi. 

»leibt  nun  noch  übrig,  X,  Xi,  Z,  Z^  zu  bestimmen. 


111. 

V 

Seien  die  Coordinaten  des  Elements  ds  des  Kreisringes  Xtg,% 
setzen  wir: 

a:  =  6cos(p, 

[i  ist  bei  der  oben  angenommenen  Lage  des  Coordinatensystems : 

ds  =  ödq) 

%=,  einer  Constanten;  b  bedeutet  den  Halbmesser  des  Rtn- 
.  Für  die  obigen  Werthe  von  r,  ri,  |,  17,  g,  |i,  i;i,  fj  und 
ff,  i'  erhält  man: 

«?  — ^ —       COS9?,   T?  —      ^      ,      jyi  ^  , 


«OS 


,.  /        ,*.  (x  — y)cosy 


^ 


B4ä<ß»immpi  (Mtr  dt»  TmtentmiHnumhi. 


^_    (»— y)»hi» 


-  f 


ir-ß 


.       !ll 


vi' 


Diese  Werthe  in  die  obigen  Gleichungen  (1)  und  (2)  geseUt,  ei 
man: 


•ii 


'  x  = 


Y  = 


Z  = 


0)  . 


r»     • 


.,  P (b — «cos»  — /}8in»)do 

,ubj   21_j: — 2^-2; 


Xi  =  -(i'i(z—yi)bJ 
rj=—n't(z—yi)bj    — iTs— • 


f 


«. 


,'.•6/ 


(6 — of|  cos  (p  —  ßi  sin  y)  dtp 

«..3 


Um  die  ganze  Wirlsung  des  Ringes  auf  die  Nadel  zu  erhal- 
ten^ mfissen  diese  Integrale  von  q>  =  0  bis  (p  =  27C  genommen  we^ 
den.  Die  vorhergehenden  Formeln  gelten  für  jede  Lage  der  Nadd 
gegen  den  Kreisring.  Bei  der  Tangentenboussole  soll  der  Mittel* 
punkt  der  Nadel  mit  dem  Mittelpunkte  des  Ringes  zusammenfallen, 
und  für  diesen  Fall  wollen  wir  auch  nur^  um  eine  gryssere  Com-' 
plication  zu  vermeiden ,  die  Werthe  von  X,  Xi,  Z,  Z|  berechoen. 
Es  ist  bei  dieser  Voraussetzung 


r2=6*  +  a«  +  y«  — 26acos9; 


und  wenn  wir 


c2  =  (6  +  a)«  +  y«,   A«  = 


46a 


•teen,    wird: 

äbnUcher  Weise: 

erdurch  werden  die  Formeln  (7)  folgende: 

y_      2ftty6    /*»co8  2»8» 


\ 


0 
7t 


2fti6    /^>'(6-K«cos2t(;)8» 

o 

*»  (6  +  cf  cos(p)8y 


^=-^/ 


Die  hier  vorkommenden  Integrale  lassen  sich  auf  eUiptiscli< 
«ter  and  zweiter  Gattung  zurückführen ,  da  bekanntlich 

Aus  den  vorhergehenden  Gleichungen  erhält  man: 


d  • 


"Bädenkamp:    Heber  die  Tangentenbounote. 


Setzt  man  diese  Werlhe  in  die  Gleichung  (6),    so  erl 
innman  die  halbe  Liingc  der  Nadel  durth  /bezeichnet,  ft 


My  =  ^{baJ^        ^i-Pj       -^-y 
uch,  da  y=:la\nv  und  a^^lcosv  ist,  so  schreiben  k 


4<7. 


Man  sieht  aus  dieser  Cleichun!;,  dass  im  Allgemeinen  1 
jede  Länge  der  Nadel  die  StromkraCt  i  beineswei^s  der  Tang« 
der  Ablenkung  v  proportional  i.^t  und  cur  BestimmunK  von  i  iaA 
eine  ziemlich  tveitlüuGge  Ilechnunj;  erforderlich  ist.  Nur  bei  e 
Aiiniiberung  ist  i  der  Tangente  von  v  propordonal.  Entwicii< 
man  nemlich  die  vorhergehenden  Inlegmle  nach  Potenzen  \ 
Bo  erhält  man,  vrenn  nnr  die  erste  Potenz  von  /  beibehalten  wirl 

W/tgv _  . 


Behält  man  in 
tischen  Integrale  t 


erReihenentH'icketung  der  vorhergehenden  ellij 
<ch  die  zwfiteD  Potenzen  oder  die  Quadrate 


/  bei,    so  ist,    wenn   der  Kiirze  wegen  t-=1  gesetzt  \ 

hieraus  ergibt  sich  dann  folgende  Gleichung; 

/y,tftan=v 


-.(i+äA^ja+'.'Ä^c, 


M= 


Ich  «verde  hier  in  Eriirternngen  über  die  praktischen  Anwen- 
dungen dieser  Formeln  nicht  weiter  eingehen,  da  es  hier  nur  id 
die  mathematische  Behandlung  dieses  Gegenstandes  ankam. 

Die  vorhergehenden  Formeln  lassen  sieh  auch  auf  ein 
res,  nach  den  nerlhvollen  Untersuchungen  PoggendorrPe  nicht 
minder  »ichtigcs  Messinstrument  für  galvanische  Kräfte,  auf  (Tu 
Sinushoussole,  anwenden.  Da  bei  diesem  Messapparate  der  Krei8- 
ring  so  gedreht  wird,  dass  die  Nadel  in  der  Ebene  dieses  RiagU 
liegt,    so  ist  für  diesen  Fall: 

a  =  l,    7=0,    .V=0,    A,  r^O, 


Z,=  -ft;ysin 


Zj  =  fi;l/si 


Wtlfitrtt   Saehricht  ton  der  Vollendtittg  äer  Gradmettuag  etc.  HXt 
t  obige  allgeroeiae  GldGhnng  (6)  wird  dadurch  folgeode: 

i   in  diese  Gleichung    den    oben    gefundenen  Werth  IfSt 

I  erste   AnnKherung,   d.  b.   wenn  in  der  Entnickelung  der 
ale  nach  Potenzen  von  l  die  erste  Potenz  von  }.  nur  berüclc- 
vtrd,  erbält  man  auch  hier: 


licht  von  der  Vollendung  der  Gradmessimg  zwischen 
der  Donau  und  dem  Eismeere.  / 


Herrn  Professor  Dr.  J.  JPk,   Vf  alfers 
in  Berlin. 



UebeT  diese  nun  vollendete  36jiibnge  Arbeit  sind  bereits  früher 
nige  kleine  Schriften  erschienen  und  in  dieser  Zeil6chrirt(Literar. 
Bricht  LXXXI.  S.  5.  und  LXXXIl.  S.  4.)  besprochen  n-orden. 
Fähreod  jene  Scbriflen  mehr  als  Monographieen  zu  betrachten 
Iren,  enthält  die  vorliegende*)   bei  dem   geringen   Umfange  von 

P  ■)  Ich  hnbe  dieten  inlere^aanlen  Aufauii  nicht  in  den  Lilerar,  Her., 
kr  den  ihn  der  Herr  VerfngBcr  wohl  eigentlich  b«*limint  halte,  ■ondern 
h'  das  Archiv  aelbat  aofgenommen.  -  ■ii.--  t'    iiiil  •     ,.1      <  Q,-.-..Ja 


Wt^ötfira:  KacMc&t  von  der  VoUettäwitB  der  Omdmetsitllßi\ 

'JO  Seiten  manche  gleich  interessante  und  lehrreiche  Mitth«! 
eher  Gradniessungeii  im  allgemeinen  und  die  oben  genaoiri 
besondere.     Ohne  Zweirel  hahen  wir  noch  ein  umfasäendes  Wef 
tu  erwarten,  welches  über  diese  grosse  Arbeit  ausführlich  bericb-l 
ten  nird;  allein  auch  diene  kleine  Schrift  ist  geeignet,  jeden  heattm 
aniuziehen  und  zu  befriedigen.     Um  diess  zu  zeigen,  möge  hier  d 
kurzer  Bericht  über  ihren  Inhalt  eine  Stelle  finden. 

Zunächst  werden,   um    den  Zweck  der  (iradmessungen  ann 
deuten,   folgende  3  Sätr.e  angeRihrt: 

1.     Die  Kennlniss  der  Figur  der  Erde  ist  der  Ausgang, 
,.],    .,,  -für  alle  Untersuchuugen  über   die  Bildangsgeschicfate  < 
i»i  1  ..1  l^dhalls. 

3.  Sie  ist  der  Astronomie  unentbehrlich,  als  Grundlage 
Erforschung  der  rSumlicheo  Verhältnisse  des  Weltalls. 
3.  Sie  ist  von  unmittelbarem  praktischen  Nutzen  in  ihrer  i 
trendurig  auf  die  Chartographie  eines  ausgedehnten  LSlt- 
dergebietes  und  auf  die  Berechnung  der  fiir  diese  ausgoi 
fuhTteii  geodätischen  Vermessungen. 

Indem  der  Verfasser  nun  eine  gedrängte  Uebersicht  der 
geführten  Gradmesaungen  gibt,  erwähnt  er,  ohne  die  der  GriecbNi 
und  Araber  besonders  zu  beschreiben,  dass  diese  Völker  aeht; 
deutliche  Vorstellungen  von  einer  Kugelgestalt  der  Erde  und 
nahezu  richtige  Kenntniss  ihres  Durchmes(<ers  besessen  haben. 
Nach  dem  Wiederaufleben  der  WisKenechaflen  führte  der  Franzo« 
Fernel  eine  Gradmeesung  zwischen  l'ans  und  Amiens  aus,  derei 
Entfernung  er  bestimmte,  indem  er  in  mügllchst  gerader  Li 
dem  ersten  zum  letzten  Orte  fuhr  und  die  Umdrehungen  der  Räder 
Keines  Wagens  zählte.  Durch  Aufhebung  der  begangenen  Fehl« 
wurde  das  Kesullat  nahe  richtig.  -  1617  lieferte  der  HolläDdtr 
8  n  e  11  i  u  s  die  erste  tvi ss en seh afl lieh  begründete  Messung  äntt 
Meridiangrades.  Er  war  sich  der  begangenen  Rechnungsfeblcr 
und  Schwächen  in  den  Beoharhtungsmelhoden  bewuset,  starb 
aber,  ehe  er  diese  fortscbaffen  konnte,  und  erst  100  Jahre  später 
leitete  sein  Landsmann  M  usschenbroek  aus  Snellius'  Papie- 
ren und  einzelnen  triederhollen  Messungen  die  genaue  BestimmuDg 
eines  Meridiangrades  ab. 

I63ü  maass  der  Engländer  Norwood  einen  Meridiangrad  m 
zwischen  London  und  York  mit  der  Kette,  und  zwar  erbcbltcll 
genau,  während  die  einige  Jahre  spater  von  Uiccioli  und  Gri- 
maldi  in  Italien  ausgeführte  Messung  sehr  ungenau  war.  —  1S69 
wiederholte  Picard,  im  Auftrage  der  1666  gestifteten  Pariaa 
Akademie,  die  obige  Messung  zwischen  Paris  und  Amiens,  LakiM 


L 


mUte^m  der  Donau  und  dem  EOmter: 

Wte  dieselbe  nÖrdliLh  von  Paris  bis  DflnkircheD,  Cassini  sfld- 
b  bis  Perpigiiun  fort,  ea  dass  1718  e'm  H'/s'^  umfasHeDder  Bo- 
I  zwischen  der  Nordsee  und  dem  Mitlelmeere  vollendet  > 

1672  fand  Kicher,  welcher  für  andere  astronomische  Znecke 
:h  Cayeniie  gesandt  worden  war,  dass  dort  in  der  Nähe  des 
iqnators  das  Secundenpendel  bedeutend  kürzer  als  in  Parts  v 
ennit  war  ein  indirecter  Beweis  fördie,  von  Newton  und  Huy- 
ms  theoretisch  gefundene,  Abplattung  der  Erde  nach  den  Polen 

gewonnen.  Ist  dies»  der  Fall,  ao  muss  zugleich  die  Länge  der 
eilengrade  nach  den  Polen  zu  grüsser  werden;  allein  eine  Ver- 
lichung  der  Iticcioli'schen,  der  franziisi^chen  und  verbesserten 
lellius'schen  tiradmessung  ergab  das  Gegentheil,  eineAbplat- 
ng  am  Aequatnr.  Nachdem  über  diese  mangelhafte  Uebere 
mmuug  vielTache  und  lange  währende  Erurterungen  in  der  Pari- 
r  Akademie  stattgefunden  hatten,  beschlot^s  diese,  directe  Mes- 

gen  nahe  am  Aequator  und  am  Pole  ausführen  zu  lassen.    Daher 

issen  in  der  Zelt  von  1735  bis  1741  LaCondamine,  Bouguer 
|d  Uodin,  unterstüti'.t  vom  Spanier  Ulloa,  einen  Bogen 
"**  in  Peru;  hingegen  Maupertuis,  Clairaut,  Camus  und 
iGDionnier,  unterstützt  vom  Schweden  Celsius,  einen  Bogen 
ihe  1°  unter  dem  Polarkreise.  Diese  Messung  ward  zuerst 
lUeudet  und  bereits  1737  war  entschieden,  dass  der  tirad  unter 
Polarkreise  grosser  als  in  Frankreich  sei,  ein  gleiches  Re- 
iltat  ergab  die  erst  später  vollendete  Peruaner  Gradmessung. 
ine  Abplattung  nach  dem  Pnle  tn  war  hiermit  entschieden,  aber 
kch  uicbt  ihreGrSsse  und  eben  so  uenigdie  Griisse  der  Erde  selbst. 


Es  folgten  nun  schnell  ai 
1750  maass  La  Caill« 
■  BSdlicher  Breite,  einen 
1751-1753  Le    Mair 


r  dieweileren  Gradmessungen: 


ifei 

am  Vorgebirge  der  guten  Hoffnung,  in 

Bogen  von  ly^**; 
1    und   Bflscovich    im    Kirchenstaate 


in  Pensylvanien; 

1  österreichischen  Italien ; 
urrow  in  Bengalen  1"  8' 


1764  Mason  und  Diso 

1768  Beccaria  Lei  Tut 

1770-1777  Llesganig 

17Q0  und  17111  Heuben  Burrow  in  Bengalen  1"  8',  verbur 
I  mit  einer  Längengradmessung  von  38'. 

179-2  begannen  Uelambre  und  Mechaio  die  im  Jahre  1808 
L-h  Biot  und  Arago  vollendete  Gradmessung  von  Dünkirchen 
Fornientera,  welche  Pi'/z"  uml'asste  und  ursprünglich  den  Zweck 
Ite,   ein  genaues  Längenmaass  zu    ermitteln.     Dieser  Zweck  ist 

unvollständig  erreicht  worden,   jedoch  erklärt  sich  hierdurch, 

im  das  diese  Arbeit  beschreibende  Werk   den  Titel:    „Base 
^eysteme  metrique"   führt  ■•■,■!■.     \-\   i  ,  >  -  lii 


'3:  Säeiflcht  cot  der  Yoliendang  der  Gradmeasung 


sd^ 


Im  Anfange  dieses  Jahrliuiitlerts  niederholte  SvanberR 
oben  erwähnte  Messuii<;  vun  Maupertuis  und  dehnte  sie  voi 
67'  bis  auf  1"  37'  aus.  Im  sütflicben  England  be|;ann  Roy 
Gradmessun;;,  welche  Mudge  auf  3"  und  Col)>y  auf  10*' 
dehnte.  Während  die  Dreiecke  dieser  Messung  bereif»  iriedi 
holt  mit  den  l'ranziisUchen  verbunden  norden  sind,  steht  doch  <^ 
Verüffentlichung  ihrer  Resultate  noch  bevor.  Hieraul'  fnigt  <b 
Zeit  nach  die  ostindische  Llradmessung,  tvelche  Lainbt< 
dann  Everest  von  Hm-WB  bis  nahe  auf  16"  ausgedebli 
haben,  und  die  später  noch  weiter  bis  S**  nördlich  vom  Aeqoatt 
tnrtge führt  worden  ist. 

Tenner  und  Struve  begannen  im  zweiten  Jahrzehend  S 
rassische  CnidmessunE,  welche  1S31  bereits  8"  umrassle;  flb 
sie,  als  den  Gegenstand  der  vorliegenden  Schrift,  l'olgen  antl 
weitere  Mittheilungen.  Schumacher  führte  in  Dänemark  fll 
l'/a^,  Gaass  in  Hannover  eine  2"  umrassende  Messung  W 
beide  sind  durch  neue  Beobachtungs-  und  Rechnungsmethodl 
wichtig  geworden.  Dasselbe  gilt  vun  der,  IS3I — 1836  durch  Bei' 
sei  und  Baeyer  in  Ofitpreussen  ausgeFQhrten,  ly^"  umfassend« 
Musterarbeit.  Gleich  niich  der  Vollendung  derselben  stellte  Be» 
sei  sich  die  AufE-abe,  aus  ihr  im  Verein  mit  9  andern  und 
den  Torznglichsten  Gradmcssungen  die  wahrscheinlichsten  Wertfae 
fSr  die  Grösse  und  Abplattung  der  Erde  herzuleiten.     Er  fand 

den  Durchmesser  des  Aequators  der  Erde  :=6544]S-i  Toisen, 
die  Axe  zwischen  den  Polen  =;652'iJ79        „ 


aus  ihrem  Unterscl^ied  von  iflSTö  Tois 


e  Abplattung  gg^. 


Diese  Werthe  sind  zwar  gewiss  schon  sehr  genau, 
aber  wahrscheinlich  dennoch  bald  gegen  neue  vertauscht  werdeo, 
indem  später  neue  und  bedeutende  Cradmessungen  hiiungebMB< 
nien  sind,    nämlich 

1.     die  durch  Everest  fortgesetzte  und  zum  TheiJ  umgearbei- 

,        tete  astindische  Gradmessung,  »velcfae  sich  jetzt  vom  i-ap 

Comorin  bis  zum  Himalaya  über  21"  21'  erstreckt; 

MV'iS.     die  Messung  von  Maclear  am  Vorgebirge  derguteiiHoF 

"ml         nung,   mehrere  Grade  umfassend; 

"'S.  die  ruj 
,  "  meere 
.d-  -1 

'>■'  Je  grösser  der  gemessene  Bogen  ist,  desto  genauer  ISsst  sieh 
die  Curve  ermitteln ,  zu  welcher  er  gehüit ;  diess  ist  von  selbst  klu. 


isch- skandinavische  von    der  Donau  bis  zoin  GIi- 
welcbe  über  23"  20'  umfasst. 


d 


äsg 

itsh  den'efwähiilei)  Untersuchungen  ron  Bessel  und  den  aiiije- 
teilten  Pendelpersuchen  Ist  die  Erde,  absresehen  von  den  ^erln- 
ea  ErheUnrigen  und  Senlcuti^en  dps  Landes  gegen  die  Olierfläcb« 
leeres,  ein  ümdrehun^skör|)er,  welcher  der  Kiinel  nahe 
Doiint;  duber  kann  man  Gradmesisungeii,  welche  unter  verschie- 
len  Längen  angestellt  sind,  niit  einander  verbinden.  Bei  jeder 
inzelaeii  koiumen  Bcobachtungerehler  und  die  nngleicbe  Verlhel- 
mg  der  IVIasscn  auf  und  in  der  Erde,  ivciche  die  Riclilung  der 
iehwere  verschieden  ablenken,  in  Betracht.  Die  Ablenknngen 
DD  oberhalb  der  Erde  sind  desto  gericgor,  je  gleichlurmiger  daa 
'errain  überhaupt,  und  van  desto  geringerem  Eiiifluss,  je  grösser 
er  ganze  gemessene  Bogen  Ist.  Dieseu  hat  man  als  ein  Aggre- 
at  einzelner  für  sich  abgeschlossener,  aber  mit  einander  verbun- 
ener  kleinerer  Bogen  zu  bestimmen.  Die  russische  Gradniessung 
at  von  allen  die  grüsste  Ausdehnung,  auf  sie  folgt  die  nstin- 
ische,  welche  jedoch  vielleicht  zur  Benutzung  im  nördlichen  Thelle 
erkürzt  werden  dürfte,  da  auf  diesen  viahrsch  ein  lieb  die  Anzieh- 
des  Himalaya  störend  cingewlikt  hat. 

Die  nicbt  grosse  (iradme^Kung  von  Maclear  ist  wichtig,  weil 
die  einzige  auf  der  südlichen  Halbkugel  angestellte  ist  und  sich 
—  350  erstreckt.  In  Südamerika  würde  eine  solche  bis  — Hti" 
osgeföhrt  werden  können,  wogegen  der  Verfasser  zeigt,  dass  in 
«ien  eine  grössere  Gradmessung  wegen  der  hohen  Gebirge  und 
»'  Mangels  an  Culfur  nicht  füglich  ausgeführt  werden  kOnnte. 
Nordamerika  Messe  sich  eine  Messung  von  -f^S"  his  160° 
isfuliren,  sie  ist  aber  weniger  Bedürfniss,  weil  diese  Breiten  in 
iD  ausgeführten  Messungen  bereits  genügend  vertreten  sind.  Da 
>er  die  französische  nur  bis  +3S^  40'  ab-,  die  ostindische  bis 
k2U«  30'  aufsteigt,  würde  eine  in  Amerika  von  +25*'  bis  +42^ 
V  h.  von  der  Südspitze  von  Florida  bis  zum  Erle-See,  eine  vor- 
idene  Lücke  ausiiillen.  Doch  wäre  es  auch  möglich,  die  rus- 
ische  Gradmessung  bis  Candia  in  4-34"  Breite,  also  auf  36''  su 
erlängera,    wenn  nicht  das  türkische  Reich  dazwischen  läge. 

Auf  die  Idee,  diese  Gradmcssung  anzustellen,  verlielen  indem 
eiten  Jalirzeliend  dieses  Jahrhunderts  gleichzeilig  Ti-nner  und 
Ettave,  und  nachdem  der  Kaiser  Alexander  das  Unternehmen 
cnehmigt  hatte,  begann  Tenner  1S17.  SIruve  1821  die  Arbeit^ 
idcbe  sich  in  drei,  1831,  1844  und  1853  endende  Perioden  th«I- 
1  läset.  Die  erste  enthalt  die  Messungen  beider  Geleljrten 
Tischen  +52"  und  +60"  Breite,  also  in  einer  Ausdehnung  von 
^i  in  der  zweiten  wurden  die  Messungen  gegen  Norden  bis  Toi^ 
ea  ausgedehnt,  der  Bogen  auf  13"  49'  gehracht  und  die  \'orar- 
ten  zur  Weiterführune  gesen  Süden  bis  zum  Dniester  beendet. 


I   Wolfen:  NaehrUht  von  der  Volfendune  dtr  Gradmenvnff  tte. 


In  der  dritten  Periode,  wo  ein  Aufschwung  in  der  Arbeit  dnrdl, 
die  lebliafte  Betheiligung  des  CSeneralslabes,  auf  AnTegun^  da' 
GeneiaU  von  Bert;,  miigllch  wurde,  kam  die  skandinavische  Fort 
setiung  bis  zum  Eismeere,  die  rassische  bis  zur  Donan  und  Avt 
fieelimmung  der  Polbiihen  auf  den  End-  und  aa^emesseneo  Mit 
(elpunkten  hin£u.  In  dieser  Periode  vollendete  Tenner  ansmr 
den  Messungen  in  Bessarabien  die  Vermetisung  Polens,  dorcfc 
welche  die  früher  besprochene  Verbindung  der  russischen  Gradr 
meesuDg  mit  der  preussischen  und  üsterreichiscben  müglich  wurde. 

Die  skandinavische  Messung  ward,  auf  Struve's  mündlicha 
Anregung  in  Stockhnlni  im  Jalire  ISJ4,  durch  Haiisfeen  und' 
Seiander  bis  -{-Id"  40'  in  Fuglenaes  bei  Hammerfest  ansge- 
führt.  Diese  Arbeit  war  buchst  mühselig  liegen  des  rauhen  Kli^ 
mas,  der  unwirthlicben  Gegend  und  der  kurzen  günstigen  Jahret- 
teil.  Diese  Gradmessung  bildet  ein  selbststSndiges  Ganzes,  ict 
aber  mit  der  russischen  eng  verbunden;  auf  das  Verhaltniss  der 
Ausdehnung  beider  kann  man  aus  der  Anzahl  der  Dreiecke  schlie» 
sen,  welche  bei  ersterer  31,  bei  letzterer  225  betragt.  Diese 
wie  oben  schon  angedeutet,  durch  13  gemessene  Polfaüben 
Azimuthe  in  VI  partielle  Bogen  von  2<*  7'  mittlerer  Ansdehnuag 
zerlegt. 

Die  angewandten  Maassstäbe  sind  mit  der  Toise  du  Peroi 
dem   Slandardmaasse    der    ostindlscben,    Bessel's   Toise,    dl 
Normalmaasse  der  hannoverschen  und  dänischen  Messung  und  der, 
Wiener  Nornialklafter  gchiirig  verglichen  woruen.'  Die  Recbnungi* 
arbeilen   sind   der   Vollendung    nahe,    eben    so   ttin    grosses, 
Struvc's  Feder  zu  erwartendes,   beschreibendes  Werk. 

Am  südlichen  Endpunkte  wird  auf  den  Befehl  des  Kaiseis 
eine  gusseiserne  Säule  theils  als  Denkmal,  theils  zur  Bezeichnang 
des  Endpunktes  für  eine  später  aufzunehmende  Fnrtselzung,  ein 
entsprechendes  Denkmal  auf  des  Königs  Oskar  Befehl  am  nurd' 
liehen  Endpunkte  mit  norwegischer  und  lateinischer  Inschrift  e^ 
richtet  werden.  Jene  Säule  wird  in  russischer  und  lateinischer 
Sprache  die  in  letzterer  lautende  Inschrift  erhalten: 

Terminus  australis  arcua  meridiani  29 '^  20'  quem  inde  a  flurio 
Danubio  ad  Oceanum  Arclicum  ui^que  per  Rossiam,  Sueciam  el 
Norvegiamjiissnetauspiciislmperatorum  Augustissiraorum  Alexan* 
dri  I.  et  Nicolai  I.  alque  Regis  Augustissimi  Oscaris  1.  annia 
MDCCCXVI  ad  MDCCCLII  continuo  labore  emensi  sunt  Triam 
gentium  geometrae.    Latitudo  43°  20'  2",8. 
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■  I 


Zur  Theorie  der  Differenzenreihen. 

Von 

Herrn  Oskar  fVerner, 

Lehrer  der  Mathematik  in  Dresden. 


Beieichoeii  in  dem  Ausdrucke 

k»  ^i*  o^»""On  ganz  beliebige  Zahlen^  dagegen  (ii,  (i^,  (i^,,...(iu 
k  anf  einander  folgenden  BinomiaiGoeflicieiiten  für  den  Exponen- 
tu  fi,  80  erhalten  wir,  iienn  wir  auf  jedes  Glied  desselben  den 
«kannten  Satz  aus  der  Theorie  der  höheren  Differenzenreihen 

■ 

fln  =  «0  +  niJüQ  -i-n^^^ao  +  ....  +  Un^^üQ 
iowenden : 

Sfi  =  r7o— fti  («0  +  li^fiTo)  +  fi2(«0  +  2|  ^Oq  +  22-^tfo) 

....  (—  1)" fi„ {üQ  +  Wj  JaQ'\-n^/flaQ  + ....  +  nn^^üo) 
der  durch  Vereinigung  der  gleichen  Differenzen: 

S^=  Co^o—  Ci^ffo+  Ca^X  - .-  (— l)«C;i^"flro. 
obei  zur  Abkürzung 

er 

,  =  mof*«  — (TO  +  l)ij*m+i +  (m  +  2)afim+2 —  ....(— l)»-«n«-«,./M 
letzt  worden  M    Voistefaende  (if—m-fl)gliederige  Reihe  kann 


Wi 


RdalM 


^— !/-*(>— ■-I-r_i»«+--I'  »fr 


^f  «*»«  Ä^"*SB 


•«tsm,  die  Glek-bsssca 


={^ir(p^-*-ih 


r=l. 


»^— ^■  +  ';i  F»t»  =  — '«— ■— '^-« 
+  ^|i-»-l;,»ta-(«+3.>,  •-+.  =— <^-i 


r- 


»(,.-•— !)_«_,.■.  +  (- 1)1— 

=r-i)— Ot— «— iv— . 


■1 

Aftt  der  Addition  dieser  Gleichaogen    folgt  endlich,   wenn  mmt 
mdbebt:  } 


0) 


{ 


+  (m  +  2)j|..+«- ....  (— 1)-— 


Wir  haben  daher  durch  Vergteichang  mit  dem  VorbeigeheDdeB.' 

C»  =  (— 1)«- -(/i— m-  l)»-«.fta, 
nnip  wenn  wir  aaf  den  Anfang  unserer  Entwickeinng  znruckblickeif 

Ä^=r^(-  l)«l(fi-  I)«flo+  (f*— 2)_i^z/ao  +  (^-3),-«/iazftio 

+  ....+ (fi  —  n  —  l)o  fhi -^Ool 
oder 

«0— fA,  Ol +/i5|a9— ....(— l)«/Aiia«=(—l)"t(ft—l)«ao+(f*—2)«-i.|»i^/<«o 

+  (ft  —  3)a_2 .  ii2^ao  + ....  (fi— n  —  l)o  fin^^aöl» 
d.  i. 


(2) 


Ein  Correlat  zu  dieser  Formel  erhalten  wir,  wenn  wir  auf  jedes 
Glied  der  Reihe 


09kar  Werner:   Zw  TkeoHe  äer  DifTerenzenreiken.        |88 
n  Satz   •      -"'■■  l-u-r.  :'■'.--  -i 

^■öa«  (—  1)"  («0 — «1  «1  +  «äff«  —  ••••  (—  1)"  f ») 

IweDden  nnJ  der  Hauptsache  nach  denselben  Gang  wie  vorher 
iMeblagen«  Kürzer  jedoch  gelangen  wir  auf  fotgendtBm  Wi^ge 
■m  Ziele. 

.•    ,  -  .  •.  ■   ■  • 

Vermittels  der  Relation 
^n  wir  aus  der  Hauptreihe 

Iricbt  folgende  Differenzenreihen  ab: 

^  erste  Differenzenreihe: 

zweite  Differenzenreihe: 

fAo=^a^,  J^Ai——Aa^,  2/2^sft=^aa»--^^~==(— 1)""*^"««; 
^  u.    s.    w. 

A:te  Differenzenreihe: 


■•: 


ach  (2)  ist  aber 

aber  ergiebt  sich  aus  dem  unmittelbar  Vorhergehenden: 

Oq  +  [iLiAnQ  +  fi2^«o  +  ••••  +  t^nA^ÜQ 

Die  Formeln  (2)  und  (3)  sind  vorzuglich  brauchbar^  wenn  die 
Slieder  Oq,  Qi,  a^,""  eine  arithmetische  Reihe  irgend  einer  Ord- 
lang  bilden.  Um  diess  an  einem  Beispiele  zu  zeigen,  sei  o'q^^V, 
1=2«,  112=32,  ....  fl„  =  (w  +  l)2;  dann  ist  Aao=S,  A^Oq  —  ^ 
f>ii^=0»  ^^=0,  u.  s.  w.  zu  setzen;  folglich  erhalten  wir  ans  (1): 

rheilXXUI.  16 


Teiungsttit/'ffaiat  für  Schüler. 
l'-^..2«  +  ^.3»-....(-I)-^(n+I)« 


■*-;r=i+^-;;^( 


i.+2-+3.+....+cn+i)-t^^±ilf:i+?^<^±^ 


XII. 

Ue^aogSBufgab^  Gxr  Schüler. 

Von  Herrn  Profeuor  Dr.  Wolfers   zu   Berli 

lo  Euler's  „Institutiones  calculi  difrereolialis^ 
posterior  §.  306.  Exemplum  I."    wird  die  Summe  der  J 

für  2=1  beetimmt.     Der  allgemeine  Ausdnick  derselben] 

nimmt   fär  ir  =  l  die  Form 


an;  es  bann  zunScfast  die  Aufgabe  sein,  aus  diesem  sllgemeltien 
Ausdrucke  den  für  :e  =  1  sich  ergebenden  Wertb  |  d^r  obiges 
Reihe  abzuleiten. 

Diese  nimmt  aber  Itir  diesen  Werth  von  x=\  die  Fp^m 


T  +  Iäi:T  +  tsir=l  +  et'=- 


I 


I 


= 0+2:1+3:5+ r6+»**- 


d 


ifiseellen,  S35 

I  md  es  wird  eine  zweite  Aufgabe  sein ,  dass  der  Werth  dieser 
f»  Cnendliche  fortgesetzten  Reibe  den  obigen  Werth  l  annimmt. 
Kees  lässl  sieb,  ganz  unabbgn^i^  von  dem  obigen,  andemeitig 
ergeleitetea  allgemeinen  Ausdrucke  und  etwa  ähnlich  wie  im 
Ußen  Theile  dieser  Zeitschrift  pag.  428.  §.  17.  zeigen. 

Die  ihrem  Werthe  nacb  so   gefundene  Reibe  läset  sich  ancb 
6  schreiben : 


''3+5"*'3  +  5  +  7'*' 3+5  1-7  +  9+3  +  5  +  7+9+TI '*■"**"';,'' 
Summe  dann  gleicbfalls  bestimmt  ist.  ''  '■*" 


XIII. 

M  i  8  c  e  1  l  e  n. 


■JA 

^^AxtVbea  de*  fltrm  Onctnr  H id enlciiiti p,   Oberlehrera  am  G^mUrion 
Xti   üaniDi,    an   den    HeraUageber. 

Sie  erwähnen  im  23.  Bande  Seife  L-a?.  und  228.  der  Auflüsang 
liner  linearen  Gleichung  von  n  unbekannten  Grüssen  von  der  Form 


y_a,      3,_„,      2,_o^  ,j^a„ 

1^  Liouville  in  seinem  Journale  gegeben  haben  soll.  Ich  habe 
die  AuflSsung  i^olcbe^  Gleichungen  scbon  vor  13  Jabren  gefunden 
Ubii]  solche  in  den  zwei  Aljhandlungen :  „Ueber  Transformation 
Melfucher  Integrale"  und  „Ueber  die  Abel'scbcn  Integrale"  im 
Ib.  Bande  Seite  184.  und  im  25.  Bande  Seite  182.  des  Crelle'schen 
Pinrnaia  nebst  andern  Cigenschaflen ,  die  solche  Gleidiungen  haben. 


mttgetheilt  ond  wichtige  AnTvendangen  davon  auf  di«  TransfoB 
mation  vieiraclier  Integrale  gemacltt.  In  der  ersten  der  etwf^"*" 
dlihanillungeii  tialie  ich  ilifi  Bedingung,  dass 


•^  =  1 


Bei,  gemacht,  in  der  andern  nicht.     Es  sind  die  ^i, 
den  erwähnten  Alihandlurigen  nichts  anderes,  als  die  sogeiü 
elliptischen    Coordinateif,    vnn   denen    man   so    Truchlhare  A 
düngen    auf  die   L5sungen   verücbicdener   Probleme   gemacht  b^ 
Ich  habe  in  den  genannten  Abhandlungen  nur  die  Zahl  der  V« 
beln  unbestimmt  und  lieliclng  gelassen  und  so   diese  Transfom 
tion  nur  verallirenieinert.     Da  ich  das  Journal   des  Herrn    Liod 
ville  nicht  kenne,    eo  ersuche  ich    Sie,    den   Herrn    LiouTill^ 
avt  diese  schon  früher  gegebenen  Losungen  aufnierkeani  zu  macbfl 
Auch  wünsche  ich  eine  ähnliche  Berichtigung  in  diesem  Jourm 
von  Ihrer  Seite  "). 


Hamm  den  2j.  April  1854. 


Ihr 
Hädenka 


\« 


Verallgemeirieruri!;  Hes  l'ythagoräi seilen  Lehrsata 
Herrn    Oilmr    Werner,     Lehrer    iler    Mnllieuinlik    i 


Construirt  man  (Taf,  I.  Fig.  1.)  über  der  Seite  BC  d< 
higen    Dreiecks    ABC   den    Rhombus    BCOE, 
=  ^CBE  und  ^JCA  =  Z.BCD,    zieht   ferner  zu  BF 
die  Parallelen  Ch  und  BL,  macht  BF=  BK  und  JC=CL  ua 
vollendet  endlich  die  Parallelogramme  ABFG  unH  ACJH,    sa 
der  Flüchenrnum  des  Rhombus  BCDE    der  Snmme   der  Flächt 
rfiume  der  Parallelogramme  ABFG  und  ACJH  gleich. 

Indem  nir  uns  beim  Beweise  diese«  Satzes  an  Taf.  I.  Fig.2 
halten,  bemerken  wir,  dass  diese  Figur  ans  Taf.  I.  Fig.  I.  erhalti 
wird,  indem  wir  die  Parallelogramme  ABFG  und  ACJH  in  ä 
Lage  bringen,  dass  wir  einerseits  BF  auf  BK  und  AB  iu  d'H 
Richtung  von  fii*^  fallen  lassen,  und  andere/seits  JCauf  X>Cleg«i 

rolUEttodi^e  HIttheiInnfr  dieaea  I 
lüdenbamp  genügt  sein  wird. 


Müeetlen. 


«7 


dCin  die  Riehtoog  von  JC  bringeo.    Es  kommt  also  jetzt 
if  an,  so  beweisen,  dass 

BCDE = BFGK  +  CJBL. 

Wir  ziehen  zu  diesem  Zwecke  die  Geraden  AM,  PE,  PD, 
JQ  respective  parallel  BE,  AB,,  AC,  BC,  BC.    Dann  ist 


^CBE=^ABF, 

leb 

CBE+j:^ABC=^ABF 
+^ABC, 

^ABE=^CBF. 

ausserdem  noch 
BE=zBC 

AB  =  BF, 

rgiebt  sich 

ABEP^BCOF. 
1  aber 

ABEP=  BEMJV 


BCOF=BFGK, 


st 


BEMN-BFGK. 


j!LBCD^j!LACJ, 

^BCD\  ^ACBzzi^ACJ 
+^ACB, 

d.  I. 

^ACD=^BCJ. 
Da  ausserdem  noch 

CD=zCB 

und 

so  ergiebt  sich 

ACDP^BCJQ. 

Weil  aber 


und 


so  ist 


ACDP=CDMN 


BCJQ=:CJHL, 


CDMN=zCJHL. 


liren  wir  die  Resultate  rechts  und  links,  so  folgt 

BEMN+  CDMN=  BFGK+  CJBL 

r 

BCDE=BFGK+CJBL, 

,  wenn  wir  Taf.  I.  Fig.  1.  berücksichtigen, 

BCDE  =  ABFG+  ACJH, 

urcb  unser  Satz  vollständig  bewiesen  ist. 

AI0  Spezialitäten  dieses  Satzes  sind  folgende  hervorzuheben: 


MlsctUtn. 


1)  ^CBE:=R.    Diees  liefert  den  LebrsaU:  Theilt  man 
Seiten    eitiea    Dreieckes    durijh    Senkrechte    von    den    gegeDfibf 
stehenden  Ecken,    sq  ist  das  Quadrat  der  nicht  getheillen 
gleich  der  Summe  der  Ilechtecke,  welche  aus  den  zwei  gefheiltt 
Selten  tiiid  ihren,    der  nicht  gethcilten  Seite   £un9chst  |jeg«Dda 
Abachnitten  conslrulrt  nerden. 

2)  Die  Rhonibiisüeite  CD  fÜlll  in  die  Richtung  der  Dreii 
seile  AC,  dann  rerochivindet  das  Parallelogramm  ACJB  und 
erhfilt  (Tat,  I.  Fig.  3.)  Khombus  BCDE=  Parallelogramm  ABF& 


^ACß=^CB£  = 
Z.CAB=^CBE= 


11  (ein  bekannter  Satz). 
:  R  (Pj  thagoräischer  Lehrsatz). 
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Zur    ebenen    Trigonometrie. 

VoD   Herrn  QnEdde,   Lehrer  am  GjmiiEiHiuin   zu   Bückeburg. 

Da   im    Archiv    mehrfach    AbleUuni;en    der   göntometriscbi 
Urundformeln  gegeben  n-ordeo  sind,  so  nehme  ich  keinen  Anslan 
auch  die  folttende  mttzutheilen,  an  die  sich  dann  nocb  einige  Uft 
trachtungen  knüpfen.     Sie  ist  ausserordentlich  einfach, 
eine  Uebersetzung  des  ptolemälscben  Satzes  ist,  den  man  bei  däl 
Beginn  des  Unterriehts  in   der  Trigonometri«    vorauesetcen   VtxA 
Sie  hat  aber  ausserdem  den  Vorzug,  diese  goniomctrischen  Gruni 
formehi  in  Zusammenhang  zu  bringen  mit  dem,   tvas  man  bU  d     |* 
Grundlage  der  ganzen  neueren  Geometrie  zu  betrachten  hat,  nSl     ^ 
lieh    mit  dem  anharmonischen   Verbältniss.     Die  Müglichlceit  dl 
Ueberlragung    beruht  auf  einem    einfachen,    allgemein    bekaniltt 
Satze:  „dasi  der  Sinu«  eines  PeriiiherietviokeU  gleich  der  Sehur 
ist,  dividirt  durch  den  Dirrchmesser",  von  dessen  Iticbtigkeit  ini 
sich  sogleich  überzeugt,  wenn  man  einen  PeriphcrieH'inlcel  *^l 
dessen  einer  Schenkel  ein  Durchmesser  ist.     Dieser  Satz,  der 
den  meisten    Lehrbüchern    der   Trigonometrie   nur  beilänäg,   el 
in  Form  einer  Uehungsattfgabe  vorkommt,    lerdiente  vielmeht 
die  Spitze  gestellt  zu  werden,    nicht  nur  der  Anwendung;  wegen, 
die  leb  von  demselbea  zu  machen  gedenke,  sondern  weil  alle  di|   l 
trigonometrischen  Sät/e,  die  man  selbsfstandlg  zu  beweisen  pft^Q    I 
mittelst  desselben  als  leichte  üebartragungen  von  gonioroetriscbcD    | 
Sätzen   erscheinen,    die  man  vorher,    im   goniometrischen  Thcile,, 
ebenfalls    selbstständig    bewiesen    bat.     Zu   der  ITebertragnng  iif 
nur  eine  Multiplication  oder  Division   mit  dem   Durchmesser  des 
dem  Dreieck  umschriebenen  Kreises  nothwendig.     In  solchem  Zu- 
sammenhange stehen  z.  B.,   die  Seiten  de»  Dreieck«  mit  a,  tf,  ft 
die  Gegenwinliel  aüX  A,  B^  C  bezeichnet,  ^e  Formeln 


a=  bcMC+ecotB, 
amA=:B\iiB.coaC+s>nC.cosS; 
C-B.        C+B 


BiaB+sioC:! 


,    C~B 


C—B,       C+B^ 


sin/d*=(sinß.< 


«lu— 5— 
-24c.  üoi 
»C+oo,. 


C+B,\ 


.cj 


D  fi^coa  C  -f  2sm  B  cosB  sin  C  cos  C 


BcosC+cosBsinC)': 

I  +C08ß»8inC" 

= ain  JS*(l-sin  O+Üsiq  JSeosÄsin  CcosC+BioC'(l-«ii^) 
=81110* +sinC2—-2sinßsiiiC(sJnß.slnC—cosß.oosO 
=sinß»+8inC"— 2slnÄ8in6'.cos^ 

n.  s.  r.  Weiter  verfolgt  bat  diesen  Dualismns  e.  B.  MftILei 
feiner  „Trigononiet  rie.  Halle  1852,  Seile  202.  u.  f. ",  «ess- 
\  Ich  hier  diesen  Gegenstand  verlasse  und  zur  Ableitung  der  Formel 


ein(a:  +  a)  = 
rgebe.    Man  stelle  sich  ei 


:sin£COsy  +  cosarsiny 

1  Viereck  in  ein«ni  Kreise  vor,  ABCSk, 
th  welche  Buchctabenfol^e  zugleich  die  Fnige  der  Punkte  i 


Man  hat  datiu   nach 


I  Umfange  des    Kreises  dargestellt  ! 
I  ptolemäi sehen  Satze 

4B.CD^^BC.DA  =  AC.BD. 

|.  fwnn  man  durch  das  Quadrat  des  üurchmessers  dividirt, 
linÄ/)^.8inC^Z>  +  sinBÜC.sin^ßö=6in^ßC.sinßJß. 
BUD  AC  ein  Durchmesser  und  setzt  man 
I  CAD  =  if, 

BAD^six+9: 


m ABD  =  s\nACD  =  6m(<iQ9-' CAD)  ^cosf/. 
8mABC=sinWP  =  l; 


folglich 


cosar.siny  +  sin37,cosff=8in(ar  +  y) 

Ist  AD  e 

n  Durchmesser  und 

BAD  =  j;,    CAD=z.y, 

so  ist 

ii\nBDA  =  coB^, 

e\nCAD  =  R\ay, 

sinß/>C  =  6iii(a:— y). 

Bin^BO=l, 

BmABC  =  smADC=cosy, 

Ein  B Ali  ^  sin x; 

folglich 

cosx  .siny  -\-s.\n{x-y)  =  cosy.e\nx. 

Setzt 

mao  900-a:  an  die  Stelle  von  .c,  so  gf^h 

Über  in: 

«in:.sin5  +  co«arcoey=Cü8(:.-y) 

und  die  Formel  (6)  in 

6in^sin2/  +  <;os(3.-+y)=3cosi/coa^. 

Verbindet  man  einen  Punkt  S  de^  Kreisos  mit  den  Ecken  da 
Vierecks  und  bezeichnet  die  auf  einander  rollenden  Strahlen  SJ 
SB,  SC,  SD  mit  n,  b,  c,  d,  so  hat  man  durch  Anwendung  d 
oben  fdr  den  Sinus  eines  Peripherien) nkeU  gegebenen  Satce^iK 


sina6.sincr/-f  s 
eine  Itekanntc  Relation  zw'xs 


inf7n=si 


sinfirf. 


welcher  fi1r  die  vii 
eine  gerade  Linie, 
auf  einander  folger 


Einschniltspiinkle  n,  b,  c,  B    der  Strahlen  il 
ivenn  die  Punkte  in  der  angegebenen  Ordni 
die  Relation  cntHprit:ht: 

ab  ,cb  +  ab  .bc=:  at.bi. 

Diese  Relationen  also  sind  Folgerungen  aus  dem  ptolemäischeo 
Satze,  und  da  sie  der  Lehre  vom  anharmonischen  Verhältniss  angehö- 
ren, HO  ist  hiemit  der  Zusainnienbang  dieser  Lehre  mit  jenemSatze 
und  damit  auch  mit  den  gonio metrischen  Gruodformeln  nacbgeirieseti. 
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XIT. 

Ke  Theorie  der  penodischen  Funktionen,   begründet 
urch   die  Betrachtung  der  Integrale  zwischen  imagi- 
nären  Grenzen. 

Von 

Herrn  Julius  Toeplitz, 

liehrer  am  Gymnatiom   xu  Litta  im  Grotsherxogfthum  Posen. 


9  ' 


Die  Integralrechnun^s?  allein  i^iebt  uns  die  natiirgemä'ssen  Mit- 
ri  an  die  Hand,  nene  Funktionen  zli  finden  bnd  ihre  Eigenschaf- 
!•;  w  erforschen.  Je  mehr  also  daCiip  sosrhlehf ,  die  Prinzipien 
\ßf,  Integralrechnung  fest  zu  begründen,  desifo  klarer  werden  uns 
1^:  Eigenschaften  der  Funktionen  vor  Augen  treten ,  und  desto 
i^Blwer  werden  wir. mit  denselben  umgehen  Ein  Integral  wird. 
HP  dir^l  als  eine  Summe  von  unendlich  vielen,  unendlich  kleinen 
IBedern  definirt,  dieve  Definition  jedoch  nur  für  den  Fall  gewühn- 
Hh  'Utidsiequent  durchgeführt,  wenn  die  Grenzen  der  Integration 
reelle  Gr5ssen  sind.  In  diesem  Aufsatze  will  ich  nun  den  Ver- 
lach machen,  diese  Definition  auf  die  Integrale  zwischen  imagi- 
liren  Grenzen  auszudehnen.     iVlein  Hestreben  geht  dahin,  zu  zei- 

Ey    dass   nur   durch    diese  Ausdehnung  das  wahre  Wesen   der 
grale  uns  zugänglich  werde,    dass  neue  Eigenschaften  der  In- 
tegrale sich  dadurch  ganz  von  seihst  ergehen   und  dass  durch  sie 
l|lein  clif  vv>ahre  Quelle  der  Periodicitnt  der  Funktionen  aufgefun 
Im  werde.  .[ 

Bevor  ich  nun   zu   diesem  meinen  Thema  übergehe,    will  ich 
len  verehrten  Lesern  in  dem  ersten  Para;;ra}>hen  d.is  ins  Gedacht 
lies  zurückrufen,  was  ich  aus  der  Theorie  der  Integrale  zwischen 
Mllen  Grenzen  als  bekannt  voraussetze. 

Theil  Win.  17 


§.  I. 

Eine  Funktion  fx  heilst  kniitiniiirlich  zni^chen  den  reelu 
Grenxen  n  und  U,  «eiin  fx  fi'ir  jeden  lielioltigen  Werlh  von  3-,  ilffl 
sn-ischen  dienen  Grenzten  liegt,    immer  einen  eiidliclien  Werth  ■ 

nimmt,  und  ausserdem  die  Grösse^- —  fflr  dieselben  Wei 

von  X  einen  endlichen  Werth  annimmt,  "iifarend  e  unendlich  kll 

wird.     Dieser  letztere  endliclie  Werlh,  den  die  Grüese  t^^^ 

annimmt,   nird  geivühnlich  diirdi  tjas  Zeichen  ^    nder/^jrbe» 

md  b   fcontinnil 


net.     Wenn  aU 
ist,   so  findet  t 


)  fx  anischen  den  Grerj» 

vischen   diesen  Grenzen   fnlitende   Gleicfaunff  i 


nx-vt)-fx=i.rw. 


"  iechM 


Legen  wir  nun  der  Variuhlen  x  alle  Werthe  hei.  welehe  : 
I  nnd  ii  liegen,  und  Lüden  "ir  folgende  tJumme: 


,./o+.2./("+*i)  +  ^3A''f*iK2)H-.  +  f"-A«+£|  +  ^a  +  --  +  ^.-i 


■D  welcher  t 
Art  sind,  di 


Cn  unendlich  kleine  GrDssen  t 


a  +  Ei+ifl+?3+...+f, 


ist,  Go  wird  leicht  beniesen,  dass  diese  Summe  gegen  einen  ll 
stimmten  endlichen  Werlb  konverpirt.  der  nur  von  den  Grenii 
a  und  /;  und  von  der  Form  der  Kiinktion  fx  uhhäiist.  Die  ebl 
genannte  fjumme  ivird  da»  Integral  der  Ftinktinn  fx  »wX 
sehen  den  reellen  Grenseii  o  und  b  genannt  und  durch  i\ 

Sypbol  /  fx.dx  bezeichnet.  Wir  h.iben  als»  als  Definitiop  d 
Gleichui^ : 

....^^ln■f{1,\H^H'V...■^-ln-l=b-t^.  1 

Mit  Hülfe   dieser  Deünilioncgleichung   werden   leicht   folgaad 
Eigenschaften  der  Integrale  entnickelt; 


/' 


s/V»-. 


dx 


ä^-üdet  dütck  iile  BeMicnttritg  dk)r  Integraih  (sVr.  343 


J  .  fx.Ax^^'"^  I      fx.dx* 


(*) 


\fpx-{'C.i\}x\da:=:.  j       q>x.da:-\-c,  1      r^fx.dx.     (5) 

•  am 

"ti  /      /j?.rfar=  /      fx.dx+§      fx.dx.  (6) 

1^,     Die  Glelchangen  (4)  und  (6),  mit  einander  yerbonden,  zeigen» 
18  wir  bei  der  Bildung  der  obigen  Summe  (2)   auch  über  die 
mze  6  Wnansgehen,  und  dann  wieder  zu  derselben  zurückkehreii 
inen ,  wenn  nur  die  Funktion  fx  auf  diesem  ganzen  Wege  kon- 
iDDirlich  bleibt 

■ 

jh       Da  femer  fx  zwisr.hen  den  Grenzen  a  und  6  kontinuirlieh  ist, 
Ro  folgt  aus  der  Gleiehuni?  (1): 

[«+«i)— /»  =  «!. /*'«, 


«• 


-...+ri,=»)^/(a+ f  1 +t4+...+e,-i)=b«n/'(r/ +^1 +€t + •-+«•-1); 
durch  Addition  dieser  Gleichungen: 

....  +  Bn .  f'ia  +  «!+€«  +  ....  +  €«-1) 

•def 


ß'^fa=r   fx.dx.  (7) 


Bei  all  dem  Bisherigen  ist  zu  bemerken,  dass  die  Funktion 
l/jT'iieibst.aneh  eine  imaginäre  Form  haben  kann.    Alsdann   aber 
hingt  man  sie  auf  die  Form:    (px -t-  Ltffx ,  wo  (px  und  if;a?  reelle 
i  Sanktionen  von  x  sind^  und  dann  hat  man  aus  der  Gleichung  (5): 

/     fx.dx=^  I     fpx.dx  +  i.  i      iffx.dx.    Dabei  mflssen   freilich 

•  a  a    ^ 

^  itiid  ^i^  swis^iien  den  Grenzen  a  und  6  kontinuirlieh  sein. 

17  • 


.  Toeplil»:'    Bit  T^O/rtt.  tltr  .pertotfi 

Dies  eiiiil  die  bekannten  l>nri2!))ioii,  an  die  ich  erinnern  wnllltj 
tveil  ich  nur  anf  nie  alleiu  hei  der  nachrol^eniien  liehandlun^  it 
nes  Themas  Beznir  nehtiien  »ill. 


§.   [i. 

,,(Die  Fnnktinn  fj:   heis«t  kontiniiirlicli    zwitjclien    ilen    (irenzed 
B  +  fJi  und  y  +  öi  (Hiiauinl  (3  reelle  «fösBeii  sind  und  i  =  V"-^ 
wenn    in    dem    Ausdnicki^    f{ti -yei)  ^tp[u,  a) +i.il>[a,  e)    sot 
^H,  e)  »<H'  V0i>'f7  Ifih'  ulle  Werthi!  von  u  zwischen  a  und  y, 
buiidcti  mit  allen  \Vprihi>n  vnri  n  ztvisdien  ß  und  S.    botittnuirlU 
bleilien.     Ferner  wollen  "lir  flu  imnjjinäres  nnfinHii'h  Kleines  de 
Ausdruck  Si  nennen,   wenn  dmieridlich  klein  und  rteil  ist.        " 

Um  nun  die  Uefinitirjii  eiMGc  Integrals  zwischen  den  imapnSre 
Grenze«  «  +  |9rutid  f^Si  zu  >;utieii.  wollen  »vir  der  Art  and  rt'da 

nach  der  wir  oben  das  liitei^rul    /      fx.dx  !;ebildet  halte 

grosKere  AuHdehiiunp;  gehen.  Zu  diesem  Zivetke  lassen 
Variable  x  durch  unendlich  ktt^lAe  lukri-nienfe,  die  wir^anz  nac 
unserem  Beliehen  ba|d  reeU.ylüiy  iimicinür  jiqii«!^»«!).  to;i  d«i 
VVerlhe  a^ßi  zu  dL'ni  Werthe  y\-Si  uher,!;eheti :  fiir  diese  unend 
tich  fielen  Werthe.  der  Vfiviablen  ,t  l)ilden  wir  die  entsp reihende 
Werthe  der  Funkliüi|  (,v,  muUipliziren  jeden  dieser  Werthe  i  ' 
dem  nüchsfridgenden  unendlich  kleinen,  reellen  «der  iiiia<;inäre 
Inkreniente  von  x  ujiil  uddireu  idniiii  all  die>e  PrnduUte. 
solche.  Summe  nennen  wir  das  Integral  der  Funktion  fx 
zwischen  dp«  (if^nA^n  a  \ßi^  und  ■/•{-ii. 

Diei^e  DeiinitloouKOheijif  nun  ri«le  Ünbeiitimmlheiten  in  sieb 
zu  enthalten.  Denn,  wenn  ?..  B.  I  \1i  und  r>  +  6(  die  ^ec 
Grenzen  Kind,  so  kann  m;in  x  erst  durch  reelle  liikremei 
dem  Werthe  1+2»  zu  dem  Wsrthe  Sf^i,  dann  durcli  iniaginSn 
Inkfemente  von  dem  W^Vh-^  S  f  i2/,zn  dem  Werlh«  3+6i,  und  end- 
lich wieder  durch  reelle  Inkremente  von  dem  Werthe  3  + 6t  itt 
dem  Werthe  5  +  öi  iihergehen  lat-seii.  Man  klinnle  aber  auch  auf 
unendlich  viele  andere  verar'hiedene  We'sen  verfahren,  da  n^  difl 
Berlin.uTin!;  peslellt  ist;  ytass  die  licihe  der  x  mit  dem  Werlhfl' 
I  +21  beginne  nnd  tnitdem  Werthe  5-(6i  schliesse,  während  die  Art 
und  Wei.se  der  Ui'beruänge  panz  unserem  Belieben  lilierl^s^eb  |itl 
Man  kiinnle  also  schlipas«^it,  dass  nach  uniierec  UeGnition  zwUches 
denselben  Grenzen  o  +  ^/  nnd  y  +  äi  bei  ein  und  derselben  Fnnk-j 
tioD  fx  unendlich  .y\<Af  M)l|;|ief.  tjifnuofn  v<»'''^iiden  cind,    4'B/" 
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>en  Integrale  genannt  h^hen.  %s  bieten^  sich  uniy  d^her.  fnlgeada 
ra^f^n  zor  ErHrteruns:  dar:  erstens,  wie  miiss  die  Funktion  fx 
eschaCTen  sein,  damit  jede  dieser  8uiuuien  sic^  einer  .bestimni- 
;n  endlichen  Grenze  nähere;  zweitens,  welche  von  diesen  Sum- 
len  sind  einander  gleich;  und  endlich,  wenn  einige  dieser  Sum 
len  verschiedene  bt  stimmte  Werthe  aiiiiehmen,  um  welche  Differenz 
oterseheiden  sie  sich  dann  von  einander?  Bevor  wir  diese  Fra- 
en  in  ihrer  ganzen  Allgemeinheit  beantworten*,  wollen  wir  jedoch 
iDige  spezielle  Summen  betrachten,  auf  die  sich  die  übrigen  zu- 
iddffibreti  lassen.  ..•'/•!.:. 

111.    J  ;,  . 


11    ■    i       '"11     ■■   .      ■' 


■  ■  '   .  ■  ^  ■     i  «  ■ 

Wir  lassen  znforderst  x  durch  reelle  Tnkremente  von;  d^^^ 
Verthe  a-\-pi  zu  dem  Werthe  y-{-pi  übergeben  und  bilden  die 
bmme: 

i  ■ 

■  J 

Kese  Summe  bezeichnen  wir  durch    das  Symbol    /  fx,dx. 

o+pi 

Fvifgleiebeii-  wir  diese  Summe  mit  der  jn  der  Gleichung  (2)'  vor- 
wmmendenv  .so  s^eht  man,  das^  offeobar: 

/y+r«  P  y 

fx,dx=^  I      f'{u-i-pi).du.  (8  b.) 

X  a^pi  et 

Daraus  schliessen  wir,  dass  die  ohige  Summe,  welche  wir  durch 

/y+i»i 
fx .dx  bezeichnet- haben,  nur  dann  gegen  einen 

einzigen  bestimmten  Werth  konveruire,  wenn  die  Funktion /(w+p/) 
Kralle  Werthe  von  ?i,  welche  /.wischen  a,  und  y  liegen,  konti- 
Bairlicb   bleibt. 

v.Wir  lassen  zweitens  die  Variable  x  durch  unendlich  kleine 
taginäre  Inkrefnente  d,t,  h,^y..,.hni  von  dem  Werthe  g-i-  ßi  zu  dem 
i^'erfhe  qi-Öi  übergehen,  und  bilden  die  Summe: 


"  '  t(9a.) 


346'      J-  TaefJLU^:    Üle  ThtOTl*  den  peHodltekm-  Otpltiaiun. 

'""       '.'    i 
bezeichnen.    Dtircfi   Verftleichuii;;    ilieser    Summe    niii    jer  in  ai 

Gleichung  (2)  vnrkonnueniieu  sehen  wir  wieder,    <latis 


/ 


(9  b.)., 


ieiler,  daes  rlie  Sunime,  vtelcbe  wir  dv 


Daraus  schliesseri  «vir  i 

fx  Ox    beseichnet    hüben,     nur    dann    geg< 

einen  bestimmten  etidUcIien  Werth  km 
«,  +  -.•)  riir  .IIP 
tinuirlich    bleibt. 


«Cbf-N     ^    L 


nenn  die  Punkti« 
l  d   liegenden  Weilhe  von  t|  kn 


einer  grosseren  Allgi 


Wenden  »ir  nns  nun  zu  Snmi 
meinheir.  Zu  diesem  Z>ieclfe  bo 
durch  reelle  uNeniMirb  lileine  Inkrententp  von  dem  Werthe  a-f| 
zu  dem  Werlhe  y-\-ßi,  «w\  dann  durch  inmginäre  unendlich  klein 
Inkreniente  von  dem  VVerlhe  y  ^^  ßi  tn  dem  Werthe  y  +  äi  übe 
geben,    und  biMen  Tiilgende  Summe: 

(10  0.)        '  : 

si-/l"+/iO.+"»-rt"+ii+(iO+f.A«+>i+'i+»+-+!.-/!i— «•♦( 

TvetcTie  wir  vor  der  Hand  durch  daa  Symbol  91(0  +  fJ»,  y  +  äi)  l»* 
zeichnen  tvulleu.  Ver<ileiclien  ivir  diese  äumine  mit  den  obigei 
(8  a,)  und  (9  a.),   so  sehen  «ir,   d; 


V(-¥ß'. 


>  ^5!)  =  ^'^^' fj.dx-i/  '     ' fx.dx,    (low 


■Hßl. 
(8  b.)  und  CJ  b.)  folgt,   d8«i 


woraus  mit  Hülle  der  Gleichungi 

<  'i 

Daraus  schüessen  ivir,  dass  die  Summe,  welche  wir  durch  dU 
Symbul  ip{a-l-ßi,  /-t-^O  bezeichnet  haben,  gegen  einen  bestimn 
ten  endliche,n  Werth  konsergire,  soiiald  flu  f  ßi)  für  jeden  zwiscbf 


y  liesenileii  Werth  Von 
iind  a  lte<;enden  Werth  von  i 


Schlaeen  ivlr  nun  ricn  um[;ekehrleii  Weg  p'm  und  lassen  x  ersl 
ruh  iraagintire  unenHlicIi  kleine  liikr^niente  von  dem  Wertbe 
4-j3i  zu  de<»  Werllie  a  f  di,  aitmi  aber  durch  reelle  uneodlicb 
eine  Inkrenipnfe  von  dem  Werthe  v\bi  zu  deni  Werthe  y  +  Jif 
KTgelien  und  bilden  folgende  Summe: 

(11  s.) 

l/ti(Wö+f.',t«lf't«,Olä,i./U<+|!.-|a,/t*.0+~.+».'.rto+«-M 
.,,««+«)+!,.«'<+■,  f«<H!,.A«+".Hf.+'")+-+<./!)^'.+«i). 

itcbe  n^ir  wieder  durch  (>in  .Symbol  ii>{ti -f- ßi ,  y  |-äi)  bezeichnen 


I,  und  /(y -f  D'')  Itir  jeden  zwiacben 
ttontiniiirlirh  tifeiht. 


1  .Sjnihol  '/'(«  + (3(, 
10  nie  oben,    da^^i 


(IIb.) 


,(,(a+(3f,  ,-  +  6 


-/■'«" 


+  ö0.f/«  + 


\j"^tV\vi).dv.  (11c.) 


so'  konvergirl  die  Suihnie,  ivflche  vrir  durch  das  Symbol 
\ßi,  7  +  ^0  bezeichnet  haben,  nur  dann  gegen  einen  beättmm- 
endlichen  Werth,  vieiin  /tw  +  äi)  för  alle  /«iacben  «  und  y 
gendeii  Werthe  von  k,  und  f\a\ri)  für  alle  »wischen  ß  und  d 
fänden  Werthe  vun  e  koiitinurrlii^h  bleibt. 

In  dem  fol»eiiden  Parngrapheii  violleii  ivir  nnn  untersuchen,  in 
eichen  Fällen  die  beiden  Summen  ip(a\^\.  y\&i)  und  i//(o+j3i,  y+äi) 
lander  gleich  sind,  und  ivenn  di^s  niclit  der  Kall  ist,  um  (reiche 
leienz  sie  »ich  von  einander  unterscheiden. 


S  IV. 

dem  vorigen  Paragraphen  haben  wir  gezeigt,  dasa  di« 
pden  Summen  iji(a  +  ^i,  y\&i)  und  i{;(«  +  |3i,  y  +  ^O  g^ge»  be- 
iifmtd  endliche  Werthe  k»nvfrr;;iren,  wenn  die  Funktionen /(u+JJi) 
i/(w+^0  'i'it  all^  zivisthen  o  und  y  liegenden  Werthe  von  u, 
\A  die  Kiinklionen  /(a  f  et)  und  /t;'  +  i'i)  l^ür  alle  zwischen  ^  und 
lliegen  den  Werthe  von  n  kontinuirlich  bleiben.  Wir  wollen  nun 
Inehmen,    dass  nicht  bloss  diese  Bedingungen  erl'üllt  sind,   son- 
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d^rn  die  l^unktion  f{u  \'yi)  überhaupt .^wiscliep  den  Greo^seo  «-(-.^1^ 
und  y  4-  ^2  kontinuirlich  «ei  (vergl.  die  Üetinition.  im  Anfangfi  dcÄ 
§.  II.)-     Wir    behaupten,    &ä»»  in    diesem   Falle  q){a  ■{- ßi^   y-V^^ 

J>enn  setzen  wir  tp{a-irßi,  y  +  ö«)  —  g>(a-{rßi,   y-i-8i)z=:J,  so 
fiilgt  aus  den  Gleichungen  (10  c.)  und  (II  c.),    dass 

J=r\f(u+6i)-f(u+ßi)\du-iJ'   \/\y+vri'-'/la+vi)]dv.    , 

a  .      ■         ß  * 

Da  nun  nach  unsern  Annahmen  nicht  bloss  f(y+vi)  —fia^ 
für  jeden  zwischen  ß  und  ö  liegenden  VVerth  von  v,  sondern  an 
die  Punktion  f^u  +  ti)   für  alle  Werthe  von  u  zi^ischen  "a  und' 
verbunden  mit  allen  Wertben  von  v  zwischen  ß  und  ö  kontinuirüi 
bleibt,  so  leiten  wir  aus  der  Gleicbung  (7)  die  folgenden  ab:  -  . 

und 


i  f'  \f(7  +  vi)-fXa  +  vt)\dv 


l 

#  _ 

=i\^iUi/'(«+^04f2-r(«+fi+^i)+....+f«./''(y-f»+i50l 

-^iMh  'f'(ot+ßHdii)ie^.f\a  hei,^ßi-i-ö,i)j-,.,+en.f'(y-en+ßi+iii& 


Da  wir  aber  ganz   auf  dieselbe  Weise,  wie  wir  die  Formel  (7) 
bewiesen  haben,    zeigen  können,    dass 

,ff),dv, 

p^ri 

wenn  nur  f(p-\-vi)  für  alle  zwischen  r  und  g  liegenden  Werthe 
von  V  kontinuirlich  bleibt,  so  folgt  nach  unsern  oben  gemachteo 
Annahmen,  dass: 

*  f     l Ay  +  «0  -f(cc-i-vi)\dv  =  ei  \f{a  +  8i)-- f{a  +  ßi)] 

VI  f   ■         '  t 

+  ....  +  «„.  |/(y— «„+*»)— /(y—£,+|5t)l 


=y    '' l /([«  +  dl)  - /(«  +  (St)  J .  d«. 


ä00r§lmäei  äärcA  die  ßeiracäiauff  der  ^tiiegrmie  tie*  iMf| 

^  .  Wenu  a|ira^  /(M-lTf)  Kwincheii  den  Grenzen  a\;ßi  und  / -|-^i 
^ntinuirlich  l«t,  so  ist  J  ^Q  und  daher  tpia -\- ßi^  /+'$ 
HB:^(a-|-^t»  7  +  ^0«    ^A^  zu  beweisen  war. 


§.  > . 

Fassen  wir  das  Vorhergehende  zu8animen,  so  haben  wir  fol- 

ides  Ergehniss.    A^^enn  die  Funktion  fx  zwischen  den  Grenzeii 

!-|-/3t  und  y-\-^i   kontiuuirlich  ist,    s^o   konvergiren    nicht  nur  die 

iiiimen  ^(a-hiSt»  )^+^0  ""<!  '^{^\-ß^f  yf^O  gegen  bestimmte  end-. 

Werthe.  ttondern  diese  beiden  Werthe  sind  auch  einander  deich. 

Wenn  aber  nur  die  Funktionen  f{u  -f-  ßi)  und  f{u  -f  öi)  für 
swisf'hen  '«  \\\\A  y  liegenden  NVerthe  von  u,  und  die  Funkti<i^ 
»/■(a  +  rt)  und  f(y  +  vi)  für  alle  zwischen  ß  und  ö  liegenden 
'"Werthe*  von  v  kontinuirlich-js^ind,  dagegen  die  Funktion  fx  seibst 
rlÜT  einen  Wertb  a:=Mi  +  Pii,  der  zwischen  a-\-ßi  und  y  +  di  liegt, 
^iskontinuirlich  wird,  so  konvergiren  zwar  noch  die  Summen 
\f(ai'ßi,  y  +  öi)  und  i/;(a  +  j3/,  y  +  öi)  gegen  besfimmte  endliche 
^-Werthe ;  jedoch  können  wir  nicht  behaupten,  dass  diese  beiden  Werthe 
^einander  gleichend.  Sie  unterscheiden  sich  vielmehr  im  Allgemeinen 
tdurch  eine  Differenz  J,  welche  folgeudermassen  ausgedrückt  wird: 

/f=z  Tffice  ir.ßi,  y  f  d*)— -<3p(of  f  ßi,  y  +  di) 
\^j\\nu^it)-nu\ßi)\du^ij'  \f{y\rfii^-f{a{-m^\dA^^^'^ 

Diesen  Ausdruck  für  J  wollen  wir   nun  umformen,    damit  er  von 
^^  ß*  79  ^  unabbängi;;  werde. , 

Die  Funlcti^n  fx  werde  für  x  =  Ui-\-Vii  diskontipuirlich,    und 
i  nehmen  wir  zuerst  an,    dass  a<t<i  <^y  und  i3<fi  <d;    alsdann 
haben  wir  vermöge  der  Formel  (7) : 

r^\fiu  +  di)^f(u  +  ßiVdii-J'''''''\f(ui-öi)^f(u^ßi)]du 


ij'''^'^\f(u  +  öi)--f(u  +  ßi)\du 

u,-p 

+J'\f(u  +  di)^f(u  +  ßi)]du. 


wo  p  ond  q  beliebige  positive .  Grossen  bedeuten.  Da  aber  die 
EMii|tioii( /k  syrischen  >  den .  Grenzen  a-^-ßi  und  ti| — pi-di  und 
ebeoBo  swiscben  den  Grenzen  Ui  ^  g  +  ßi  und  y  -f  6i  kontinuiriich 
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i0t,  80-  folgt  ans  denr,  was  wir  im  votfgeii^  Pkmgraf^ii'  bewieMäl 
hab^n'v  daist  '  '*^ 


a 

und 


ß 


Substitairen  wir.  diese  Wertbe  in«  den  Ausdiriieli- (12) ,  sdkoUii 
Ganz  auf  dieselbe  Weise  haben  wir  ab'6r: 


ß 


^f^^'^\fi^i  +9'+w')--Ätti-p44w)W 


ß 

+  /       i  A^i  +  y + w)  —  A«i  — p + »«)!*• 

Da  ferner  die  Funktion  fx  zvriscben'  diii  Gren^eb  u{ — p^ßinn^ 
ti|+5f+'(t)i— r)t,  und  ebenso  zvriscben  derr  Greifen  tf| — p-f(ri -fi)i 
und  «1+9+^  kofitinttirlicb  ist>  sa  folgt  wiederum' *atis  dlemim 
vorigen  Paragraphen  Bewiesenen,   dass*: 

=y"'   \nu  +  (v^-r)t)'-f(u  +  ßi)\du 


ß 


«i-p 


und 


'«/  ämrciL  tat  uetmckiifnff  dt§^  inteffrmie  ett^    *       3M 

riMfitaUr«»  «Ib  dÜeaeo  Werth  In  den  mietet  gefundenes»  WerlH 
Hk  d,v.mo  haben  win  ^ndlieh: 


I .  I 
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I 


';  (13) 

71,  9.»  **».  f  beliebige  reelle  positive  Grossen  sind.  Und  da- 
bch  baben  wir  ^ezei^t,  dass  J  von  den  Grossep  «,./?,  y,  i  un- 
ttingig  i8t|  we^nii  nur  cif<Wi<7  ""^  i^  <»!<*. 

Ganz  anf  dieselbe  Weise  wird  bewiesen.,   d^uw:,  <»« 

1)  wenn  a>ifi>y  und   /?>»!> 5,   alsdann: 

ler,    weDB,  m^p  4i0  Grenzen,  der  Integration- itnikebrtt  J.ii?siJ; 

2)  wenn  aber  a<tf|  <y  und  j3>r|  >£,  so  ist: 

-^t=y*"''^^A«« +(^1 -r)i) -/lu  +  (ri +5)t))dti 
•j-p 

3)  ist  endlleb  a:^>i£|>y  und  j?<Vi<J,    so  ist 

«1+7 

&  VJ. 


1     > 

:Diirfh:das  Vprberg^lii^njde  aindrwir  in  deiti  Stand -geaelsU.dfte» 
ii S*«  IL.  defipirtep  ^iQiWBfii.afif . eine:  lelebte  Weise  zibuntersuebeau 


XJS      J.  TvtpUtK    Oie  Theorie  titr 

Wir  'Ifissen   alsn    Kiierat  die  VariaMe   x    ilnroh   reellf    Intintin 
Ton  ilem  Werthe  a^ßi  zu  dem  \Verthe  a,+|3i,   tianil  dorcli  i 
ginfjte  Iriktemeiite  vnn  <lem  Werthe  ai  +  ^' z"  ilem  Werthe  tr, -fj^ 
rlann  wieder  durch  reelle  liiltrenieiite  von  dciii  Wftrthe  .iTi -f  ö,t 
dem  Werthe  oj  +  iii,    dann  durch   inias;iiiäre  liikremeute  von  it% 
Werihe  Oa  +  öj«  zu    dem   Werihe  a^  \  (i^i  \i.  s.  (. ,    endlich    duMJ 
reelle  liikremehte;  von  dem  Werlhean  +*«*  zu  dem  Werfhe  y  ^bi 
und  durch  imagiiiSre  liikremciite  von  dem  Werthe  y\t)ni 
Werthe  y  ^  6i  fiheijielieii.     Bilden    »ir   iKin    Tilr  all   diese  Wei 
Ton  ^  die  zugehöri'^en    Werihe  Ton  fx,    miiltiiili/iren   ivit  l'^M 
jeden  der  letzteren  mit  dem  nfiihsfl'iilsenden  reellen  oder  iroi^ 
ren  unendlich  kleiuen  Inkrejiienle,  uhd  addireii  all  diese  ProdoE 
so  ist  offeiihar  ihre  Summe:  "        '     ■' 

...+q»(n„-,+6„_,i,  (7.+ß„0  +  v('''.+A"<.  y+äi}. 
Uiece   Formel    ist    offenbar    der   allgemeine   Ausi^riick    Tiir  die  i 
g.  II.  defmirlen  Summen,    und   wir  vtollen   nun   seben. 
Summe  S  gejien   einen    beKtimniten    endlichen  Werth    konver] 
und  weldlies  dieser  Werth  sei. 

Ziivnrdertit  ist  orsiehtlich,    dass  die  Sut 
jetzt  ab  durch   das  Symhol 


i^y+'i 


fx.dx 


bezeichnen  wollen,  zni;leich  mit  den  AusdHicken  tp^u^ßi,  aj-f^AiO, 
<p('>i  +  6i».    a^^bji).....,  t(i{nn-ybni,  yi-Si)  gegen  einen  hestiiii 
ton  endlichen  Werlh  konverj^irf      Durch  das,  was  »vir  imAnran^ 
des  vorigen  ParaiirapJien    vnn    der  Funktion   <p  EtcRagt    hahRn.iite 

nur  dann  einen  bestimmteii  endliihen  Werth    annimmt,    wenn  dti 

Funktionen  (Xti-^ßi),  fXn+^ii),  /(«  +  M /(«  |-M  för  alle 

Werthe  ron  u,    wcklie  respektive  zwischen  a  und  o, ,  «i  ur 

ffj  und  03,,.,. ,  »Aliud  fliegen,  undebeM!?n  die  Funktionen  /toi +ri) 

/■(oa  +  ri) /ün^  +  cO.  ßy  +  tf)  für  alle  Werihe  von  p,    welche 

respektive  zwischen  ß  und  Aj ,  6,  und  Aj,,...,  Äb-i  und  h„,  bnußi 
ö  liegen,  kontinuirlich  bleihe».  Daher  »erden  ivir  unter  deiii  Symtiö'li 

fiV.dx  nur  diejenigen  Suhioien  be|;reiren,  welche  die  ebei 
a+^'  I 

er*äHnten  Bedingungen'  erfilllfm^  < ' Denn ' atteii'  andern -^urti'ffiM ' bana] 
nen  wir  keinen  bestimmten  Sinn'  iinterlet;en,  da   sie   im  Allgemein 


/ 
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gea  nicht  gegeu  eioeu  endlioben  bestimniten  Werth  kouvergireiiif 
ehdem  wir  dieHes  festgestellt  haben,  wollen  v\ir  den  Werth  unter- 

(heo,    gegen  den  die  Summen  /  fx.dx  konvergiren. 

-  Diö'  Sammflitibn  all  der  FiinkHonen  '9),    welche  in  dem  Aus- 
leke (14)  vorkommen,  wird  leicht  folgender niassen  ausgeführt  Es  ist: 

9(a+ /?!,  Ol  +  61O  +  g>(ai  +  b^\,  a^  +  62») 

\"    .  .'■..       .   •   .  ■ 

f#  fx.dX'^^l  fx,djx\-  §  fx-dx-i^l  fx.düt 

W«  «fi^/S«*  •F*.»  «i.+»i< 

==y  fx.dx+'tp(ai+ßi,  02+61%)+  I  fx.dx. 


I*.« 


Ist '  nun  diti  Funktion  /^  zwischen   den  Grenzen  Oi  +  ßi  und 
,  4- ^i^  kontiriuirnch ,  so  ist  nach  dem  Obigen  ^{tii  +ßi,  a^+öii) 

•9>(^i  +ß*9  ^a  +  ^iO»  ^^^^  ^^^^  fx  zwischen  den  Grenzen  a| -(^/7/ 
id  aj|-|-^6^i  diskontinuirUch,  so  ist 

^(oi+ßh  .•a.+  6it)  =  9(flr|  +ßi,  a2  +  bii)±/1, 

»  ^  der  oben  gefundene  Ausdruck  (13)  ist    In  dem. ersten  Falle 
iben  wir  also : 

q>(ci+ßi,    ai+bii)  +  (p(ai+bii,    «2  +  ^) 
z=z  I  fx.dx+(p(ai  +  ßi,  €Ui  +  bii)  +  I  fx.dx, 

ler,   wie  man  leicht  sWht: 

q>i«  +  ßi,  ai'+bit)  +  (p(ai  i  bii,  a^  I  M=9>(«  +  i5i,  «a+M- 
ddm-  anderen  Falle  dagegen  ist : 

u+ßU  ai+bii)+q>{ai  i^ii,  a%+b.2i)^j  fx.dx +q>{ai+ßi, a^+b^i) 

fx.dx  +  /i'=^q>{a  +  ßi,  a2  +  ^aO±^« 

Mlnrcli.>gela|igen. wir  also  zu  folgenden  Schlüssen. 

Wenn  die  Funktion  fx  für  keinen  Werth   von  x  diskontinuir- 
h  wird,   so  ist  allgemein: 

.'tias:^{am+bml»  Om-i-^+bm^tt),    /     . 


/.  3iefiil».-    IHt  Tbeortr  der  fertoHttäuu  Fmn 
und  -daher,  vAo  «nan  feichr  eieht : 

=  iy(a  +  p.',  y  +  aO. 
Aliip  ^i)(l  in  dieeem   Falle   all  die  Summen,   welche,  v'a  «tun 
/  '        /2r.ifär  tie^eirhTietlialien,  vnii  den  Znischenwertlieii  ü,-f^ 

■<+("  : 

a^\b^i,....,   On  +  Z-n'  unubhSnpi!!,   und  bonvergiren   alle  ßegeo  i 
Dud  deiiaelben  Jieatimniten  endlichen  VVerlli  qi{a-\-ßi.  y  +  flO- 

Anders  «lier   verhüll  »ich   die  ISache,    tvenn   die  Funktimi  | 
fi'lr  irgend   einen   Wcrih   »(-{-rii  difskontiniiirikh   irird.     Uer] 
dii'  Zwlschenwerlhe  rt|+6,i',    Oa  +  S^t,  ...,,  fl«  +  A»i  ganz   am 
Beliehen   lilieriassen   sind.    er>  kiinnen   tvir  verschiedene  SumnH 
(^JU  bilden,  nekhe  den  Werlti  q>la  +  ßi,  y  +  6i)  nm  ein  beliebig    | 
positivea   eder  negative»  Vieilaches  von  ^  fiherateißen  (s.  dieA     i 
nerknng).     lu  diesem  Falle  ist  nUn: 

(p(u-]-ßi,   o, +  A,0  +  9(''i+6i'.   ''a  +  V)+--  f  ¥'(«"+ ö-i.   H' 
n«'  m  eine  (laaitrve  ganze  Zahl  ist. 


irli^jJ 


Anmerkung.     Wird  z,  B.  fx  für  x^O  diakontinnifllcil, 
ist  nach  dem  Früheren  -. 

?i(l  +  2i,  -3-4i)  +  q3(— 3-4i,  5  +  60 
/■j;.da:  +  i/<(-3  +  2i,  5-40  +  /  ß 

=  f  ~^    ^/>.(/j-+i;p(-3  +  2i,  ö— 4i)+/    ^    "'fx.dx—d 

'^•'  =:g.(l+2<,  5+fli-)  — ^. 

Auf  Shnliche  Weise    ist    aber: 
9i(I+2i,  _3-40+<p{— 3-4i,  :+80  +  <p(7+8i,— 9-100 
+^-9-I0i,  5+60=qi(l  +  2*,  7+80-^+9.(7+8».  0+60-*'' 
=  <p(l+2/,  S+60-2^. 

Durch  dieses  Beispiel  ist  ersichtlich,  wie  man  die  Soinme« 
(14)  so  bilden  kann,  das»  zu  91(11+^1,  y  +  dO  ein  beliebige  pr-*' 
tives  oder  negatives  Vielfathes  tod  d  hinzukomme. 


lebiges  ^tA 


^IracXäiitB  atr'fiSeffrate  tde,  j^ 


|"b* 


ät   <l. 


der  Integrale   und  die  ^<pr^p|4ir 
Punk.tiooen.  :    .    ,i  . 


£r  seien  a  »ftA  x  Gril^sen  Fon  der  allgemeinen  Form  u-|-oi, 
JABsen  eine  VarialiJe  i  durch  ganz  beliebige  unendlich  kleine 
id  imaginäre  Inlueiiiente  v«[i  drni  Werthea  ku  dein  VVerIhe 
ttken.  bildeii  die  Mi^ehürigen  Werthe  eiuer  Punktion  fi, 
Iren  jeilei]  dieser  telülerefl  mit  dem  näciietfol^^enden  In- 
ite  vnit  I  und  addiren  die  Pfodiikte  ku  einander,  Solcher 
immen  können  unendlicli  viele  gebildet  »erden,  da  jeiie  tinend- 
I  (deinen  inkremente  auf  unendlich  viele  vercchiedene  Weisen 
igenühlt  werden  hrmnen  Alle  diese  Sucnnien  haben  aber  die 
'bt  ra  beweisende  Eiiiennchaft,  Jass,  ivenn  man  sie  alsFunlctio- 
I  der  (irenze  x  betrachtet  nnd  in  Bezug  auf  dieselbe  differen- 
rt,  bei  allen  ein  und  d.isü^lbe  Differenzial,  nämlich  fx,  heraus- 
gen  dieser  ^'enieinsamen  Eigenschaft  irerden  diese 
IKch    vielen    Summen    durch    das    gemeinschaftlich«    Symbol 

fz.dz  bezeichnet. 

Wenn  nun  die  Werthe  dieser  Summen  »irklieb  ausgerechnet 
erden  sollen,  so  sind  zivei  Falle  zu  unterscheiden.  Wenn  näni- 
ch  erstens  /i  für  keinen  Wertb  von  i  diskontinuirlicb  (fird,  so 
onvergiien  alle  diese  Summen  gegen  etn  und  denselben  bestimm- 


eitdiichen  Werth,  so  dass  also  in  diesem  Falle 


;  /   ' fi.dz  r 


inen    einzi^reo    Werlb    besitzt.     Wenn    aber  die  Funktion  /i  für 

th  :^U|  -|~<^l'  dlskontinuirlicb  ivird,  so  haben  vvlr  oben 

[esehen,  dass  viele  von  diesen  Sumnum  vollständig  v.m  der  Hand 


r  nicht  unter  de 


1  Symbole  f*  '  fx.dx 


lifen  sind,  weil  sie  ge^en  keinen  endlichen  bestimmten  Wertb 
lonvergiren.  Die  fibrigen  noch  immer  unendlich  vielen  Summen 
[onvergiren  zwar  ge^en  endliche  bcstininite  Werfhe,  allein  die- 
ilben  sind  von  einander  verschieden,  und  znar  um  beliebige  po- 


itive  oder  negative  Vielfache 
''ormel  (13)  bestimmt  wird. 


r  Griisse  . 


welche  nach  der 


iF    /      /i,«j:2=^  und  betracbteuy  als«tneFunk- 


Die  Tlisorle  der  peritiiHschtn  Pmi 

lion  voll  X,  so  hat  y  Tür  jeden  Wcrfli  von  37  nur  einen  eiiiKigen 
beplinimUn  emlUcIitin  VVerth,  wenn  ilie  Fnuktion  ß  l'ür  kvinen 
Werth  von  1  diskontinuirlich  ivinl.  Wenn  aber  /:  IVir  irgend  eineu 
Werlh  Ton  X  dlsIcontlnuiHich  vt'uA,  rd  liaty  unen<IIicli  viele  U'efthe» 
die  sk-h  alle  uni  ein  positives  oder  neealivea  Vielfauheü  der  nach 
Formel  (13)  lieetimmten  Grösse  J  von  einander  unterüctieiden. 
Bettsehten  «ir  irmjtekehrl  die  fJrenze  x  als 
so  erhält  x  In  dem  letzteren  Falte  fiir  alle  Werthe  »on  y,  rfie  sit'fi 
um  ein  Vielfarhes  von  ^  von  einander  nntersrheiden,  ein  und  den' 
tielben  Werth.  x  bleibt  also  imgeRndert,  ivenn  sich  y  um  ein  Viet' 
Tarhes  von  -4  findert,  und  daher  heisst  dann  x  eine  |>eriodische 
Funktion  vwn  y  und  J  der  Index  der  l'eriodieJtat  oder  di( 
Periode. 

Wird  fz  fiir  mehrere  Werth.' ,Wi  +  i-,/,    n^^v^t.  ...,  Wn  +  rJ 
von  I  diskontinuirlich,    so  ist    offenbar,    dut's  :e  auch  n  Perioden 

j1,,  ^2 ^«    hesll/t.     Freilich    können   i'ifiige    von  ihnen  entwc 

der  Null  werden,    oder  einander   gleii^h,    oder  Vielfache  vqn  eiit- 

ander  sein. 

I  .,    Das  Bisherige  wollen  wir  nun  durch  einige  Reispiele  erlnolern 


™    Beispiel  I.     Es  sei  /i^-  und   f  -=«.  Bekanntlich  wird 

y  durch  das  Symbol  Ios.t,  und  x  durch  das  Sj-mbot  e»  bezeich- 
net. In  diesem  falle  "ist  w,+r,t  =  0,  nder«,=0,  r,i^O.  D4 
hei  der  Bestimiiiunit  von  J  die  tJriisaen  jt.  ij,  r,  s  beliebige  pn^ 
sitive  (irilsHen  sind,  bo  nehmen  vvir  p^r/:^r:=s=l.  Alsda 
Enden  (vir  auB  Formel  (13): 

-/"lrW-^l"«--yirT^-=iT^-i- 
"''-=-V,  tt;?-V,  iT."»=-'''J',  r+Jf" 

j-V-i,  wird  aber  bekanntlich  durch  d 
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rmbol  ^   beseichnet    Da  nun  das  Zeichen  von  z/  offenbar  auch 

ch  unserem  Belieben»  verändert  werden  kann»  so  sehen  wir »  dass 
eine    periodische   Funktion    ist   mit   der    imaginären    Periode 

s=4t.2=29n,    80  dass  csH-^wTri  =  ^y, 

r   Anmerkung.    Viele  Mathematiker  haben  darflber  ihren  Zwei- 

/i  ^ 
—  beizole- 

h  eeL    Aus  unsern  oben  gegebenen  Definitionen  und  Schlüssen 

pien  wir  nun  folgendes  Resultat  ab.    Bei  der  Bildung  des  Inte- 

L      P^  dx 

Üb  /      —  darf  man  durchaus  nicht  x  durch  reelle  Inkremente 

—1  ^ 

dem  Werthe  — 1   zu   dem  Werthe   -|~  1  übergehen   lassen ; 

auf  diesem  Wege  wird  einer  der  Werthe  von  —  zu  rv»    und 

I  X         u 

p  entsprechende  Summe,  welche  das  Integral  bildet,  konvergirt 
pm  nicht  gegen  einen  endlichen  bestimmten  Werth.  Man  muss 
Umehr  x  durch  imaginäre  Inkremente  von  dem  Werthe  —I  zu 
pn  Werthe  -f- 1  übergehen  lassen ;  man  erhält  dann  unendlich 
tle  verschiedene  Summen,  von  denen  jede  gegen  einen  bestimm- 
endlichen  Werth  konvergirt,  und  von  jeder  andern  nach  den 
;en  Entwickelungen  um  ein  Vielfaches  von  *l7ti  sich  unterschei- 
Wir  dürfen  also  bloss  eine  dieser  Summen  berechnen,   um 

7^1  dx 
-^  zu 
/         X 

Aalten.     Wir  lassen  z.  B.  erst  x  durch  imaginäre  Inkremente  von 
ba  Werthe  — -1  zu  dem  Werthe  — ^  +i,  dann  durch  reelle  In- 

rente  von  dem  Werthe  —  1  +e  zu  dem  Werthe  1  +i,  und  end- 
wieder  durch  imaginäre  Inkremente  von  dem  Werthe  1  +  i  zu 
bm  Werthe  I  übergehen.    Alsdann  erhalten  wir: 

/^dx_  P-^^'dx      f^^'dx      P^dx 
X  mß  X  ^J  X  mj  X 

-1  -1  -1+1  ^-H 

heb  §.  m.  ist  aber: 

—1  0  ~l+t  -1 

id 


l 


^dx_  .    P^    du 
X  ^    j        \-\-ui 


+« 

xxni.  18 


368     •^-  T^epiU%:   Die  Theorie  der  perioOisckett  Ptmkütmen, 

Ferner  ist: 

i 1_      _i ][_. 

—  l  +  ttl"""  tt  +  2*       1  +Ui  M  — t' 

also  ist: 

x—J      u^i^J      u  +  i^J      u^i 

—10  —11 

u  +  i'^J      u  +  i    J      M— i 


-1  0 


O  -1 


-1  -1 


NuD  ist: 


u-i-i^J      u  +  i^J     u  +  i-^J     u+i   J        u  +  i 


-1  -1  0 


/^   du  _  P^  AlL^^^- 
u+i'^J      u—-i'^      2*' 


0  0 

wie  oben.    Also  ist  einer  der  Wertbe  des  Integrals 


/^  c?,a:  ni      ni 

—=—2—2=-««. 


-1 

Berücksichtigen  wir  nun  noch  die  Periode  29rt%   so  ist  der  ailg«-^ 

/i  dx 
—  =  (2m— l)7ci« 

Beispiel  2.     Es  sei  fzz=z-^^  so  ist  auch  hier  tii-t-rit=0 

oder  Ux^O  and  Vi=0.    Setzen  wir  wieder  p=^=r=«=:I,  so 
erhalten  wir: 

^j_    J(«+i)*»^(w-»)*"i  •*^"~j/   l(;rri)*«""(»t-i)*'!  *' 

Setzen  wir  nun 

1  1  ,  ,        .  1  I 
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80  sehen  wir,   dass  q>( — u)  =  —  g)(ü)  und  a^(— -r)=-t-^^(v)i;^  .ab# 
sind  g>(u)  und  fj;(v)  sogenannte  ungerade  Funktionen  von  u  und  v. 

Da  nun  sehr  leicht  bewiesen  wird,  dass   /    9'(tt).<(tc=rO ist«  wenn 

^(u)  eine  ungerade  Funktion  von  u  ist,  so  folgt,  dass  ^i=0  ist. 

/*  dz 
.-^  die  Periode  0,  d.  h.  gar  keine  Periode.    '       ^ ' 

a 

I 

Anmerkung.    Auch  hier  ist  zu  merken,   dass  bei  der  Bii- 

/i  dz 
-^  durch  imaginäre  Inkremente  die  JNflh 

1 

ontinaität  von  -öt  vermieden  werden  muss. 


z^ 


Beispiels.    Es  sei  fz  =  ^^_^ ,  dann  ist  wieder  Ui  s=0,  Vi=0, 
nd  daher: 


~v/     i(«H-«y-^""  («-«•)*"-»!  ^ 


-1 
M  ist  aber: 


"V     i  (t^i+ 1)*»^*  ■"  (tJt-i)*«^^  1  ^^"^ 


i  i  _  l^n    i^n     

1       , L__ 

J«o  ist 

Beispiele    Es  sei  endlich /2;=-^;;^;    alsdann    finden   wir 
rieder : 

^"V   I  (II + ty »+^ ■" (m - 0*"+' !  "^^ 

-1 

18* 


L 


260     i-  ToepUts:    Die  Thtorie  der  perfotttschen  FvnMtonen. 
Ea  ist  aberi 


(«■  +  1)4»+1        („i_l)4„+l-  (_p  ^,-)4-.+l        (_ 


-0*»+* 


Also  ist: 

Nehmen  wir  Dan  den  Fall  n^O  aas,  den  wir  üchon  im  erstn 
Beispiele  behandelt  haben,  so  lindet  man  durch  AusfCihruDg  dri 
Integration: 


/^         du  _  1  1  ^  1 


~t)*"+i~      4b  ■  (1— i)*"  "^  4ti  ■  (1  +  0*' 


nnd  daher: 


lä4.-= 


(1 +  .•)"!■ 

Es  ist  aber  (l  +  i7=±'^'.    also  (!  +  «)*  =  — 4,   and  daher 
1  I      1 


' 


Anmerkung.  Aus  den  bisherigen  Beispielen  folgt,  dass,  wem 
/       -^^y  gesetzt  wird,  wobei  n  eine  ganze  positive  Zahl  ist  uoj 

man  x  als  eine  Funktion  von  y  betrachtet,  diese  nur  in  dem  ein- 
ligen  Falle,  wenn  n=l,  periodisch  ist,  und  dann  die  Peiiods 
2ri  ist. 

Beispiel  5.  Es  sei  /rz^  —  — — ->  -^,  wo  n  und  b  positive 
Grössen  sind.  Alsdann  ist  Ui=a,  Vi=:b;  setzen  wir  alsa  wieder 
p  =  y=:r=^i=l,    SO  finden  wir: 

~'J  |(l-6.+"rij=-(-l-6i  +  ri).j 
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Es  wird  mber  leicht  bewiesen»  das« 

/         9(m — a)  .du=  I      9(u)  •  du 


•-1  — 1 


and 


*-i  -1 


also  ist 


[^  Nach  den  Erurterungeo  der  vorhergebenden  Beispiele  scbliesseo 
wir  also 4  dass  ^=0»  wenn  n  eine  ganze  Zahl  und  >  1,  und  dass 
^=29r{,  wenn  n  =  ]. 

Dasselbe  gilt,  wie  man  leicht  beweist,  wenn  A=/"1I~TT^i 
oder  /i=7— ; tttt  oder  endlich  wenn  /i=7— ; — rT"«w* 

Beispiel  6.    Es  sei  /k  ein  rationaler  echter  Bruch  von  der 
\  Form  ^  und  es  sei :   -^z  =  (2 — Oj  )«i .  (z — 02)"*  ••••(« — fl«)"«.    Als- 

dann  wird  fz  fiSr  dien  Werthe  2=ai,  z^za^,  2=€^,„„,z=an 
diskontiniiirlich.  Daher  giebt  es  hier  n  Perioden  Ji ,  J^,.,,,,Jn9 
welche  sehr  leicht  folgendermassen  bestimmt  werden.  Zuerst  ist 
in  merken,  dass,  wie  man  leicht  sieht,  wenn  /z  =  ^z-f /2z  auch 
J{fz)  =  d(fiz)  + /t(f2,z)*  Ist  nun  z.  B.  /"^z  kontinuirlich  für  den 
Werth  Ui  +  Vii,  welcher  ^z  diskontinuiriich  macht,  so  ist  nach 
'  dem  Froheren  J(f2z)  =  0  und  daher  -^(/z)  =  z/(/iz).  Man  kann 
[  Dun  bekanntlich  fz  auf  die  folgende  Form  bringen : 

'*  ^  ifiz""  (z  —  ai)«»  ^  (2— fli)«>-^  T^ ....  1-  2  _^^ 
"*"  (z— 04)«.  "^(z-  aa)«*-i  "*■  ••••■*■  z--a. 


(z-^an)'^n       {Z'-'an)'^n'*        Z  —  On 

1 

Nehmen  wir  nun  das  in  den  vorhergehenden  Beispielen  Bewie- 


'«SpUlx:    Die  Theorie  der  per/odftchm  PunhUonen, 

1  HülTc,  so  seilen  wir,  dass  ^,=j4|.2ici,  ^^■^. 
^^]y,,2sti.     Wir  wullen   dies  durch  einige  spezielle 


Erster  Fall.     Es  sei  fi=^ 
80  ist  ^i^^a^i'C'- 


(z-iy^i-3)-(z-i)^- 


ZweiterFall.    Es« 
ist  ^i^=Gm  und  ^a- 


Die   umgekehrte   Funktion  x 


S^f      ^^  jT-r-^gy  rf»  hat  also  die  beiden  Indices  der 

cität  ()ni  und  8m'  oder  den    einen  index  prnprius  27»'  (s.  JacoK 
„de  functloDibus  quadrupliciter  pitriodicis").    Und  in  df 


x—4  , 


hat 


That  ist  bekanntlich  1/=:— S.log^^^^ +  4.los-_^ 

nach  der  Theorie  der  Logarithmen  y  unendlich  viele  Werthe 
eich  um  Vieirache  von  4.2?r— 3.2ni  =  2;ri  von    einander  MUtet- 
scheiden. 


Dritter  Fall.    Es 


-1 


-^,  ^.jni  und  ^2^=^^^  "«'ß""  '^^^  index  propriiis  r.nü 


Vierter  Fall.     Es  sei  endlieh  f: 
ist  ^i=.rfa=±ä-2'r'=± 


setzen  wir  nun   /     f47~2=fl 


wird  bekanntlich   a:  durch  das  Symbol  tangy  bexeichnet.    Es  ist 
also  tang^  eine  periodische  Funktion  und    besitzt   die  Periode  it. 


ätze     und     Ben 


A.     Wenn   man    bei    geometrischen  Untersucbungeo   auf  du 
Integral     /      ß.dz  kommt  und  fz  diskontinuirlicb  ist,  so  ist  man 


mä 


K 


durch  die  BetracUung  der  Integrale  etc.  26fl  * 

liehen  Quadraturen   auf  reelle  Inkremetite  des  i  angewiesen 

nd  inuse  daher,  da  sich  das  Integral  keinem  bestimmten  endlichen 

Berthe  annähert,  die  so  i;ebildete  Summe  besunders  untersuchen, 

■bei  besonders  die   hierher  bezüglichen  Arbeiten   von    Canchy 

beachten  sind. 

B.  Wir  haben  gezeigt,  das»  das  Integral    /     fz.dz,  obgleich 

mischen  den  Grenzen  diskontiunirlich  wird,  dennoch  so  gebil- 
pt  werden  kann,  duss  durch  eine  passende  Auswahl  von  reellen 
id  imaginären  Inkremenlen  die  Diskonti niiität  von  fi  vermieden 
rd.  Dies  gelingt  jedocli  nicht,  wenn  fz  für  eine  der  Grenzen 
bst  diskontinuiilich  »ird.     Dann  aber  verlahrt  man    folgender- 

ssen.     Man  bestimmt  die  Integrale    /         fz.dz  und    /     fi-dz; 

dann  lässt  man  f  in's  Unendliche  abnehmen  und  findet  dann  entwe- 

•  I       fz.dz=Um-  r'~' ft.di   oder  C'^fz.d'.=\Ma.C'fz.di. 

C.  Der  verewigte  Jacobi  hat  in  seinen  Vorlesungen  über 
Bptiscbe  Panktionen  ebenfalls  angedeutet,  wie  man  die  Periodi- 

;  aus   der  Definition  der  Integrale  ableiten    könne.     Er   leitet 

Periodicilät  von    der   Üappelsinnigkeit  der  Quadratwurzel  ab, 

eiche  in  der  zu  integrirendeo  Funktion  vorkommt.     Das  Integral 

—  kann  nicht  seine  Perioiticität  aus  derselben  Quelle  beziehen, 

1  ja  hier  kein  Wurzelzeichen  vorkommt.  Ich  habe  meine  obigen 
IBrternngen  auch  auf  üinus,  cosinus  und  die  elliptischen  Funk- 
Wien  angewendet  und  die  dnrch  die  Theorie  bekannten  Perioden 
Hclich  auf  die:rie  Weise  gefunden.  Diese  Untersuchungen,  eo 
die  iiascenden  Umformungen  iiud  Erörterungen  des  Ansdruckes 
fdle  Periode  ä  habe  ich  in  einem  besonderen  Aufsätze  nieder- 
legt, den  ii-h  dem  mathemalischen  Publikum,  wenn  der  vorlie- 
nde  Aufsatz  seinen  Bfilall  gewinnt,   übergeben  will. 

\  D.  Aus  den  Formeln  der  §§.  IV.  und  V.  kann  man  sehr  leicht 
Ifc  bekannten  Cauchy'schen  Korrektionen  ableiten,  welche  bei 
■PpelJntegralen  hinzugefügt  werden  müssen,  wenn  man  die  Ord- 
ilg  der  Integration  umkehren  will,  und  die  zu  integrirendo  Funk- 
ln zwischen  den  Grenzen  diskontinuirlich  wird.  Diese  Korreklton 
kfilt  bei  uns  eine  etwas  idlj^emeinere  Form,  als  bei  Canchy; 
^ch  spare  ich  mir  das  Ausführlichere  hierüber  für  eine  spätere 
te«ce  Notiz  auf. 


r 


P.  Ese/ier:    Seue  für  die  Construction  der  Tafeln 


Nene  für  die  Coastruction  der  Tafeln  trigonometrische 
Logarithmen  wichtige  Entdeckung 

Herrn  Pau,l  Escher*) 


Es  wird  iD  Folgentlem  versucht,  aufzustellen: 

1)  bis  zu  welchen  Winkel »-erllien  und  von  welchen  Winkel 
werthen  au  die  Lngaritbnien  der  trigonometrischen  Functionen  v<h 
Secuude  zu  Secunde,  sodann  vnu  lehn  zu  zehn  fSecunden 
endlich  von  Minute  zu  Minute  Iti  den  Tafeln  angegeben  sein  i 
sen,  um  bei  Anwendung  der  in  den  Tafeln  unter  der  Colanmi 
Diff.  1"  vorkommenden  Differenztbeile  vor  Fehlern  gesichert  ti 
sein ,  —  wodurch  zugleich  dargelhan  wird,  daas  die  Grenzen,  ziviscbei 
welchen  die  Tafeln  die  Logarithmen  der  trigonometrischen  Funi 
tionen  von  zehn  zu  zehn  Secunden  und  die  von  Minute  zu  Miuutl 
enthalten,    nicht  richtig  gezogen  sind; 

2)  wie  man,  wenn  die  Logarithmen  der  Sinus  zweier  un 
Secnnde  oder  um  zwei  oder  um  drei  u.  s.  f.  Secunden  verschied» 
ner  Winkel  gegeben  sind,  sogleich  den  Logarithmen  des  Sinul 
für  den  nächstfolgenden,    beziehungsweise  um  eine  Secnnde  oi 

*)  Terfaaaer  der  Sehrift:  ..Nene  Bcliandlung  de'sjealgi 
TheÜB  der  Geometrie  äea  Raams,  neluher  die  verschied 
nen   Lagen    gerader   Liaieo   and   Ebonen   betrachtet.      Stntt' 


trigonometrischer  LogaHllimen  vicbtige  Entdeckung. 

n  zwei  oder  um  drei  oder  u.  s.  f.  Secunden  hohem  Winkels  mit- 
telst der  gemeinCD  LogaritbmeQ  Üntten  kaoD,  —  ein  Verfahren, 
durch  welches  zugleich  die  mithig  wetdeoile  Correction  unserer 
Tafelu  der   trigonomelrischen   Logarithmen  sehr  erleichtert  wird; 

)  eine  neue,  ganz  kurze  Theorie  von  dem  Verhalten  der 
FIKferenxen  der  Logarithmen  der  trigonometrischen  Functionen 
i  Aerbanpt 


Vorhemerkungen.  1)  Die  hier  aurgefitellten  ßelrachlungen 
werden  sich,  weil  sie  sich  auf  die  Einrichtung  der  Tafeln  beziehen, 
nur  auf  Winkelgrüssen  erstrecken,  die  kleioer  als  90"  sind. 

2)  Für  einen  solchen  Winkel  A  ist  8in^<I  und  cos^<l, 
also  logsinvf<0  und  Ingcos^^^O.  Somit  sind  die  Logarithmen 
der  Sinus  und  Cosinus  negativ. 

In  den  Tafeln  kommen  jedoch  die  Logarithmen  aller  trigono- 
metrischen Functionen  positiv  — '  iveil  um  die  Zahl  10  vermehrt  — 
vor.  Man  muss  daher  an  jeden  aus  einer  Tafel  entnommenen 
Logarithmen  einer  trigonometrischen  Function  ( — 10)  anhängen, 
d.  h.  von  demselben  die  Zahl  10  subtrahlren,  um  den  ivabreo  Lo- 
I    garithmen  der  betreffenden  Function  zu  erhalten. 

3)  Die  in  Folgendem  citirten  Seitenzahlen  beziehen  sieh  ein  för 
[  allemal  auf  die  30ste  Auflage  von  Vega's    logarithmitisch-trigo- 

nometrischem  Uand  buche. 


I)    Von   den   Logarithmen   der   Sinus. 


S-L 

Sind  A  und  B  zwei  ungleiche  Winkel,  z.  B.  A^B,    so  Ist 

uch  sin^  V  sinfi,  somit  auch  logsinjj  >  logsinS.     Stellen  nun 

'   s  und  b  die  positiven,  in  den  Tafeln  vorkommenden,  also  (a  — 10) 

]  (Ä~10)  die  negativen,  wirklichen  Logarithmen  von  sin.^  und 

I  äaß  vor,  so  ist 

n_10>6-10 


Darin  liegt  der  Grund,  warum  die  in  den  Tafeln  vorkommenden 
Logarithmen  der  Sinus  mit  den  Winkeln  selbst  wachsen  (sieb  ver- 


^66         ^«  tfi^eker:  Nene  für  die  Cmuiruciiim  der  TaflOm 

^98^^).    Den   potiitiveD   Aasdruek  a — b  wollen 'Wir  ,/deti  Zo*^ 
waohs  von  logsiti^  bis  zum  log  sin  2I''  nenneD. 


§.  2. 

=  (smA,cosß  +  co8A,a\B  B)  .{^mA.cosB  —  cosA .  sinBj 
=  sin  ^A .  cos  W — cos  ^A .  sin^Ä 
=5  »in  2-4  (1 — sin  «Ä)  —  cos  a^l .  sin  «JB 
=  sin  ^A  —  (sin  «^i  +  cos  M) .  sin  «J» 
=  sin«2<— sinaf?. 
Aus  der  hier  entwickelten  Formel 

sin  (2^ + Ä) .  sin  (il  —  ^ = sin  « J— sin  «J» 
ergibt  sich 

Letztere  Formel  kann  benutzt  werden  —  wenn  die  log. sin  zweier 
um  einen  Winkel  B  verscihiedener  Winkel  A  und  (^  —  B),  sowie 
der  log. sin  des  Unterschieds  B  gegeben 'sind  —  den  log. sin  des 
nächstfolgenden,  beziehungsweise  um  B  höhern  Winkeis  (A-^-B) 
zu   finden. 


Sei 


also 


und 


Beispiel. 

.1  =  00  20'  20", 
B=:(P    0'    1", 

A-B=00  2fy  W 


24  +  J5=0O20'  2F. 

In  den  Tafeln  finden  wir 

log  sin  2! =7,7719322 
logsiu  (A—B)= 7,7715760 

logsini?=:4,6855749.  (Seite  206.) 


I  Seite  211.  X 


tiigonümetrisrher  Logariihmen  »lehtlge  Eiildeckung. 


r  Zur  fierechniing>  von  \n^Bw{A-\-B)  mittelst  der  ausgeben en  Foi- 
I  Bei  liünaeii  wir  uns  folgenden  Schemas  bedieneo: 


i)  2logsii..-l=15,5-t38W4-20; 
1)  2logsii)ß^  9,;t71 1498-2«; 


1  ",4=0,00003498359. 
2ß=0.00000000002. 


1 


7}  log(8inM-  ain^B)=l  5,543864: 
3)  \ogsm(A~ß):^  7,7715760-10 
8)  logsin(-d+Ä)=  7,772:J882~I0. 
lo  der  Tafel  Seile  211.  erblicken  wir  aber,  dass 
Iog8in(.4  +  ß)  =  7,7722880  — 10 
ist.   dass  somit  unser  durch   die  nben  angestellte  Berechnung 
faaltenes  Re.sult.it  von   dem   wahren  Werth    von   logein(^+£) 
der  7ten 'Dezimalstelle  nm  2  differlrt. 

Der  Grund,   daes  der  aus  der  Formel 

sin{^+ß)  =  ~ 


entnommene  Werth  von  log  sin  (^ -|- S)  in  den  meisten  Fallen  in 
der  7ten  Dezimale  unrichtig  wird,  liegt  aber  tbeilweise  darin,  dass 
—  obgleich  der  Werth  von  lngsin-4  auf  7  Dezimalen  richtig  ge- 
nommen werden  kann  —  der  aue  ihm  gefolgerte  von  21ogsin^ 
nnd  in  Folge  dessen  auch  der  Numerus  mn^A  des  letztern  in  der 
7ten  Dezimale  meistens  unrichtig  sein  werden,  weil  beim  Dupliren 
von  logsiii^  die  nach  der  7ten  Dezimale  folgende  8te  auf  die  7to 
sehr  oft  einen  ILinlluss  ausüben  kann,  der  z.  B.  bei  Ausfuhrung 
obiger  Rechnung  unbeachtet  geblieben  ist 

S-  3. 


Dividiren  wir  aber  die  Seiten  der  Gleichung 

dnrnBi    -'"'^--'"^B 

SLn(JlB)        ^i„^A-B) 

durch  aioA, 

so  erhalten  wir; 

sin 

(A-i-B)           sinA                   sin^B 

sibA            sinU-B)      8in^.sin(^— B 

«ino  Gleichung,  welche,  wie  wir  in  den  §§.  12.  bis  14.  sehen  wer. 
den,  sich  zur  Berechnung  von  logsin(-4  +  fi)  aus  den  Werthen 
von  logsin^,  logsin(/l  — ß)  und  logsinß  besser  eignet,  insofern 
sie  Iog8in(^-f^  auf  7  Dezimalen  genau  gibt. 


Letztere  GleicbuDg  kann  unigerormt  werdeo  in 

sin^  BiaiA  +  B) sin'fl 

&\a(A  —  B)  a'mA  s\nA.s'm{A  —  B)' 

Ua  der  Ausdruck    :-~i — •    f  J  _  g^  positiv  ist,  so  folgt,  dass 


sin  lA-B) 


?-s> 


sioM  +  O 


lcgsinA  —  logs\n(A-B)->\o^8m(.A  +  B)~\ogsiBA 

iät,  d.  Ii.  dass  Tür  drei  aufeinanderrolgeiide,  um  gleichviel  vei 
schiedene  Winkel  der  Zuwachs  vom  logsiii  des  kleinsten  bis  zqe 
logsin  des  mittleren  grösser  als  der  Zmvauhs  vom  logsin  de 
mitlleren  bis  zum  logsin  des  grüssten  ist.  Dem  ist  zuzuschrei 
ben,  warum  in  den  Tafeln,  nährepd  die  allmabligen  Zuwachai 
der  Winkel  gleich  sind ,  die  ihrer  lugsin  beziehungsweise  abnebmen 


|.     Betrachten  wir  die  Gleichung 


u(,A-B) 


i"(^  +  g)^ 


uA.s\n{A-B) 


n 


noch  einmal  nSher,  so  finden  wir,  dass,  wenn  B  constant  bleiH 
A   hingegen  nächst,   sin^  und  B'm(A  —  B)   und   somit  auch  du 

B.\n^B 
Produkt  sin^.sin(^  —  B)  grösser;  der  Quotient     .     ■   ,-~jl_ui 

und  mit  ihm  die  links  des  Gleichheitszeichens  stehende  Different 
hingegen  kleiner  werden.  Setzen  wir  ferner  in  obiger  Gleichung 
B=\"  (gleich  einer  Secunde)  und  geben  A  so  nach  und  nach 
die  Werthe 

i_9",  jt-8",  A-7",.....i-i",  A+1".  x-k-i",  2:+a",....A+r, 

in  welchen  X  vorläufig  noch  unbestimmt  ist,  so  erhalten  wir: 

iit\     °"'v-"     ■'  '       ""'t'*""  I ""•  ' w  /'sinl''\' 

'  >   sirfS'—Ul''!      BinfT_Cl"l"s;nf.T  — a'').sin(X-10")     \siuJt/ 

in»!"  ^  /si 


nn{X-<i")  _  sin(X-8")_ sin^ 

in(A'— lÜ")      sin(A-9")"sin  {X  -  9") .  i 

Bin(A-8")  _  8in(X— 7*0 

sin(A— 9")      sinC-X— 8")  "810(^—8")  B\n(X—9")^ 


Irttommetrtwker  LofariOmen  wtekUge  Etadeekunf. 


96B 


. .  »m(Jr-7*) 

*^  «u(jr-8») 


^'  •in(jr— y) 


sin(i:— 6*) 
sm(Ji:-7') 


-8in(J!f— 7')ÄiD(A'— 8'')^V8inAy  ' 


'       Sin  Jl 
„  «i.(X+3") 


8in(Jf+3'^) 
8in(J!f+2") 

sin  (^+4") 


_  sin»!"  /'8iDr\« 

— 8iD  (i+ 1") ,  8in  Jr  "^  V«o  A^/  * 


8in«l' 


8iD(A:+ 2").  8111(^  +  1") 

sin«!" 

md(J[+50     sin(JC  +  3'')~sin(X+  3'')8in(J:+  2 


/sinTN» 
\8mA7  ' 

/sinFy 


^  «n(3:+y) 


sin«l" 


8in(JC+l(r) 

«in  ( JC  +  9")  -  sin  ( JT  +  9")  .810  ( JT+S 


/8jnl"\» 


§.  5. 


Da  onn  die  Quotienten 


im(Jr— 9*)      sin (^—8")    sin (Jt— 7")    sinCy— 6^  sinJ^ 

dB(jr— lO*)'  sinC^-U")'  sinCJC-S")'  sin(A— 7'')'"*sin(JK-l'0 


b  den  oGleichnngen,  sowie  die  Quotienten 

tJajXW)      wn(Jg+2")      Hin^A+S")     8in(A+4'0       sinCXflO") 
sinJC     '     8in(JL'+l")'     Bin(Jir+'2")'    8iii(A+3")' "•8in(A+9") 

io  den  ^Gleichungen,  in  der  Ordnung  von  links  nacli  rechts  aboeh- 
nen,  so  ist  klar,  dass  unter  den  ersteren  Quotienten 


sin  (IT- 9") 
sin  (A— 10") 

unter  den  letzteren 


und 


8in.y 
8in(j:-l'Ö ' 


sinCZ+J")  sm{X\W) 

BinlT       ""•'  sin(A+«'') 


mdsten  differiren, 
Ihre  Differenzen 


sin  (A— 9*0  sinJg 

■in(JK-l(r')~«in(j:-  V) 


F.  Steker:    Neue  für  die  ConstrucUou  der  Taf'etn 


sinA  sin<Ä+y") 

aind  aber  beziehungsweise  den  Sumnicn  derjenipfen  Differensei 
gleicb,  welcbe  in  den  «(ileichungen  einerseits  und  in  den  jJGIei- 
chungen  andererseils  links  der  Gleichheitszeichen  stehen.  Uarum  Ist 


3 


i..(^+l')      .ln(.V+10") 
Bio  Ä'  sin  (JT  -(-  y") 


VsinAy 


Ea  ergibt  sich  ferner  in  Folge  der  in  g.  4.  angestellten  Be- 
trachtung, dnss  (vetm  z.  fi.  tn  den  ^Gleichungen  X  wächst,  die 
Differenzen  linker  Hand  der  Gieichheilszeithen  und  somit  auch  die 
Summe  dieser  Differenzen  oder  die  dieser  Summe  gleiche  DiffereDz 


HX±\") 


sin(.V+10") 

sinU+'J") 


§.7. 

Wenn  wir  die  Tafeln  der  gemeinen  Logarithmen  durchblättern, 
so  finden  wir,  dass  wenn  zwei  unächte  Dezimalbrüche  (Tnn  denen 
also  jeder  grösser  als  1  ist)  um  0,0000001  von  einander  verseht«' 
den  sind,  ihre  zugehörigen  Logarithmen  einen  Unterschied  haben, 
der  höchstens  0,OOOOÜ043S  beträgt.  (Vergl.  V  ega  pag.  6.  und  1%) 
Bestimmen  wir  nun  Ä  so,  dass 


»6^)-= 


0,0000001 


wird,  so  folgt  aus  §.  5.,  dass 


sin  {X— 10")     sin(Jir— i") ' 


sin  (^  -f  1") 
sin  JC     ~ 


wird,   ans  §.  4.,    dass  von  den  Quotienten  in  den  ^Gleichungen 


L 


tetriätäer  lo§9Sltlmen  t^okUie  StUäeetunff. 


Biii(.\+i") 


ain(A+2") 
sin(.¥+l")' 


6iii(.Y-F3") 

Mr,(A-+-2")' 


'•■"(A+4") 


6in(A-+10") 
sln(.\  +  <i'/ 


Ton  denea  jecJer  grüsser  als  1  ist,  diejenigen  zwei,  ivelche  den 
giösstcn  UnlerBchied  habeo,  nicht  einmal  um  0,0000001  and  i;o- 
pit  ihre  aur  7  Dezimalen  hereuhneten  Logarithmen  nicht  einmal 
m  0,0000000435  differiren,  das«  daher  die  Logaiitfamen  obiger 
leho  Quotienten  auf  7  Dezimalen  im  Allgemeinen  als  gleich  ange- 
sehen werden  dürfen. 

Bezeichnen  wir   den   auf  7   Dezimalen  gerechneten  Logaritb- 
men  eines  der  obigen  Quotienten  mit  n,   so  hahen  wir  demnach: 

!■/)  logsin{Ji:+l'')— IoKsin-ar=fl, 

2V)  log8in(A  +  2")-Iogsin(j:+l")=o,  ^^ 

3v)  |og8in(A:+3")— Iogsin{A+2'')=n, 

4v)  Iogsin(A+4'')-logsin(A-  +  3'')  =  o. 


lOv) 


gsin(Ä+10")-logsin(.l  +  9")  = 


Addiren  wir  die  Gleichungen  h)  und  2y);  zu  der  Gleichung,  die 
heraus li omm t ,  die  Gleichung  3''');  zu  der  dadurch  jetzt  hervorge- 
nleaen  die  Gleichung  4v)  u.  s.  f.  und  schreiben  den  dadurch  ent- 
Btandeneu  9  neuen  Gleichungen  die  Gleichung  li*)  vor,  so  ergibt 
«ich  nachfolgende  Zusammenstellung:  .  „>, 

1^     !ogsin(A-+l")-logsinA=l.«,  "'-'• 


2<0  logs 
3'0  logs 
4-0     logs 


n(.\"  +  2")  — logsinA=2.o, 
nCA  +  S")  — log8inA-=3.o, 
n(A  +  4")  — log5inA  =  4.a, 


«■O     log8in(X+10")— logfiinA  =  l0.a. 
AlU  der  letzten  ^Gleichung  erhalten  wir  aber 

_logsin(A+lü")  — logsinA 

Wird  dieser  Ausdruck  für  a  in  die  9  andern  dGIeicbnngen  substi- 
tairt,    so  erscheinen : 


I»)     Iogsin(A+J")=l''gsi'''*  + 


logBiii(A-|-10")-logsin.Y 


20     los«m(A+2-')  =  l.>8sinA+2('°^^="^'^+'y~'"g-'"-^). 


L 


F.  SteUtn   Neue  filF  die  Corulructfon  der  Tafeln 
3')    lo6Hin(^+3")  =  logsm.l  +  3.(^-^^— 5^ \ü"        } 

...     .        ■    >v  ,  A.>.      ,       •     V,.    /"logBin(X+10")-IonainA 
4')     logsin(j:  +  4")=ilogsiii^  +  4.(^ ^ ^ Y 


9')    log8iD(J+9")=log8 


„i+oC^ 


10 


loftBJn. 


^ 


§.8. 


Es  folgt  aber  aus  §.  0.  Heullich,  dass  die  aus  der  Ungleicbon^ 
8in{T+0      eitK-T-flO") 
3\nX  Mn{Ä+y")" 


-  7^;VT,,n-  <  0,0000001 


entfiprungenen  y-,  S-  und  tGleichungen,  wenn  nie  einmal  lur  einen 
gewlti^en  Wink«!  X  in  dem  oben  angeführten  Sinne  richtig  sind, 
auch  noch  so  gelten,  wenn  A  nächst,  eben  nell  in  diet^eni  Fall« 
di«  ernähnte  Ungleichung  nach  §.  G.  um  so  mehr  noch  stattfiixhAt! 


um  nun  aber  X  aus  der  Gleichung 

0,0000001 


V.BI11  X/ 


tatttiMhfcl 


I 


zu  bestimmen,    haben  wir  durch  Logarithmining  der  Seiten  vo^ 
stehender  Gleichung  nach  lOi 

log9  +  2(log8in  l"-log8in  X)  =  logO.OOOOOOl 
oder  mit  Hülfe  der  Tafeln: 

0,9542425  +  2(4.fi855749— 10—  logsin  X)=  -  7 

2(4,685i3749-IO—log6in.Y)=— 7,9342425 
4,6855749— 10~logsinX  =—3,9771313 
8,6626961  - 10  =Iog8in  X. 

und  es  findet  sich,   dass   der  Winkel  X  zirischen   den  Winkel- 
werthen  20  38'  10"  und  2o  38'  20"  liegt. 

5.  10. 

In  den  78teHigen  Tafeln  brauchen  daher  nach  g.  8.  jedenfalli^ 
vom  Wlnkelwerth  2"  40'  an  die  Logarilhmen  der  Sinus  nur  nocls 
von  zehn  zu  zehn  Secunden  angegeben  zu  sein. 

Die  zwischenliegenden  logsin  von  Secunde  zu  Secunde  künnei* 
nach  den  cGIeichungen  berechnet  werden,  wobei  noch  zu  bemer- 
ken ist,  dass  —  neben  dem  in  den  Tafeln  angegebenen  Werthä 
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(hs  bgrin  eiiies  jeden,   den  Winkelwerth  2^  40'   überragenden 
Wfbkels  JC  «—  flir  den  in  den  cGIeichungen  vorkommenden  Ausdruck 

log  sin  (^-|- 10^)  — log  sin  JT 


10 


lllllll 


der  zugehörige  Wertb  sich  vorfinden  kann,  und  zwar  mit  1( 
renrielfaehty    damit  seine ,  zu  viel  Platz  versperrenden  Dezimalen 
vregfallen. 


§11. 

Auf  ganz  ähnliche  Betrachtungen  gestützt,  wie  die  der  §§.  4. 
lis  10.  finden  wir,   indem  wir  X  nach  der  Gleichung 

69  f^!^y=r  0,0000001 
\«m  XJ 

bestimmen, 

einerseits,  dass  in  den  Tstelligen  Tafeln  vom  Winkelwerth 
S^  46'  an  die  Logarithmen  der  Sinus  nur  noch  von  Minute  zu  Mi- 
DDte  angegeben  zu  sein  brauchen, 

andererseits  die  Regel,  nach  welcher  die  log  sin  für  die  zwischen- 
liegenden Winkel  von  Secunde  zu  Secunde  gefunden  werden. 

§.  12. 

Ebenso  kann  gezeigt  werden,  dass 

vom  l^inkelwerth  0^  52'  50^  an  unter  je  3  aufeinanderfolgenden  Winkel 

von  1"  zu  V, 

10 14' 40",,     „     „4  „  Winkel 

von  V  zu  V, 

10 31' 20",.     „     „6  „  Winkel 

von  1"  zu  1", 

10  45' 30",,     „     „6  „  Winkel 

von  1"  zu  1", 

10  58'    0"„     „     ,,7  „  Winkel 

von  V  zu  l", 

20   9' 30",,    „     „8  „  Winkel 


»>  f« 


«9 


n 


von  1"  zu  1", 

^    20 19' 30",,     ,.     „9  „  Winkel 

vonl"zul", 

20  29' 10",,     „     .,10  „  Winkel 

von  1"  zu  l*' 
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beziehuDf^ weise  die  Differenzen  iler  lo^ein  zweier  aufeinaiK 
fol^eniler  derselben  auf  7  IJezimBleii  als  konstant  an^eeeben  * 
den  dürfeti  *), 

Letztere  Resultate  sind  noch  anpiefiiihrt  worden,  weil  sie 
grossem  Nutzen  sind  für  die  Berechintng  der  logsin  fon  Seca 
zu  Secunde.  In  den  TaTetn  von  Vega  finden  wir  n&nilic'h  S. 'J 
bis  228.  die  loRsin  von  Secunde  zu  Secunde  l)is  zu  1^*  39'  ai 
geben,  während  diesilben,  wie  bereits  gezeigt  wurde,  etwa 
2"  40'  berechnet  sein  sollten.  Wir  beschränken  uns  aber,  at 
deuten,  wie  von  diesen  Tehtenden  logsin  die  Rwischen  I^^SS' 
1'  45'  3IJ"  ani  schnellsten  hergestellt  werdeti  («Innen,  —  undül 
lassen  dem  Leser,  dieses  Verfahren  wenig  niodiGcirt,  soHie  i 
sen  Gründe  auf  die  übrigen  überzutragen. 

Es  haben  aber  unter  5  aul'einanderl'nlgenden  der  Winkel  a 
sehen  I**  :j2'  und  1"  45'  30",  wie  wir  oben  gesehen  haben, 
logsin  zweier  aufeinandetriilgender  derselben  eine  constattte  Di 
renz.  Wir  brauchen  daher  hier  blos  die  logsin  der  Winkel 
4"  zu  4"  zu  berechnen.  Die  zwiscbenliegenden  können  lei 
eingeschaltet  werden.  Es  ist  alter  klar,  dass,  wenn  die  lo<j 
zweier  um  4"  verschiedener  Winkel  gegeben  sind,  der  des  nScl 
folgenden  beziehungsweise  um  4"  huhern  Winkels  sogleich  mitt 
der  Formel  des  §.  3.: 


sinf^  +  g) 


smÄ 


sin*B 


uA      ~sm(,A  —  B)      6in^.Bin(J-Ä)J 
berechnet  werden  kann. 


K|      Wir  entnehmen   aus  der  Logarilhmentafel  Seite  ' 
W  logsin  1»  32'  =  8,4274621-10, 

"'  lopsinl"  31'  56"  =8,4571474— 10; 

Seite  206: 

logsinO"  0'  4"  ^5,3876349 -10. 
Um  nnn  logeinl^Sä'  4"  zu  berechnen  setzen  wir: 


•)  Gi«irhes  findet  r 


n  Winhelirertli  22« 


40"  34'   „      „    1801 
I^GKiinde  v«ra eil  irdene  Winkel  ■ 


276     ^^B 

e  =  0»0'  1".    A=zl''3i', 

^M 

Weiich 

^^1 

A—B=l°Sl'5li''   un<l   ^  +  /iT=l<»3ü' 4". 

'    ^1 

md  entweifeD  l'olgeiKles  Schema: 

^^H 

|.ioM  +  ß)        =S.J'>77-6r,-10 

ic    ^^H 

,""<-<  +  «'            0.00031449(8.186.)  9)  •"■'.-'+«' 

=l,0007'>41   ^^M 

gsinA                    —8,4274621 

gsinf/l-ß)        =8,4271474 

H 

=1,0007219     ^H 

;sin^j.in{^-B)=6,S5460<J5-10 

^H 

ogsin  ß               ^10,5752li»)8— 20 

^H 

*'"             t.- jnr'('j).T     10       "^        **'" 

=0.00000(15..  ^1 

fsinAsinM-^-^^-"*^'*^      "'           ''  8inJ.Mn(^-Ö 

5-  13. 

■ 

Da  ivir  aus  <)en  §$.  3.  uiid  4.  wi(^cet>,  dasa  die  Quotienten                  ^^ 

sin  l"  32'          sin  1"  32' 4"       «inl"32'»"      . 

■ 

siül''3l'56'"        8inl"3i'    '     sin  l"  32' 4"    "*' 

and  ebenso  Hie  Quotienten 

■ 

sin^O'4"                           fiin«0"0'4" 

1 

sin  1».  3:i' .  »in  1"  31'  36"  '     sin  F  S'l'  4"  .  sin  l"  32" 

sin»0"  0'  4" 
sinP32'8".«nl"32'4"  ^'"'■ 

■ 

fn  iter  Ordnun;;  von  links  nach  rechts  nhnehmen,    aus  obiger  Be-            ^^H 
rcchnun^  ferner  ersehen,    dass  also  jpder  der  erstern  Quotienten            ^^H 
Sn^isehen  dön  Werthen  1.000000  «n.l  1.000725  und  jeder  der  letz-      '      ^M 

rfefn    zwischen     ilen    \V<>rthen    O.ÜOOOOOO    und    0,0UÜ0O06    steckt,            ^H 
ausserdem  noch  hoinerken  (verpl.  Vesa  |)aj!.  186,).  dass  —  wenn                     ' 
»In  NumeruH,    der    zwischen   1,0000011  und    I.00Ü72!;  steckt,    sich 

I4US  iu  der  7teu  und  Sten  Dezimale   ändert,  —  das,  um  was  da- 
durch sein  LosarilhmuH  sicli  ändert,   aus  der  Aetiderun^  des  Ntl- 

«boe  dass   man    den    Logarithmus   selbst  au  kennen  braucht;    so 
tübrt  dies  zu  viel  einfacherer  Bererbnung  der  loiisin  Tün4"zu4". 

h. 

9* 

/>.  Eaeher:    Nene  für  tUe  Constmction  der  Tafeln 

Um  diess  an  dem  Beispiel  der  Berechnung  von  logsinl"  32"  4" 
EU  zeigen,  hüben  wir: 

1)  logBin  A                       =  8,4274fiii  -  10 

2)  IogBin(.4— ß)          =  8,4->7I474 -10 

3)  log  sin  4.  sin  (^  —  Ä)=  Ö.854Ö095  — 10 

4)  2  log  sin  ß                  =  10.57ä->698-20 

6)  'ogain^8^'(f-g)  =     3,72066aj--I0 

6)  log   .     ."'"'^      n,=     0,00000052  =HerAenrler.T,>n^-4^^^ 
'      *  ein  d .  sin  M  —  ö)  amiA—B) 

0,OÜOÜ002i2=der  e.itspreiilipnden, 

mitlelliarausderColumne 

P.  P.  aul  Seile  ISH.  ciit' 

iiehmbaren   Aender.   voj. 


'og- 


Binil 


L 


OÄXBlffi  =I"S"^^T^ 
8,4274621   =loB.in^ 
H,42777ßfl   =logsLn(,4  +  ß),     wie   im 
vorigen    Paragraphen 

«•  14. 
Da  die  Aenderung   von    -t— % ^  ~ p\    auf  8    Dezimalen    genau 

wird,    die  von  lo-; -^rr— iK  a''»^f  mittelst  der  TaCeln  von  V. 
pag.  186.  auf  S  Deziin^ilen   ^enau   sieb  angebeu  lässt,    so  ist 

ebtgem  Schema  leicht  ersichtlich,  dnss  log '.     .-— -  u.  log8in(i4-f,^ 

auf  8  Dezimalen  berechnet  werden  können,  so  bald  logBin^ 
log8in(/4—ß)  aur  K  Dezimalen  angegpben  sind.  Wir  werden  zviw 
nicht  vollkommene  (larantie  dafür  leisten  künnen,  dass  log  sin  (^A\B) 
auf  8,  wohl  aller  um  so  eher,  dasB  \o^äa{A^B)  anf  7  UeztraK- 
len  genau  ii^t.  .\,  ,..,... a  ;t^,\  ,.,■  ..\    <,.\<    ■■   ■>,    ■  •>(.  ii,\f^ 


J¥miii  daher  aaf  irgend  eine  Weise 

*      logainio:^'  und  logsin]o3r  56^     ' 

lof^S  Deeimalen  genau  berechnet  virerden»  so  können  wir  die 
ogsiD  der  folgenden  Winkel  von  4"  zu  4"  bis  zu  P45'30"  auf 
t  Dezimaien  Oberhaupt,   auf  7  Dezimalen  aber  genau  berechnen« 


II.    Von   den  Logarithmen  der  Cosinus. 

Der  Ausdruck  cos^l  und  mit  ihm  log  cos ^  nehmen  ab,  wenn 
hwAcbst.^ 

Somit  ist  der  Zuwachs  vom  log  cos   eines  Winkels  bis  zum 
»geos  eines  grosseren  Winkels  negativ. 


Ganz  ähnlich  den  Formeln  der  §§.2.,  3.,  4.  für  die  sinus  finden 
ir  für  die  co^ipus: 

cosiA+B) .  cos{A-'B)  =  cos^A  -  sin^Ä, 


/^_.»^      cos^^-singg 

cos  (il  +  Jff)  =?  }  A        g,.       i 

^  '■■■■■  cos(A—jS) 

co8(A-i-B)^       corA  sin^^ 

cos^       ""cos(i4 — B)     cos^.cos(il — Ä)' 

cos^  cos  (il  -j-  B)  sin^A 

cos  (A '—  B)  cos  A  cos  A .  cos  (A  — B) 

cos  A       ^  cos  (A  +  Z?) 
•    cos  (A-^B)  cos  A 

log  cos  ^ — logcos(-4  — J5)>logcos(il  +  J5)  —  log  cos  il. 

-  Aus  diesen  Formeln  können  alle  weiteren  Eigenschaften  der 
>gc6s  gf^nz.  ^o  abgeleitet  werben  ^  wie  aus  den  $$.  2.»  3.,  4.  die 
er  log  sin. 

Es  können  aber  jene  Eigenschaften  ebensowohl  aus  denen  der 
lOgarithmen  für  die  sinus  durch  Benutzung  der  Gleichung 

cos  J^=sin(9(r  — ^4) 
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gefunden  und  mit  Hülfe  der  letztern  Formel  eugfeieh  die  log  cos  aller 
spitzen  Winkel  aus  den  Tabellen  bei  den  log  sin  entoommen  werden. 

Aus  den  eben  angeföhrten  Gründen  halten  wir  es  unnuthig, 
dM^  Le^er  mit  den  {Jnt^frsxiülitingefi  Über  dl^  log  cos  weiter  zu  be 
lästigen  und  gehen  daher  über  zd 


,....  •'.;,•        •  .-• 


III.  Von  den  Logarithmen  der  TangeoteD  und  Cotangenteo. 

tg^^  sowie  logtg^l  wachsen  mit  A  selbst. 

Der  Zuwachs  von  logtg  eines  Winkels  bis  logtg  eine«  gros*. 
sern  Winkels  ist  dab^r  positiv^ 


/      ' 


§.  18. 

Wir  bemerken  ferner,  wenn  wir  rückwärts  schliessen,  dass 

-  .         .    '  ••  •     ■    ■ 

> 

\ogtgA-\ogts;(A-B)z=logtg(A  +  B)-\ogtgA 
oder 


'»S{g(2^I^<''»S      tgA 


sein  wird,  «obald 

tgA      >tgiA  +  B) 
tg(A-B):i      *S^ 


oder 


oder 


oder 


tg^A=tg(A+B)tg(A-B) 


**^  ^<r-tgj.tgÄT+tiXi^ 


,,«.>   tg«i<-tgag 

*s  ^:^i-tgM.tg«Ä 


if$ßmmmdtrt9cM£r  iMoaritkmen  wickUge  EnuUekimg.         3X8 

Kbr 


hr 


.,M-.,M..,.«|..M-*.|, 


< 

tg«^.tg»fi=tg«B 


er 


er 


< 

tgM=l 

> 


< 
> 


ter 


< 

J=45o 

Jo  wird,  d.  h.  dass  fär  drei  anfeinanderfolgende,  om  gleichviel 
trschiedene  Winkel  der  Zuwachs  von  logfg  des  kleiosten  bis 
gtg  des  mittleren  grösser,  gleich  oder  kleiner  ist  als  der  Za> 
achs  von  logtg  des  mittleren  bi^  logtg  des  grössten,  je  nachdem 
>r  mittlere  Winkel  selbst  kleiner,  gleich  oder  grosser  als  45**  ist. 

§.  19. 
Wir  haben 

logtg  J=log  ^^^=  logsin  ^ —log  cos  ^, 

logtg(^+B)=r|ogsin(^+Ä)-logcos(J  +  ß), 

logtg  (/4  -  Ä)  =  log  sin  (^  -  JS)  —  log  cos  {A-'B), 

tsi^^       5in_0i+^)_       c^4+ß) 

,  i^A  sinij  co8^ 

"•«tiO^"^  ^'•^sin (A-B)- '«'S cos (A - B) ' 


^  Hieraus  ergiebt  sich  das  Gesetz: 


„(.V  +  l")' 


}.-M 


sin(A'+3") 


in(i+IO") 


vrelche  positiv  au 
in  der  Ordiiunir 
Logaritlimeii 


iCAf2") '''8siQ(J:+9-')' 

nie  wir  aus  §.  5.  ersehen  künnen. 
ih   recljts   alt,  elteuso   die  posilivea 


60  lange  bei   diesen   keiner    der  vor!« 
keliverlh  45"  überragt,  (vergl.  §.  IS,) 


ideti  Winkel  den  Win- 


Nur  unter  der  let^^ten  Vorausst^tzung  folgt  aus  der  Ungleichung 

tg(A-B) 

i  das  Alineliiueu  der  Logarithmen  der  Tangenten  -  Quotienten 
eil  geht,  wie  bei  den  Lot;urilhmen  der  Sinua-: 
iaher    bei    deu    zehn  Logarithmen    der  Sinuü-, 


tgyJ 


Quotienten.     W 
Quotienten  die  ; 


vei  äusseruten 


d 
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r. 


deren  Ünterachied  am  griissten  ist,  nicht  einmal  um  0,OOOOOOQ6i 
dferireo^  = — ,wa«.voD  demjenigen  Wertlie  von  X  an  stattfindet^ 
TOD  welchem  aus  blos  die  log  sin  von  10"  zu  10"  aufgestellt  zu 
«ein  brauchen,  —  so  folgt  daraus,  dass  bei  den  Logarithmen  der 
Tangenten-Quotienten  die  zwei  äussersten,  am  meisten  von  einan- 
der verschiedenen 

im  so  mehr  nicht  einmal  um  0,00000005  differiren  kOnnen,  dafs 
folglich  von  2^  38'  bi»  45^  auch  die  logtg  nur  noch  von  10"  zu 
10"  angegeben  zu  sein  brauchen. 

Nach  $.  J8.  weiss  man  aber,  dass 
.      Iogtg46«-logtg(450—24)=logtg(46<>  +  2l)— iog^46o 

4  1    •  •        , 

i^    Da  nun  tg45^=1,    also  logtg 45^=0  ist,    so  folgt  hieraus: 

— Iogtg(460— ^)  =  +  logtg(46o  +  A). 

Gibt  man  A  so  nach  und  nach  die  Werthe  F,  F — 1",  F — 2f ',.... 
.  F— 10".  so  erhält  man : 

19)  -Iogtg(45«-  F)=  + logtg (450+  Y),  ' 
•19)  -  log  tg  (460-  F)  =  +  log  tg  (440  +  F) , 
m  -logtg(47o_  F)=  +  logtg(43o+  Y), 


10»)  -  logtg(5io_  F)  =  +  logtg(36o  +  F), 
11»)  -logtg(550-  F)  =  +  logtg(35o  +  F), 

und  wenn  man  jede  der  Gleichungen  2)  bis  11)  von  ihrer  vorher- 
gebenden  snbtrsdiirt: 

!♦)  logtg(46O-F)-logtg(450-  F)=logtg(45o+  F)-logtg(44o+F), 
2t)logtg(47»-F)-logtg(460-F)=logtg(44o+F)-logtg(43o+F), 
3t)  log  tg  (480—  F)  -  log  tg  (470  -  F) = log  tg(43o+  F)— logtg(42o+  F), 

•  *  •  • 

•  •  •  ■ 

•  •  •  • 

IW)  log  tg  (6äo—  K)  -  log  tg  (5>-  F) = log  tg(Äo+  Y) -logtg(3f5o+  F) 


289  P-  Escker:    Neue  für  die  Ciiiulruetion  der  Tafeln   ^^ 

Es  ist  klar,  dass  —  wenn  die  Differenzen  linker  Hand  di 
Gleichheitszeichens  einander  gleich  gesetzt  werden,  sobald  die} 
Digen  zwei  unter  ihnen,  welche  am  meisten  viin  einander  verscW 
den  sind,  nicht  einmal  um  0,00000005  differiren  -  auch  die  DiB 
renzen  rechter  Hand  in  dtmselljen  Sinne  einander  gleich  sind. 

Bei  den  Differenzen  linker  Hand  der  Gleichheitszeichen  1t 
aber  dieser  Fall  ein,  so  lange  die  dort  vorkommenden  Winbi 
grossen  45"—  Y,  46"-  Y,  etc.  zwischen  '2"  38'  und  45»  steck« 
was  stattfinden  wird,  so  bald  die  rechter  Hand  der  Gleichheil 
zeichen  vorkonimenden  \Mnkel^r5ssen  45"  -\-  Y,  44"  -f-  Y ,  ei 
zwischen  den  Winkelnertben  87"  22'  und  45"  sich  befinden. 

Folglich  brauchen  auch  zwischen  den  VVinkelwerthen  45°  a 
87"  H'  die  logtg  nur  »on  IG"  zu  10"  an^ec;eben  zu  sein. 


Eine  der  vorigen  ganz  ähnliche  Untersuchung  lehrt,  dasg  i 
7steingen  Tafeln  zivisclien  den  Winkclwerthen  6°  46'  und  83"  1 
sogar  nur  die  logtg  der  Winkel  von  Miaute  zu  Minute  zu  eotl 
teu  brauchen. 


Die  Eigenschaften  der  log  cot  lassen  sich  herleiten 
der  loglg  entweder  mittelst  der  Formel 

cotJ=tg(90"— ^) 

oder  mittelst  der  Formel 

logcot^  +  logtg^=ü  *), 

welche  beide  Formeln   zugleicli   dazu    dienen  kOnnen,  den  log 
eines  Winkels  in  den  Tafeln  unter  der  Rubrik  logtg  zu  erheben  ' 


.^ 


t)  Ilergeleilet  «dh  dar  Forme!  ( iil.t  tg.^  =  1. 

••)  Ganz  unabhängig  von  den   Renetzi^n  der  I"gte  ergitil  sitli  n 
wenn  rücliwärtB  geaclilnsaen  witJ.    das»  


logc>.U-i<'gcüt(J-Ä)  =  logcnt(^+ß) 


al(4— Ä)  ^    "^      cotd 


•der 
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.    ..Scblnssbemerbungen. 

1)  WeoD  wir  in  der  Ungicichong  des  $.5.: 

min{X-9")  B\nX      ,  ^/aiol"V 

■in(jr-10")'"8in(-X-r")-^    V«nJf/ 

JC--10"=lo32'0",   alM  ^=I«32'I0" 

Mban,  ••  finden  wir 

■in  1»  32'  0"  ""  sin  1«  32'  9"  -^  v,wwuvsa 

(Tergl.*  Vega  S.  186.) 


•ein  wird  9  aobald 


•der 


•der 


•der 


•der 


cotA       ^  cot  (A+B) 
cot(i4— ^)  ^       cot  .4 


cot  »4  =  cot  {A + B)  cot  (il  —  B) 
< 


^y  cot A.cMB-^l   coti4.cot/r-f  1 
^     cotÄ  +  cotil   *    cot/?  — COtil 


^^cot*i4«rot^^^l 
*"*'      ;;^    cot  «Ä— cot  «^4 


cot*;4.cül«Ä— cotM  =  cotM.cot*i?— 1 

< 

cot  ♦il  =  1 

< 

coli  =  1 
< 


•eis   wird. 


'    ■  *#ir  rffe  drtiteitfpe  Pyramtile.   '  585 

5o  bekannt  auch  diese  Gleichungen  längst  ainil,  and  sn  viele 
Untersuchungen  man  nach  sehr  veri<chier)enen  Richtuuijen  hi^  auch 
«faon  über  die  dreiseitige  Pyruniide  atigestellt  hat:  eo  scheint 
all)  doch  aus  den  al)igi;ii  Gleit'hungen  »och  nicht  alleu  Nutzen 
jeiogeo  zu  haben,  der  sich  aus  deuüellien  ziehen  lässt.  So  wie 
sieb  auf  die  drei  bekannten  Gleichungen  deü  ebenen  Dreiecks: 

u^fieosC  f  «cosß. 

b^ccasA  +  acosC, 

c=acasB  +  beo^A 

le  ganze  ebene  Trigonometrie  grrindcn  ISsst.  gn  würde  sich  uul 
ie  Gleichungen  I)  eine  eigene  Wissenschaft  gründen  lassen,  welche 
OB  sechs  gegebenen  der  zehn  Stiicke 

a.  ft,  c,  d;    {üb),  (oc),  {ad),  (bc),  {bd),  {cd) 

1er  dreiseitigen  Pyramide 
linden  lehrt.  Diese  Wisser 
nicht  meine  Absicht;  ich 
Nutzen  der  Gleicbangen  I) 
Bemerkungen  über  die  dreiseitige  Pyramide  knüpfen. 


die   vier 

übrigen   Stücke   derselben  zu 

seliaFC  bi 

r  zu  entwickeln,  ist  jetzt  gar 

will    nn 

nn    einigen    Beispielen    den 

zeigen  u 

nd   daran  noch   einige  ändere 

II. 


Es  ist  bekannt,  daas  die 
M.  (cd)  nicht  B«. 


H  Wink. 


I  (06),  (oe).  («d),  (Je), 
ider  sind,  sondern  dass 
denselben  eine  gewisse  Gleichung  Statt  findet,  eben  so 
nie  auch  die  drei  Winkel  des  ebenen  Dreiecks  durch  eine  Glei- 
cbung  unter  einander  verktiü|il't  sind.  Ich  glaube  aber,  dass  die 
Cata'icbeluug  dieser  Gleii-hung  nder  Relation,  wie  man  . dieselbe 
dem  „Memoire  sur  la  relatiou,  qui  existe  entre 
tances  respec-tives  de  i-inq  pnints  pris  dans 
rtBpace,  par  L.  N.  M.  Carnot.  Paris  IS06.  l'robl.  ZXU. 
"  Stellung.  Tbl.  II.  S.  291.)"  findet,  rück- 
■ichtlich  der  Binfaehbeit  Manches  zu  wünschen  übrig  lässt,  und 
h  dieser  Gleichung  selbst  noch  eine  einrachere,  wenn 
inch  weniger  symmetrische  Form  geben  kann,  als  a.  a.  ü.  ge- 
Khehen  ist.  Um  dies,  ausgehend  von  den  Gleichungen  I),  zu 
(eigen,  sind  aber  zuerst  noch  einige  allgemeine  Betrachtungen 
über  die  Eliniinülion  nüthig,  mit  denen  wir  uns  jetzt  zunächst  be- 
schäftigen wollen. 

Wenn  man  zwischen  den  zTfei  GTÖssenx.y  die  drei  Gleichun;;en 


I 

L 


'Srühert:    ip&rSSacki  Bemerkungen 

ax  +  bi/^a, 

a,x+b,7/=a,, 

hat,  diette  drei  Gleichungen  nach  der  Reihe  mit 

OiAa — ''lOa.     a^b-^—b^a,    ab^  —An, 
multiplicirt  unil  dann  zu  einander  addjrt,  so  erhalt  man  die  Gleicht 

Hat   man    nun    zwischen    den    drei    Grüssen  x,  y,  j  die  f 
Gleichungen 

oa:  +  %  +  cj  =  n , 

„^    „i.J   ,     ,  D2.«:  +  %  +  Ca»  =  «a, 

so  erhält  man  aus  denselben  zuvürderst   durch  Elimination  y 
{aci  — cai)x-\-{bci  —  cb{)if^ticy  —  co, , 
(a,Ca-c,fla)3:+C6,Cs— c,öi)5=o'iCa— Cißa. 

Wendet  man    nun  auf  diese   drei  Gleichun(;en  das  varbergelieoi 
Verrahren  an,  so  ergiebt  sich  die  Gleichung 

4  («1  Cb — Ci  «a)  i  ("bCs — CjHa)  (ÄC|  — cfi, ) — (6a<^ — Caftg)  (0C|— Mi)i 
+(«aCB— Ca"3)KoC|  — C(i,)(6,C3— CiÄa)— (Äc,  — cö,)(fi,ci— CiflJ!. 

Mittelst   leichter  Rechnung   bringt  man  aber  diese  Gleichung  »ol 
die  folgende  Form: 

0=    tt!oi(62C3— Ca6j)  +  r(|i(63C,— C36i)  +  «3(6,C3— Cifta)! 

+«,  1  u,(6c,  —  cbf)  +  o,  (V  - c»6j  +  ß (ijCa—  Cflia)  t 

+<*al«8(6ci~c6,)  +  <i{6iCs— Cifi8)  +  o,(V-<;36)| 

+eaia(6ac  — Ca6,)+o,(6ca-<;6a)  +  na(6,c— <^6j|, 

Ml«r  auch  auf  die  Form:  ,,,,.  , 
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0=    (^1— c6i)(aa«a  — Oa«») 
+ (6^3  — c6s)  (a,  da  —  «1  «a) 

Da80  ifticb  diese  bemerkenswertlte  Gleichung  noch  auf  Terschie- 
.jfene  Arten  umgestalten  lassen  uürde,  versteht  sich  von  selbst* 
her  mag  das  Vorhergehende  geniigen,  indem  wir  von  der  vor- 
•lebenden  Gleichung  nun  sogleich  die  folgende  Anwendung  machen 
vollen. 


HI. 


ie  GleiehaBgen  1)  kennen  auf  folgende  Art  geschrieben  werden: 
1  =     —  cos  (ab)  +  —  cos  (ac)  +  —  cos  (äd) , 


> 


cos  (116)  =     -~ 

a 


— -cos(6c)' co8{bd). 


cos(ac)  =  —  —  cos  (6c)  +  - 


— -cos(crf)» 


co8(aiO= cos(bd)-^—co»(cd)4'  —  ; 

'  a        ^     ^      a       ^     '     a 

md  setzen  wir  jetzt  in  der  letzten  Gleichung  in  11.  für 

a,   6,   c; 
Ol,  61,  Ci; 

^2!»  *'2»  ^a5 

«8,  63,  C3; 


respeetit 


cos(a6),       cos  (ac)  9      cos(acO; 
1,  —cos  (6c),  —  cos(6<^; 

—  cos  (6c),  l,  — cos  (ccQ; 

—  cos(6rf),  — cos(crf),  1; 

1,      eos(«6),      oos(ac),  cos(ai2); 
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so   erhallen   wir  ans    der   in    Rede  steheoilea    Gleicbuag   sogUi 
die  rnlj^i'nde  Glcicüung: 

0=     I  cos  («c)  cos  {bd)  -  coe  {«,0  <;<»«  {l-c)  1* 

— I  cos  (nd) +co8(ocJ  cüs  (crf)  1 1  i:os{a(Z)  +  cas  (Arf)  ct>s(a^r" 
-I  cos  («c)  +  cos  (ud)  co^icd)  1 1  cos  (ac)  +  cos  (a&)  cos  (Ac)  j 
— i  cos  (6(/)  -(-cos  (fit)  cos  (cti)  I  |co8(i!'(/)  +  cos  (ab)  cos  (adl)  j 
— ;  cos  (6c)  +  cos  (6d)  cos {crf)| I co8(6c)  f  cos  («c)  cos («6)  1 
+[1  — cosM)co8(crf)l|l--cns(oÄ)c..s(a6)|. 


2)     s'iD  (a«».in  (cd)'  +  1  co. (ac)  cü8 (6rf)  - c 

o.(oJ)co,(6c)|< 

=|co.(.c)+co,(o,Oco.(c';)llco.(o<-)+c. 

).(Sc)co=(,i4)| 

+ 1  ra.(<.J)+«os  (HC)  cos  (»!)  1 1  co.  (od)  +ci 

»(6d)c„.(o4)| 

+ 1  cii.(6c)  +  CO«  ilid)  CO.  (cii)  1 1  CO.  (4e)  +  c, 

»(oc)co.(o6)| 

+  lcos(i<0+cos(6c)cos(C(/)llcos(6(/)  +  c. 

js(at0cos(a6)!. 

Wenn  auch  diese  Ulcichung  der  sonst  belcariiitcn  Gleichnal 
zwischen  den  sechs  Winkeln  (ab),  (ac),  (ad),  {6c).  (*«/).  («f 
riicicfiichllich  der  Symmetrie  der  Form  nachsteht,  so  scheint  mifJ 
doch  der  ohigen  Gleichung,  die  nutürlich  noch  mannigfaltiger  OaT 
gestaitungen,  bei  denen  ich  ndch  (lier  itber  nicht  aufhallen 
fähig  sein  würde,    der  Vorzup;  griJiiserer  Einfachheit  zu  gebGhrei 

IV. 

Wenn  man  die  vier  Gleichungen  ])  nach  der  Reibe  mit  a,  > 
c,  d  iiiulli|)licirl,  so  erhalt  man  die  Gleichun|;en : 

«a=n6cos((i6)  +  ß(;cos(oc)  +  «rfcos(ad). 

Ä»=6ccns(6c)+Ä(/co8(6d)  +  n6cos(a6), 

c''=crfcos(c(f)+acciis(ac)  +  6ccos(6c), 

(P=arfcos(ad)+  ödcos(Ä»i)+  c(/cos(crf). 

Zieht  man  nun   von  der  Summe   der  drei    ersten  Gleichmigeu  Jle| 
vierte  Gleichung  ab,   so  erhält  man: 

a=  +  6*  +  c*— d»=2o6coft(n6)  +  2occos(nc)  +  26ccos(6c) 
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oder 

3)  d2=  a«  +  6«  +  c« — 2a6  cos  {ab)  —  2ac  cos  (ac)  —  26c  cos  (6c). 
Für  (a6)  =  (flc)  =  (6c)=:90o  ist 

4)      <i2=:a«+62  +  C*. 

Einen  andern  Beweis  dieser  merkwürdigen  Sätze  s.  m.  Archiv. 
Jhl.  XXI.  S.  352.  Die  obige  Ableitung  derselben  rührt  von  Grelle 
(Sammlung  mathematischer  Aufsätze.  Band  I.  Berl.  1821. 
8. 106.)  her. 

V. 

Wir  wollen  jetzt  einen  Ausdruck  für  den  kurperlichen  Inhalt 
der  Pyramide  durch  die  sechs  Stücke  a,  6,  c;  {ab),  {ac),  {bc)  suchen. 

In  Taf.  VI.  Fig.  I.  sei  AB  CD  die  gegebene  dreiseitige  Pyra- 
mide»  deren  körperlichen  Inhalt  wir  durch  P  bezeichnen  woUeq. 
ferner  sei 

^ABC-a,   ^ABD^b,   ^ACD  —  c 

und  h  bezeichne  die  Höhe  der  Pyramide  in  Bezug  ^vS  ^ABC-=^ü, 
ib  Grundfläche.    Dies  vorausgesetzt  ist 

P=\ah. 

Setzen  wir  nun  noch  AB=zx,  AC-=y  und  ^BAC^^a,  so  ist 
iSenbar 

A  =  —  sin  {ab)  =  —  sin  {ac) ; 
X  y 

dso 

26sin(a6)=i:Ä:r,    2csin(ac)  =  %; 
^voraus  sich  durch  Multiplication 

46  c  sin  (a6)  sin  {ac)  =  Ji^xy 
Brgiebt.    Nun  ist  aber 

*  «^         '      c^      sma 
ilso  nach  ^em  Vorhergehenden : 

;26csin  asin  («6)  sin  {ac)  =  crA*, 
rorans  sich  sogleich 

rhcu  xxnL  20 
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« 

V^2abc  81 D  a  sin  (ab)  sin  (ac) 
a 

folglich  nach  dem  Obigen 


A  = 


5)    jP  =  J  V  2a6c  sin  asin  (a6)  sin  (ac) 

ergiebt. ' 

Nach  den  Lehren  der  sphärischen  Trigonometrie  erhall 
aber,  wenn  man  sich  ein  der  Ecke  A  entsprechendes  sphäii 
Dreieck  beschrieben  denkt,  wie  die  Figur  zeigt,  sogleich: 

cos  (6c)  +  cos  (ab)  cos  (ac) 

cosa  = : — /   4v    . — 7 — V 9 

sin  (ab)  s\n(ac) 

also 

V  sin  (ab)^  sin  (ac)^  —  1  cos  (6c)  +  cos  (ab)  cos  (ac)  |^ 

8m(a6)6in(ac} 

folglich  nach  (5): 

4  

6)    JP=  l V2a6c. Vßin (a6)asin(cc)«— |co8(6c)  +  cos(a6)cos( 
oder 

4 

P=  JV  2a6c.  V-{cos[(«6)+(/ec)]+cos(6c)}tcos[(a6)-(ac)]+cos 

oder  nach  einer  bekannten  Zerlegung,  wenn  man  der  Kürze  v^ 

8)    e=:-cosi{     (a6)  +  (ac)  +  (6c) ) 

XcosJ  { -  (ab)  +  (ac)  +  (bc)  | 

X  cos  l  {     (ab)  -  (ac)  +  (bc)  ] 

X  cos  4  {     (ab)  +  (ac) — (bc)  | 

setzt : 

also,    wie  man  hieraus  leicht  findet: 

9)  p=sVrt67-Ve. 

Für  (a6)  =  (rtc)  =  90o  ist  nach  6): 

/>=j\'^2^6c.V"l--cos(6cJ)2==iV2a6c.Vsin(6c)2, 
also 
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JO)    />=iV2a6c8in(6c). 
Aus  der  Gleichong  3)  folgt: 

cos(6c)= ^ 26c  ^    • 


cos  (6c)  -f  cos  {ab)  cos  (ac) 

il'  -h  6* + c*-*  iP —  2fl6  cos  {ab) — 2ac  cos  (ac)  -f-  26c  cos  (ab)  cos  (oc) 
■  ^  26^  5 

ich  ist  von 

sin  (a6)*  sin  {ac)^  —  { cos  (6c)  +  cos  {ab)  cos  {ac)  }* 

Zähler: 

46«c«sin(a6^sin(ac)« 

f-{a'+Ä*+c* — «P — 2a6cos(fl6)— 2accosrac)+26ccos(ö6)cos(ac))*, 

46*c*  ist  der  Nenner.  Zerlegt  man  nun  den  Zähler  auf  be- 
inte  Weise  in  zwei  Factoren»  so  wird  derselbe  nach  leichter 
:bniingr 

l^la«  +  6«+ c«— iP  —  2a6  cos(a6)  — 2accos(ac)-f  26cgos  [(a6)— (rtc)]} 

k|  c« +*«+<J« — iP— 2a6  cos(a6)— 2acco8(ac)+26ccos  [{ab)  +  {ae)]\ ; 

wso  ist  nach  6): 


V^: 


11)    P= 

—  I  ii*+6He*— rf*—  2a6  cos  (a6)  —  2flc  co8(ac)+26ccos[(a6) — {ac)]\ 
XtaH*Hc^-<P— 2a6co8(a6)  -2accos(ac)+26ccos[(a6)  +  {ac)'\]. 


Fflr  (a6)r=(flc)  =  90o  ist 

12)  P=JVa.V— ta*+(6  +  c)2— cZ2;{a2  +  (6— c)2— iP), 

•o  dass  sich  also  in  diesem  Falle  der  körperliche  Inhalt  der  Pyra- 
Hiide  bloss  durch  die  vier  Seitenflächen  ausdrücken  lässt. 

Bezeichnen  wir  den  Halbmesser  der  in  die  Pyramide  beschrie- 
benen Kugel  durch  r»  so  ist 

p=J(o  +  6  +  c+c0r, 


^ 


r  = 


ZP  

a+6+c+d* 


20* 
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folglich  nach  9): 


13)    r  = 


2Va6c 


a+6+c+rf 
wo  Q  die  aus  8)  bekannte  Bedeutung  hat. 


Vö, 


VI. 


Nach  6)  ist: 
dAso,  wenn  man  dividirt: 


4_____ -1 

.  V^sin  (flc)^  sin  {ad)^  —  { cos  {cd)  +  cos  (ac)  cos  {ad)  ft  J 

4 _J« 

.  V  sin  (6c)28in  (Äc^)«— { cos  (cd)  +  cos  (6c)  cos  {bd)  P;  j 


1 

oder 


4/0    4  rsin  (nc)^  sin  (qii)^  — .  1  cos  {cd)  -f  cos  (6c)  cos  {ad)  P 

""\  6 '\  sin  (6c)2  sin  (6^^  —  |  cos  {cd)  +  cos  (6c)  cos  {bd)  f 


-        6 4rsin(flc)^sin(fld[)^  —  {cos(c<ig)  +  cos  (flc>.co8  (neig)  j^ 

^     o""\  sin  (6c)2  sin  {bdf'  —  { cos  (cd)  +  cos  {bc)  cos  (6rf)  !** 

Setzt  man  der  Kürze  wegen: 

M  =  sin  (ö6)*sin  (ac)^  —  { cos  (6c) + cos  {ab)  cos  {ac)  )*, 
M'  =  sin  (a6)2sin  {ad)^—\  cos  (6d)+cos  (o6)  cos  (ad)}«, 
iU" = sin  (ac)*  sin  {ad)^ — { cos  (cd)+cos  {ac)  cos  {ad)  j* 
und 

N'  =  sin  (6c)2fein  (6d)2  —  { cos  (cd)  +  cos  (6c)  cos  {bd)  ^^         :) 
iV"=sin(6c)2sin(cd)2-.{cos(6d)  +  cos(6c)cos(cd)P;       ^; 

so  ist  nach  14): 

6  =  0^  TyT*    c  =  o^  2v^; 

also  •  

V'M'M" 

Folglich  ist  nach  6): 

15)    P=\W^bc.yrM=\aV^.\-^~-. 

Dass  sich   noch   verschiedene    andere  Relationen   dieser  Art 
aus  dem  Obigen  ableiten  lassen  würden,   erhellet  leicht. 
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tadien  asnr  mathematischen  Theorie  der  elastischen 

Körper. 

Von 

Herrn  Professor  Dr.  J^,  Dienger 

an  der  polytechnischen  Schule  zu  Carlsrahe. 


Navier  im  siebenten  Bande  der  „Memoires  de  l'Acad^- 
lie  des  Seien ces'S  Poissoo  im  achten  Bande  derselben 
lemoiren,  Caiiehy  in  seinen  „Exereipes*'  und  jüngst  Lama 
iseinen  ,, Lebens  sur  la  th^orie  matb^matique  de  T^lasti- 
1t^  des  Corps  solides*'  (früher  schon  im  VII.  Bande  des 
trelie'scben  Journals)  haben  die  allgemeinen  Gleichungen 
es  Gleichgewichts  und  der  Bewegung  elastischer  Körper  aufge- 
teilt und  auf  einzelne  Fälle  angewendet.  Trotzdem  dürfte  es 
icht  blosse  Wiederholung  sein,  wenn  im  Nachfolgenden  versucht 
rhrd,  die  allgemeinen  Gesetze  dieser  innern  fiewegungen  nachzu- 
reisen. Dass  dabei  Bekanntes  wiederholt  werden  musste,  lag  in 
ler  Natur  der  Sache;  doch  glaube  ich,  dass  selbst  dieses  unter 
mderer  Form  erschienen  ist. 


I. 

Beschaffenheit  der  Körper. 

Ein  jeder  Körper  besteht  aus  Atomen,  die  ausserordentlich 
lein  sind,  deren  Form  wir  freilich  nicht  kennen,  die  aber  jeden- 
Jls  eine  bestimmte  ist.  Für  den  Augenblick  kann  man  sich  die* 
iiben  etwa  unter  der  Form  von  verschwindend  kleinen  Kugeln 
erstellen.  Diese  Atome  sind  umhüllt  von  einer  Aetheratmosphäre, 
»bei  die  Masse  einer  solchen  Umhüllung,  gegenüber  der  Mass» 
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des  Kilrperatoms,  sehr  klein  isl.  Ein  solches  Kürperatoro 
dasselbe  umgebendea  AelherbfiUe  bildet  lät  sich  eine  eigen»' 
ein  Molelcularsystem ;  die  einzelnen  Moleltutarsysteme  sind  .„^^ 
einander  getrennt  dnrch  Entfemunpen,  die  sehr  gross  sind  im  Ve  S 
hnltnisse  zu  ihren  eigenen  Dimensionen.  Bildlich  ^eBjirochen  steB)  \ 
also  ein  Knrper  eine  Art  Planetensystem  vor,  in  dem  Jeder  PI»«  j 
net  mit  seiner  Atmosphäre  umgclien  ist.  Die  AetherboJle  besteht  J 
natürlich  nicht  ans  einem  einzigen  Aetheratome;  es  sind  vielmebi 
deren  eine  sehr  grosse  Anzahl  um  ein  Kürperatum  gelagert.  ^ 

Die  Actheratome  nun,  sowohl  innerhalb  derselben  Rfille,  al*  t 
in  verschiedenen  Hüllen,  stossen  sich  gegenseitig  ab;  Kvrpc  ^ 
atome  ziehen  sich  gegenseitig  an,  eben  so  ziehen  sich  Kiirper-in  j 
Aetheratonie  an.  Bei  der  abstossend  wirkenden  Kraft  der  Aethe  u 
atome  gegen  einander  ist  es  nothwendig,  dass  das  von  einer  UOU  a 
umgebene  Kürperatom  sehr  kraflig  auf  dieselbe  wirke,  wenn  Ä  j 
soll  zusammengehalten  fcerden. 

Die  Gesetze  dieser  gegenseÜigen  Einn-irkungen  sind,  ihre! 
analytischen  Ausdrucke  iinch,  nicht  bekannt.  Was  die  AnziehuDj 
der  Kürperatome  anbelangt,  so  weiss  mai 
sehr  grosser  Entfernung  von  einander  sind,  dieselbe  ihren  beiil< 
seitigen  Klassen  direkt  und  umgekehrt  proportional  dem  Quadi 
ihrer  Entfernung  ist,  wogegen  in  minder  betrnchlMcher  Ferne  np^ 
die  Kahüsions-  und  chemische  Anziehung  hirizulrelen.  In  Beziel 
ung  auf  den  Aether  ist  in  dieser  Hinsicht  Nichts  bekannt.  W^ 
werden  aber  sagen  künnen,  diiss  die  Anziehung  oder  Abstossoi 
zweier  Atome  —  gleich  viel  ob  Kiirper-  oder  Aetheratome  —  aQ 
gedrückt  werden  künne  durch 

mnf{r). 

wo  J!/,  VI  die  Massen  iler  zwei  Atome,  r  ihre  Entfernung  ii 
Dabei  ist  /(r)  so  beschaffen,  ilass  für  einigenuassen  grosse  r  (groK 
im  Verhältniss  zur  Entfernung  zweier  Molekularsysteroe]  disgi 
Funktion  verschwindend  kleine  Werthe  hat.  In  Bezug  auf  die  E  ' 
Zeichnung  wollen  wir,  wenn  nülhig,  durch  die  lateiNiscben  Buch- 
staben M,  m  Massen  von  Kürperutumen,  durch  die  griechiscbei 
M,  fi  Massen  von  Aetberatomen  bezeichnet).  (Wir  lassen,  vi 
ersichtlich,   die  Schwere  ans  dem  Spiele.) 

Wir  beissen  nun  iveiter  einen  Kürper  homogen,  wenn  seil 
Anordnung  im  Inneru  um  einen  bestimmten  Pur.kt  A  hemm  g 
nau  dieselbe  ist,  wie  um  irgend  einen  andern  Punkt  B.  Dabi 
ist  es  wohl  möglich,  dass  nach  gewissen  Richtungen  Ton  iiU 
Punkte  A  aus  die  innere  Anordnung  eine  andere  ist,  als  nach  an 
dem  Richtungen;    was  aber  vom  Punkte  A  gilt,   muss  auch  gu 
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Theorie  der  elaaUschen  Körper. 


295 


h  detiBelben  Ricbtnngea  von  B  gelten.  Sind  alle  Richtungen 
ilchgiltig,  ist  also  die  Anordnung  nach  allen  dieselbe,  so  heisse 
r  Körper  isotrop.  Wir  betrachten  bloss  homogene  Körper, 
ttrope  Körper  sind  natürlich  in  ganz  besonderm  Grade  homogen. 


Gleichgewichts-  und   BenegungszustÜn  de. 

Ein  Körper  kann  in  seinen  Elementen  (MoleLiilarsystemen)  im 

ächgewicht  Boin,  oder  diese  Elemente  kfinnen  sich  gegenseitig 
egen.     Besteht  Oleichgeiricht  und  ist  der  Kür|ieT  «in  allseitig 

[ränzter,  so  kann  dasselbe  in  Folge  der  Wirkung  von  Kräften, 
n  Körper  gelbst  fremd  sind,  hervorgerufen  trorden  sein,  in 

Ichem  Falle  irir  sagen  «erden:  es  bestehe  Gleir:h»eTvlcht  un- 
dem  F.influsB  von  äussern  Krüften;  oder  aber  es  kann  die- 
Gleithgewicht    von   seihst,    d.  h.   in  Fol^e  der  gegenseitigen 

vrirkung  der  demente  bestehen;    in   diesem    Fülle   sagen  wir, 

befinde  sich  der  Körper  im  nnttlrltchen  Gleichgewichte- 
Für    den   Fall  innerer    Bewegtheit  werden   wir  sagen,    jedes 

)Bi  habe  Verschiebungen  erlitten,  und  wollen  inskQoftige  die 

yelttionen  der  Verschiebung  des  Atoms,  dessen  Gl  eich  ge  wich  ts- 
(ursprü II gliche  Lage}   durch  die   rechtwinklichen  Koordinaten 

jy,  z  bestimmt  war,  auf  die  Koordinatenaien  mit  |,  u,  £  bezeich- 
Die  Grössen  |,  v,  £  werden  immer  als  sehr  klein  vorausge- 

Et  werden,  und  zugleich  niQssen,  da  die  im  Körper  herrschen- 
Gleichgewichtszustände  immer  stabil  sein  werden,  dieselben 
I  ferne  periodische  Grössen  sein,  als  die  Verschiebungen  wech- 

9>eise  beiderseitig  von  der  Gleichgewichtslage  aus  Statt  linden 


izustüude  müssen  wir  mehre 


_  In  Bezug  nun  auf  die  Bei 
lle  uoteracheiden: 

1)  Ua  man  jedes  IVIolijkularsystem  als  ein  ungetrenntes  Gan- 
ansehen   kann,    also  bloss   nach   der   Bewegung   des  Schwer- 

Dkts  eines  solchen   fragt.     Bei   den  Erscheinungen,  .welche   in 
elastischen  Körpern  aultreten,  mag  diese  Annahme  gestattet  sein. 

2)  Da  man  in  jedem  Molelmlarsysteni  das  Körperatom  als  fest, 
)>.  unbewegt  betrachtet,  und  bloss  die  Bewegung  der  Aether- 
|le   als    Ganzes    untersucht,    d.   h.   bloss    die    Bewegung    ihres 

erpunkts.    Diese  Betrachtung  mag  für  die  Lichterscheinungen 


lienger:    Studien  %ur  tnatimnatiichen 

3)  Da  man  endlich  auf  die  relative  Beweimng  der  AetherhQlle, 
entifeiler  um  ibreii  Schwerpunkt,    wenn  da«  Körperatom  fest  isl, 
oder  um  den  SuhiTerpiinkt  de»  Molekiilnrsyslcme,  nxnn  jenes  s\ 
bewegt,  achtet.     Hieraus  miigen  die  WärnieerscheiauDgi 
erklärt  irerdeii. 

Die  Bestimmung  der  ersten  zwei  ltetve|;ungen  ist  verhältnistr 
massig  leicht;  wir  werden  uns  im  Nachfolgenden  auch  nur  nij 
ihnen  beschäftigen. 


Berechnung  der  auf  einen  Punkt  wirkenden  Kräfte,  wew 

man  jedes  Molekiilarsystem  als  ein  unp:etrenntes  Gafti 

ansieht.     Gleichgewicht. 

Wühlen  wir  ron  den  so  eben  {%.  II.)  unterschiedenen  Fällt 
den  ersten,  da  man  sich  die  ganze  Masse  eines  Mulekularsysti 
in  seinem  Schwerpunkte  vereinigt  denkt.  Ua  die  inneren  Kräb 
dieses  Systems  auf  die  Bewegung  ilet-selhen  keinen  Einfluss  ai 
Öhen  können,  so  wird  man  von  denselben  abschen  künnen. 
ferner  die  einzelnen  Mulekular.oystenie  so  weit  von  einander  enl 
fernt  sind,  duss  man  fiir  die  Berechnung  der  Wirkung,  vrelcl 
jedes  auf  das  andere  unsülit,  diissellie  als  einen  einzigen  PudI 
ansehen  kann,  so  kommt  also  die  uns  jetzt  bcschäftigeude  Fra( 
darauf  hinaus,  eine  An/.ahl  von  einander  gclrennler  iDaletlelÜ 
Punkte  in  ihren  ge(;enseifigen  Wirkungen  aufeinander  zu  belrachlä 

Seien  nun  x ,  y ,  i  die  rcchtwinklichcn  Koordinaten  eines  i 
betrachtenden  materiellen  Punktes,  dessen  ftJasse  M  ist;  iF+** 
y-V'^H,  1  +  ^2  die  eines  andern  Punktes  von  der  Klusse  m\  r  ifn 
gegenseitige  Entfernung;  so  ist  die  Kralt,  mit  der  m  auf  .1f  wirfa 
gleich  ßJm/Xr),  wo  /Xr)  mit  wachsendem  r  rasch  ahuimrat  ] 
Projeklionen  dieser  Kruft,  deren  Richtung  von  AI  gegen  m 
geht,  auf  die  Koordinatenaxen  sind: 

Mmflr).^.     Mmfir).^,     Mmf(T).~- 

Bezeiehnet  man  mit  a,  ß,  y  die   Winkel,    welche    Mta  mit  i 
Axen  macht,  so  bat  man  auch  für  diese  Seilenkröfle: 

jVmf(,r)Msa,     M,t,/{r)cosß,     !flm/lr)cosy. 

Bezeichnet  man  durch 

S:]amfiT)co&a,    XMmf{y)ca&ß,    Ziamf(T)coBy 
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die  (algebraiscbe)  Summe  aller  der  Seitenkräfte»  die  von  allen  M 
iDgebenden  und  auf  dasselbe  einwirkenden  Punkten  herrühren ,  so 
hat  man,  wenn  X^  F,  Z  die  Seitenkräfte  der  Gesamniteinwirkung 
anf  M  bedeuten  c 

2:=3r:Biii/(r)co8«,  Y=M2:mf(r)cosß,  Z=:M2mf{r)cosy,  (1) 

wo  wir  M  ausserhalb  des  Summenzeichens  setzen  konnten,  dia 
es  in  alien  einzelnen  Theilen  dasselbe  ist.  Die  so  eben  aufge- 
stellten Gleichungen 9  die  wir  auch  schreiben  können: 

X^MSm^^x,  Y=MZm(^^y,   Z=]U2:m^Jz,    (V) 

gelten  offenbar  allgemein.  Dabei  ist,  wenn  m  auf  M  anziehend 
wirkt,  f(jr)  positiv,  im  andern  Falle  negativ. 

Angenommen,   der  so  eben   betrachtete  Zustand  sei  der  des 

^■atilrlicben  Gleichgewichts  (S.U.)»  in  welchem  Falle  wir  künftig  immer 

den  Koordinaten  u.s.  w.  den  Zeiger  0  anhängen  wollen,  so  ist  offenbar: 

(2) 
Zm^Jxo=^2mf{ro)co8ao=0,  2m^^Jyo  =  ^'nf(ro)coBßo^, 

'.  Um  — —  Jzq  =  Zm/Xro)  cos  yo  =  0. 

'  Deberhaupt  aber  ist  fCir  irgend  einen  Gleichgewichtszustand,  wenn 
der  betreffende  Punkt  im  Innern  des  Korpers  liegt,  und  X,  Y,  Z 
die  Seitenkräfte  der  auf  die  Masseneinheit  im  Punkte  (x,  y,  z) 
wirkenden  äusseren  KrM'tc  sind  (Schwere  u.  s.  w.): 

2mf(r)cosa+X:=0,  2:mf(r)cosßi-r=0,  2:mf(r)cosy+Z=0.    (3) 

Fflr  den  Fall,   dass   der  betreffende  Punkt  an  der  Oberfläche  des 
Körpers  liegt,  werden  allerdings  noch  andere  Bedingungen  eintre- 
:    ten,   die  wir  später  untersuchen  wollen. 

Wir  wollen  nun  aber  annehmen,  der  Körper  gehe  von  dem 
Zustande  des  natürlichen  Gleichgewichts  aus  und  komme  unter 
dem  Cinfluss  äusserer  Krüftc  in  einen  neuen  Gleichgewichtszustand. 

Seien  oto»  ^o>  2^0  ^^®  anfanglichen  Koordinaten  von  M;  :ro  +  |, 
Jfo+v,  2o  +  f  <J>e  spätem;  a-o  +  ^o-y,  yo  +  ^!/o»  -o  +  ^-o  die  an- 
.  Soglichen  von  m,  also  a:^  +  JXi^  +  ^  +  ^^,  y^y  +  Jy^y  +  v  +  Jv, 
:Q+-^Zo  +  t+-^t  die  spätem;  Tq  die  anfängliche,  i\i  +  Q  die  spä- 
tere Entfernung  beider  Punkte,  deren  Massen  31  und  m  sind. 
In  dem  letzteren  Zustande  sind  also  die  Seitenkräfte  der  auf  M 
einwirkenden  Kräfte: 


Bienger:    Studien  eur  maihemattschen 


Ist  wieder,  wie  yorh'in,  Jxo^r^,cosa^,  '^yo=roeoBj9(„  z/io=ToCOS)'o; 
sind  ebenfalls  wieder  X,  Y,  Z  die  auf  die  Einheit  der  Masse  be 
zDgenen  äusseren  Kräfte,    so  ist  für  jeden  Punkt  im  Innern: 


m 7—— 

ro  +  e 


Die  Grtisse  q  ist  gegen  r^  immer  sehr  klein  (§.11).  so  dass  v'a 
die  hiihern  Potenzen  derselben  werden  vernachlÄssigen  dürfen. 
Unter  dieser  Bedingung  ist  also: 

Demnach  erhält  man  aus  (4): 

In  Fol^e  der  GleichuDnen  (2)  nerden  aus  diesen  Gleichuoges 
bereits  einige  Glieder  ausfallen.     Sodann  ist  jedenfalls: 

also 

2>-o?  +  ('  =  2'o  [cosoo^ä  +  cosft  ^o  +  cos  ft^J]  +  ^f  +  ^i;«+  ^?. 

Im  Allgemeinen  werden  ^;,  ^u, 'df  der  Art  sein,  dass  man  ihre  zneites 
Dimensionen  gegen  die  ersten  vernachlüssigen  kann. 


n,  sn  dass  danaUa^ 


L  Ut.     Die  Grüssen  p^s,  Q'Iv 
1  ebeDfalls  zu  veniachicissigeii 


T  eiashteßn  t^frper^ 
d^/li  cos  1*0  +  ^f  cos  ?l> +<^Jc08)'o 

qJ^  sj|i<l  unter  dieser  Vorauseelzung 
ui>il  setzt  man  zur  Alikürzung 


Sr>_ 


*«•  'ID""] 


=  f(r); 


so  erhält  I 


aus  (5) : 
1+Zm[f(ru)  +  fi;rö)co8»tt„]-rf|  f  ZmF(ru)coaat,cos|3o^w 

r+ Xmf (ro)  co8  «u  cos  ^(,^1  +  ■^"'  [^t^o)  +  /"(r«)  cos  ^^oj-^« 
+  2:,nF(rJ  cos/^oOsi'ü'^E  =0- 
'+  ZmF(To)  cos  Ou  tos  yo-^i  -(-  2'ni/''(ru)  cos  ^qcos  /„-^'i' 

'rsiclitlidi: 


iNon  ist  aber,   trie  leicht 

r  6|  S| 


ei9u  +  9T''oC08J'u+j-2|^g^-2COS»Ou 


+2f 


/u3^ 


vH  +  l'^+tJe. 


■  Glieder  der  dritten 
*cliliesst,  nas  man 
n  V,  ^  für  I,  so  er- 


iteDD  man  mit  P  und  Q    die  Ag^relate   ( 
nnd  vierten  Ordnung  bezeichnet  und  mit  rj^ 
gewiss  bei  der  Kleinheit  von  r^  darf.     Setzt  m 
hält  man  die  Ausdrücke  von  ^v,  ^f. 

Da  wir  bloss  von  homogenen  Körpern  handeln,  so  trollen  wir 
i<ii>leich  annehmen,  es  sei  die  innere  Anordnung  der  Elemente 
«0,  dass  federn  Punkte  drei  aufeinander  senkrechte  Elastizitäts- 
uen  ents'iirechen,  in  Üenug  auf  weh-he,  bei  natürlichem  Gleich- 
grnicht,  die  Kiirpereiemenle  symmetrisch  angeordnet  sind.  Wäh- 
len ivir  die  Richtung  dieser  Axon,  die  immer  dieselbe  ist, 
Mr  die  liicbtung  der  Koordinatenaxen,  so  entsprechen 
jedem  Punkte,  dem  «„,  ß^.  Yo  zugehOren,  drei  andere,  denen  he- 
iGglich  die  Winkel  löC-^u. /^o-  Voi  "o.  180"-|3o,  y^;  "o.  Pu-  iSO"-yo 
iDgehr>ren.  Daraus  ergiebt  sich  nun  unmJItelljar,  dass  die  in  (5') 
lu  nehmenden  Summen  verschwinden  werden,  in  so  ferne  einer 
der  Cosinus  in  ungerader  Potenz  vorkommt.  Die  Glieder  erster 
und  dritter  Ordnung  falten  somit  alle  iveg,  und  es  bleibt  nur  ein 
Thei)>  der  der  zweiten  und  vierten  Ordnung,  stehen.  L&sst  man 
das  »päter  Wegfallende  sogleich  fort,  so  erhält  man; 


VWVIIIIIIP 

1 

^M         <<ä=ägr,'.o.%  +  .p  ,..e.,«ft  +  i  g>-„«co,  V 

V 

^H             +  8JsV°'""*"'''»+S''»'''°"*''°"'"  +  5''"'""'''>™'''' 

^1             +Agr.'™5X+Apr.'t™«|3„  +  ,.,|l|r„«c=.',„ 

^1              +is»%'»''°'''"»=''"fl»+iB*'4>'°'"''°°"'''" 

.l 

^H           +!Bi8!;s'»'™'^"°"'''»  +  'S5i&'''''°'''*""'« 

^H            +*E%ä;'"'™'*''°™"  A""'»*  '8*8j%'»'™""°° 

.s»feco.,,! 

^B              +isp;r..c.»%™r„  +  iä^r.«o„.%.c.s.,o 

! 

^H            +iaJ5ja,.'o*co««ooosfcc<,s«,„  +  ij^^^,r„«o™"(J„co, 

''ro 

^1            +iSBsJ''"''''"°''''°''''»  +  '8p3'o''e»»ft"»V 

^ 

^^1         Setzt  man 

m 

^B           lZ,,,i(.,„)r„'<:a>'a„=e„,    i£mf(r„),J'cm'ß,=U„. 

m 

^H                                     !&4;(r„)r„»co.'y.  =  J„. 

s 

^H          li»iF(r„)r„Soor,«.„  =  A,.  ä&f(r„).„'eos%=J/„. 

V 

^^H                                     ii;HiF(ro)ro^cos*Xü=JVo, 

S 

^^1          i£MF(ro)Vcos3^ocos2j'o='*ü.  iartFCrn)r„2e(.s2QoCoaV 

=<fl 

^B                                 ia«F(r.>.«c..Hc,s-%  =  W<,. 

^ 

^H         „■,a,J(r»)r„«co«X  =  JI..  .'.^"^(■•o)"-o'™s«ft=»„. 

r 

f   ' 

^^1                                   Ä2wiif(ru)ro*Cfis«7o='£o. 

^^1          I^mi'(ro)ro*cos''^ocosVn=I^o,  3^m^(rn)rö*eos«KoC06V= 

=e.. 

■  («) 

^H                                    !i:»^(r.)r„'oii.«o„cos=^„=i„. 

^H         A.E»irWVco.».„=eo,  ,'.a./-(ro)r„«co.'ft=*„. 

^H                                   ,',»«f(r,)ro»co.Vo  =  3„, 

^H         ,A£">fCrü)>-o*cüs%co8*yo=»u.  i!j^M/'(t-ü>ro^o8»aoCos-»/u 

=«» 

^H                                   ,',i:mrWi-„<co.V„co.'')'o  =  »I.. 

^^1          itS7fiF(ro)T^*cas*ßo'^as^ro=^a>  s.,-S(«i^(ro)ro*cus*K(,cos2yo= 

=«>«. 

^H                                   .■,2;„,fh)VB»<|-'«oCo«  Vo  =  l\, 

^^ft                          i2y/iFCr6>o*co»%co«%c'»s'Vo  =  •So! 

1 
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erhält,  a^an  bei, gehuriger  Anordoung  (lir  das  neue  Gleichgewicht: 

+(Ä+»)^+(»+in)P+(«+Ä)gp 

S^v  8*t;  8*1;  8*f 

8*v  d*v  d^v 

+Cn6jn)g^,+(«+Ä)ä^+(D+6Jt)^  ((7) 

8*?  8*f  84? 

+(^+®)ai+(»+«)ä^+(«+^aT' 


eichen  Gleichungen,  der  Bequemlichkeit  wegen,  der  Zeiger  Ö 

^  y,  z  und  den  KoeffizienteD  G, Ä,  it,....<Sl  weggelassen 

e. 

n^äre  der  anfängliche  Zustand  nicht  der  des  natürlichen  Gleich- 


SM  Diefilfer:    Stndltn  %ar  mathemaMtehtn 

^ewichts,  sondern  der  eines  unter  dem  Eitiflnsse  9us$<eref 
(§.  11.)  entstandeflen  Gleichgewichts,  und  es  bestände  liir 
Gletciigevritht  immer  noch  die  im  Obigen  angenommene  Sju 
irie  der  Anordiiuti};,  so  ivfirden  die  Glekhun$>en  (7)  für  den  neu 
Gleich^ew  ich  Usus  tund  gelten,  n'enn  A',  }',  Z  die  SeitenkrSftfl  B 
derjenigen  Kräfte  liezeichuen,  welche  neu  hini^ugekamniea  siM 
und  man  r,  x,  y,  i  auf  den  ersten  Zustand  bezöge.  WSre  fl 
zirdle  Zustand  entstanden  in  Folge  von  Rinnirkungen  Susem 
KräAe  bloss  auf  die  Oberfläche,  so  hätte  man  in  (7)  die  GrSss 
X,   }',  Z  wegzulatisen. 

Begnügt  man  dich  mit  einer  Näherung,  die  mit  r^  schliei 
80  D^hmen  die  Gleichungen  (7)  folgende  weit  einfachere  Form  i 

(7') 
immer  natQrlich  unter  den  obigen  Voraussetzungen . 


Besondere    Charaklerisirung    des    natürlichen    Gleich- 
gewichts znetandes. 

Seien  M,  m  nieder  die  Massen  zweier  Moleküle,  deren  Ent- 
fernung To  im  natürlichen  Gleichgewichtszustände  ist,  so  dass  ihre 
gegenseitige  Einwirkung  durch  iUm/^J-o)  angedeutet  «verde.  Ist  nuo, 
wie  angenommen,  der  ganze  Kiirpcr  im  natürlichen  Gleichi!«- 
wichte,  so  wird  eine  (unendlich  kleine)  Ausdehnung,  parallel  der 
Axe  der  x  mitglich  sein,  ^ach  dem  Principe  der  virtuellen  Ge- 
Bchwindigkeileii  muss  sodann  die  Gesammtarbeit  dieser  Ausdeh- 
nung Null  sein.  Waren  Xq,  Xo-\- ^x^  die  (nach  x  gerechneten) 
Abscissen  von  M  und  in,  so  werden  sie  nuniuehr  x^  -|-  tx^, 
X(,  +  ^Xa  +  £.To  -f  £^^0  ^^'^ >  ^^enn  e  konstant,  aber  unendlich  klein 
ist.    Ist  To^-Q  die  neue  Entfernung  Mm,  so  ist: 

!■„*= ^a:„«  +  ^2/n''  +  ^i„^ ,    (r„  +  p)«  =  {^x^  +  e  ^a:,,)*  +  ^yo"  +  ^^o'- 
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la  Q  und  E  sehr  klein  »ind.  Wir  wollen  nun  im  Allgemeinen  die 
i'rage  stellen,  welche»  die  Arbeit  zweier  Atome  ist,  die  ihren  Ort 
idera,  anfänglich  in  der  Enirernung  ro,  endlich  in  der  Entfernung 
I  sich  befinden.  Sei  r  eine  ZHisch«nlage,  so  ist  JUm/lr)  die 
irksame  Krart,  die  nach  der  Richtung  der  verbindenden  Gerade» 
ibt,    mithin  Mmf{r)Sr  das  Element  der  Arbeil,    die  (iesaramlar- 

ät 


dbüt  unendlich  klein;    müh 
gTQtioD,  fix)  als  konstant  = 


also  /       Mmf{r)br.    Zunächst  ist  aber  hier  r, — Tq^^,  und  q 


n  ist,  innerhnlb  der  Granzen  der  In- 
-f^Xo)  anzusehen,  und  die  Arbeit  ist 


ehnt  man  dies  auf  alle  Atome  aus,  und  nimmt  von  der  Summe 
e  Hälfte,  da  hiebei  jedes  Atom  zweimal  gezählt  wird,  so  bat 
)D  die  Gesammtaibeit.     Da  diese  Null  sein  muäs,  so  erhält  mau: 

i;2^™A'-o)r-oC08%  =  0,    Zi:itf//.Aro)r(,cos2^o  =  0,  j 

oratis  durch  Addition  \ 

S£Mmf{T„).To  =  ü,  I 


I 


I  die  zwei  folgenden  Gleichungen  i 
rden  wie  die  erste.) 


derselben  Weise  erhatten 


Ist  aber  der  Körper  homogen  und  nicht  unter  der  Einwir- 
iDg  irgend  welcher  Süsserer  Kräfte,  so  wird,  wenn  in  (8)  zuerst 
B  Summation  für  ein  Molekül  vollzogen  wird,  d.  b.  tvenn  man 
e  Grössen  2^m/'(ro)r„cos'cfo,....  bildet,  jede  dieser  Summen  in 
IT  Do[)pelsuniine  so  oft  erscheinen,  als  Atome  vorhanden  sind. 
Alans  folgt  für  homogeae  Körper: 


2tnf(ro)ro  cos^e^  =  0,    ^inf{ro)ra  co; 


=0, 


»  das  Stunmenzeichen  dieselbe  Bedeutung  wie  in  §.  III.  hat. 
•  Daraus  ergiebt  sich  endlich,  dass  in  den  Gleichungen  (7)  nnd 
']  nolhwendig: 


=  Ü, 


=  0,    Jo  =  0 


(9) 


.     (Das  Wesen  dieses  Beweises  röhrt  von  Professor  Redten- 
eher  her.    Der  Satz  (8')  selbst  gehurt  Poisson  zu.) 


k. 


Bienger:    Stufen  wtr  rttalhemnHtehen 


Wie  im  Vorstehenden  wollen  ivir  annehmen,  die  im  Gleich- 
gewicht belindliclien  Moleküle  «Heiden  Veracliiebungen,  der« 
Projektionen  auf  die  Koordiiiatenaxen  seien  für  M: 

für  m  also: 


'  unendlich    tiein  i 
und  ;»,  r  +  ()  die 


nd.    Ist  r  die  anföngliche  L... 
nhliessliche,    so  ist,  vt'io.  lelchi 


Die    durch    die    Verschiebung    verursachte    Arbeit    ist    abermall 
Mmf{^)0,  d.  h.,  wenn  man  wieder  ^j;=rcü30  u.  s.  w.  setzt: 

Jtfm/(r)r[Acos^<iH-/'cos((cos/3  +  3C08D;cos)'4-A'coa«cosj' 

-|-/'cosV+5'cosj3cosj'+/i"(;oso;cosj'+/^'co8(3cos)'+5"cos']j 

Summirt  rniin  dies  für  den   Punkt  I\l ,  so  ergiebt  sich  dafür,  X 
den  in  §.  III.  gemachten  Änncihmen  der  Synuiietrie  der  An< 
auch  im  Falle  des  jetzigen  Gleichgewichts; 

aUo  auf  den  ganzen  K<)rper  aui^gcdehnt  und  faälbirt; 

hSMG  +  fSMH  +g"2MJ. 

Liesse  man   die  in  §.  III.   angenommene  Symmetrie  nicht  gdl 
so  hatte  man  statt  dieser  Grösse: 


^Z2!3lmrf(r)cos^a+f,£2;Mmrf(r)coBacoBß-i....-^^S£Jlfmr/{T)coe^.  1 
•Seien  X,    ¥,  Z  die  SeitenkräTte  der  in  {xgx)  (d.  h.  in  M)  auf  die  | 
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linbeit  der  Masse  wirkenden  Krärte.  so  ist  die  Arbeit  der  Resul- 
IteDden  (auf  M) : 

+  MZ(a"-^h-x+f"i/  +  g"z). 

pbnt  man  dies  auf  den  ganzen  Kiirper  an 
w^    auf  die   ÜberQiiche  cimvirkeDde 


,  und  begrein  also  auch 
Kräl'te  mit  ein,    so  ist 


aXjaX  +  hZMSx  +  ....  +3"S!aZi.  (11) 

inn,  nach  dem  Pfinzipe  der  virtuellen  Geschveindig- 
ilea,  die  Summe  von  (10)  und  (U)  Null  setzen.  Daraus  folgen 
er  offenbar  nachstehende  Gleichungen: 

21HS=0,    ZMF=0,    SMZ=Q, 
»Xc+i2:^J/mr/"(r)cos»a=0,    Zmry\iSZjamTf{r)co»^ß=a, 

HatZi  +  iZ2:.ymrflT)cos^Y=0,  I 

■^■i2:S»mTfir)cosactisß^0,    2:(Ur^+  lXXMmr-/'(r)cose(CO8ß=0, 

ZJUXi  +  ;  £SAlmrf(r)  cos  e  cos  / = 0 , 
:i-i££jamrflr)  Cüs/3cosy  =  0,    i:31Zx  +  iZSMmrffy) coBaco8v=0. 

i:jaZf/-H2:i:iHmrf(r)cosßcf<sy=0. 
s  diesen  Gleichungen  zieht  man  leicht: 

2jax=0,  ziuv=o,  siyjz=o, 

'Xy-~£iaTx  =  (i.  2:MXz--SMZx  =  V>,  ZMl\-2:iaZy=Q, 
(Iche  sechs  Gleichungen   diejenigen  sind,    die   die   genöhnlicha 


Kräfte  für  sich  im 
gleicligiltig,  oh  die  Innern  Kräfte  be- 
die  gewöhnliche  Statik 
auch    die  innern  Kräfte 


latik  aufstellt.    Sie 
leichgewichte  sein  i 
[biet  werden  oder  nicht, 
I  ihrem  Rechte  bleibt, 
ithanden   sind. 

Es  ist  leicht  zu  sehen,  dai-s  die  Gleichungen  (8')  ans  obigen 
Heichungen,  unter  den  Voraussetzungen  des  §.  IV„  wieder  her- 
Drgehen.  Man  hat  illirigens  für  homogene  Knrper  im  Allgemei- 
wenn  sie  im  Zustande   des  naiürlicheu  Gleichgewichts  sind: 

ZmTof{ro)coa^ao=(i,  Smrffiro)cos^ßo=0,  £mro/{ra)coB^o=^A 
Ä™-o/li-o)co8UoCosf3o  =  0,    ZmTof(r„)cost^cosfy—0,      j  (12) 
2mraf{ro)cosßoCOsY^  =  0-  ' 

Tbeil  Xllll.  21 


DieHoer;    Studien  aar  matAemaätehen 


Beslimmung  des  Ausdchnnngs-Koerficienten. 

Wir  denken  uns  in  einem  Zusbnile  (der  z.  B.  GletchgewU 
sein  mag)  ein  unendlich  kleines  reclitM'inklicIies  Parallelepipi 
dessen  an  einander^ tossende  Kanten  dx,  Si/,  81  seien 
betreffende  Ectpnnkt  durch  den  Punkt  (ar,  y,s}  gehe.  AllerdiU( 
sprechen  wir  damit  aua,  der  Körper  nei  als  eine  stetig 
menhängende  Masse  (Konlinuuni)  anzusehen,  da  sonst  nu 
kularsysteme  angentimnien  wurden  und  nicht  unendlich  kleii 
Paralleleplpede.  Allein  die  Vorstellung  einer  Ausdehnung  oder  Vi 
dichtung  hängt  mit  der  Vorstellung  eines  Kontiuuums  ho  enge 
sanmien,  dass  die  eine  nhiie  die  andere  keine  rechte  Klarheit  ba 
Uebrigens  mag  man  sich  den  KOrper  wie  Immer  aus  seinen  Eb 
raeDtarhestandlheilen  zusammengesetzt  denken,  immerhin  nird  n» 
die  nachfolgenden  Erörterungen  auf  ihn  anwendbar  linden,  wen 
man  sich  seinen  Raum  durch  eine  stetig  vertheilte  Masse  erfui 
denkt,  die  an  den  Punkten,  ho  die  Atome  sich  bettitden,  äic 
verhält  nie  der  Körper  seihst. 

Es  erleide  nun  (Taf.  VI.  Fig.2.)  der  Punkt  Jll(x,s,  2)  die  seb 
kleine  Verschiebung,   deren  Projektionen  |,  v,  £  sind.     Mm 
nun  als  Projektioueu  der  Verschiebungen  erhalten: 

von  Mi    £,  V,  £; 
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Bereits  io  §.  m.  ist  angegeben  worden^  dass  ^£,  ^v«  ^t  der 
rt  sind,  dass  man  ihre  hubern  Dimensionen  yernacb lässigen  kann. 

karans  folgt«  dass  man  diebubern  Dimensionen  von  k-»  ^,a.s.w.y 

legenüber  den  ersten,  ebenfalls  wird  vernacblässigen  dürfen.  Daraus 
ilgt  weiter«  dass  die  neue  Linie 

I 

h-  ■ 

Hl   Eben  so  hat  man  tOt  die  neue  Linie: 

.    2V2V  =ar(l+g),  iV'iV"=8^(l+|),  P'i>-=ö^(l  +  g), 

emnach  ist  im  neuen  Zustande: 
MM'=PP"  =  ]!m'=P']S",    MP=M'P":=1SF'=N'N", 

mN= pp' = 3rN' = f»  "iv", 

I  h.  der  ElementarkSrper  ist  im  neuen  Zustande  noch  immer  ein 
aiallelepiped. 

Die  neue  Seite  MM'  macht  mit  den  Axen  Winkel,  deren  Cosinus 
bd: 

■6j?  8S        8.r    Sv         8ar    Sf , 

MM'^^'^'dä/'    MMhx'    MM'ds' 

dbett  so  f&r  die  neue  Linie  MPi 

i!l/>ay'     MP^^'^hy^'     MPdy' 
[Vttkiteh  bt  der  Cosinus  diss  Winkels  beider  Linien: 

21* 


81      8« 

5j/2_^x  __8|      Sil 
~Sv       8j,  +  8i' 


'i+lx'+g) 


81 


wenn  man  nhige  Voniachllissigungei 

verschwindend  klein,  dieser  Cosinus  ist  ulsn  Null,  <l.  Ii.  die  Lioil 
stehen  anf  einander  senkrecht.  Man  schliesst  hieraus,  dass  d| 
neue  l'arallelepiped  noch  rechtwinklich  ist.    Sein  Inhalt  ist: 

(8»+g8»)(8j  +  |8s)(8i.|-|8=)=8rfj8r[l  +  |^  +  |  +  |j. 


Daraus  folgt  enillicb,    dass 
fizieiiten  &  hat: 


1   l'ür  den  Auedehnungs-Koi 


Ffillt  9  positiv 
Verd  ich  tutig. 


)  hat  man  Ausdehnung; 


It  es  negatiT  i 


;  der  auf  ein  Element  Statt  rindeodenPr 


Denken  wir  uns  eine  durch  ^in  Molekül  Jtf  gehende,  aufl 
Axe  der  r  senkrecht  stehende  Ebene,  in  der  nir  une  «in  « 
kleines,  M  enthaltendes  Plächenelement  a  denken  trollen.  iSe! 
X,  y,  I  die  Koordinaten  von  M;  seien  weiter  m,  m',  m",..,,  ti 
Reihe  von  Moh^külen ,  die  säninilljch  auf  derjenigen  Seite  I 
Ebene  liegen,  die  nach  den  positiven  x  gewendet  ist  (also  ai 
serhalh  der  Ebene);  vii,  »Oa,..  .  seien  Moleküle,  die  auf  der  e 
gegengesetzten  Seite  der  fraglichen  Ebene  liegen.  Auf  das  Elens 
a  errichten  wir  einen  senkrechten  Zylinder,  dessen  Hohe  k  grS 
ser  sei,  als  der  Halltmesser  der  Wirkungssphäre  des  Moleküls 
(d.h.  als  diejenige  Entfernung,  bis  auf  welche  hin  die  Wjrkir 
noch  merklich  ist).  Diese  Höhe  sei  gegen  die  negativen  x  I 
gerichtet;  das  Volumen  des  Zylinders  ist  ek. 


Die  Gesamnit Wirkung 
]  dem  Zylinder  enthaltene 


un  aller  Moleküle  m,  m',... 
Moleküle  macht  die  auf  e  wjj 


auf 


1^ 


mi 


neorte  lAr  etatäuten  Körper. 


ir  daon  Pressung 
negaliveii  x  bin  ge- 
WSre  sie  nach  der 

ie  bloss  ein  Gleiten 


ressaug  aus.  Uieeelbe  irird  übriEjens  ii 
inannt  werden,  wenn  sie  nach  der  Seile  der 
lebtet  ist,  Zu^  im  entgegengesetzten  Falle. 
icbtuiig  von  o  selbst  gerichtet,  so  würde  i 
!8  Elements  verursachen  »ollen. 

Diese  Gesammtivirkting  nun,  bezogen  auf  die  Einheit  der  Fläche, 
ii  P%  ihre  Scitenkräfte  nach  den  drei  Axen;  A,  B,  C,  so  dass 
'ff.  Aa,  Bo,  Ca  die  betreffenden  (iriissen  fi'ir  ö  sind.  Wir  mos- 
^  nns  dabei  Treilich  denken,  die  Moleküle,  welche  die  Ebene 
iscliliesst,  seien  durch  starre,  unveränderliche  Gerade  verbun- 
D  mit  denen,  die  auf  ihren  beiden  Seiten  liegen.  Man  über 
ifat  hieraus  schon  wieder,  dass  man  ein  anschaulicheres  Bild 
lielte,  wenn  man  den  Kiir|>erraum  als  stetig  erl'iillt  ansehen  würde. 

In  so  ferne  a  sehr  klein  ist,  wird  man  wohl  annehmen  kün- 
n,  nra  M  herum  hätten  alle  Moleküle  gleiche  Masse  und  seien 
JleichmäBBig  verlheilt.  Bei  der  Ton  uns  vorans gesetzten  Homoge- 
ndtät  wird  diese  Annahme,  in  so  weit  sie  im  Nachstehenden  be- 
dtzt  ist,  nichts  Unpassendes  enthalten.  Bei  Rürpern  von  drei 
enkrechten  Elastizilfilsaxen  (§.  III.)  wird  man  die  Axen  der  Koor- 
biaten  parallel  denselben  wählen  undsiinilt  der  eben  uusgesproche-- 
n  Bedingung  genügen. 

Stelle  nur.  (Taf.  VI.  Fig.  3.)  I  die  durch  M  gehende  Ebene  dar; 
It,  Hl  seien  mit  ihr  parallel  und  bteben  gleich  weit  von  ihr  ab. 
1  ein  Molekül  in  H,  3Jm=r,  oder  Winkel,  den  J/m  mit  der 
Aie  der  a:  macht,  rcosa^d,  so  ist  ö  die  Entfernung  der  Ebenen 
/und  /y,  mithin  konstant  für  alle  in  //  liegtinUeu  Moleküle.  Ist 
1  weiter  wi'  ein  Molekül,  das  Kwischen  /  und  //  liegt,  so  wird 
B  in  dem  zwischen  /  und  ///  liegenden  Stücke  des  oben  ge- 
raten Zylinders  ein  Molekül  JU'  aufünden  können,  so  gelegen, 
IS  JS'm'  cos a':^S,  wenn  a'  der  Winkel  ist,  den  M'm'  mit  .der 
AliS7.isseuaxe  macht.  (Es  giebt  deren  viele,  sämmtiich  gelegen 
ler  durch  M'  gehenden,  mit  /  parallelen  Ebene.)  Sei  nun  n 
^ie  Anzahl  der  Moleküle,  die  in  dem  zwischen  /und  ///liegenden 
Zylinderlheile  enthalten  sind,  so  wird  man  für  Jedes  derselben 
eine  zwischen  /  und  //  liegende  Eliene  erhalten  können,  die  pa- 
ollel  /  ist  und  von  ihm  in  der  Enlfernung  S  liegt.  Die  Gesammt- 
Wirkung  aller  in  dieser  Ebene  liegenden  Moleküle  auf  das  betrach- 
tete ist  offenbar  gleich  der  Gesammt  Wirkung  aller  in  //  liegenden 
mfja. 
I  Diesen    Satz    wollen    wir    nun    zur  Berechnung    der    Grössen 

l  ^ff  u,  fi.  w.  anivenden.     Zu  diesem  Behufe  denken  wir  uns,  wenn 
I  ff  den  Halbmesser  der  Wirkungssphäre  bedeutet,    von  /  aus  nach 


r 

L 


reu  sur  irtalhemattacheü 

rechts  und  links  hin  |iarallele  ['Ebenen,  die  in  unendlich  kle'uie^ 
Eatrernung  f  von  einnnilcr  liefen.  Die  Anzahl  derselben  sei,  ÜdIci 
nnd  rechts,  je  gleich  a;  die  linke  liegenden  sollen  mit  lUyi  111^,- 
....  Ill,\  die  rechls  mit //,,//,,„..,//,  bexeichnel  werden:  zugleio 
ist  jE  =  (i.  Die  l£benen  ///  fheileii  den  Zylinder  in  unendlich  fiel 
Stucke  und  man  knnn  offenbar  nntjehmen,  dass  die  innerhalb  jede 
dieser  Siackchcn  Heckenden  Moleküle  In  der  betreffenden  Begrün 
Zungsebene  Iie;;;cn.  Bezeichnen  uir  mit  r^  die  Entfernung  irge^ 
eines  in  der  Ebene  /  tiefenden  Mideküls  von  M,  mit  a^  denWli 
kel,  den  r,,  mit  der  Ase  der  x  macht;  mit  ri  die  Entfernung irgeB 
eines  in  der  Ebene  //,  tief;endeii  Moleküls  von  M,  und  mit^  i 
den  Winkel,  den  r,  mit  der  Axe  der  x  macht  w.  s.  w.,  so  wB 
man,  da  die  Anordnung  der  Wiilekiile  rechts  von  /  mit  der  Itnl 
von  1  Übereinstimmt,  Iciclit  übersehen,  dass 

MS.  mf{T^)  cos  «0  +  !VS.  m^ )  cos  u^  ^- ....  +  MS .  mf{r.)  cos  <i.  _ 

die  Wirkung  sämmtlicher  Moleküle  rechts  von  /  auf  tf,  ierlf| 
nach  der  Aso  der  x,  ans^iebt,  wenn  das  Zeichen  S  sich  jewetl 
auf  die  in  eJuer  Ebene  belindlichen  Moleküle  bezieht.  Seien  tu; 
Rq,  %,  %,....,  ».  die  Ansiaht  der  innerhalb  des  Zylinders  zwisctw 

/und  bezüglich  /,  ///,  ,  11!^ ///,  liegenden  MoIckiUe,  «o  j|( 

gen  davon  in  den  Ebenen  /,  ///, ,  111.^ ,  ///■  jeneils  »ai  'H"^ 

nj-w,,....,  n,  — H,-i.  Jedes  der  n^  Moleküle  in  /  erleidet  dii 
selbe  Wirkung,  nie  M;  die  Gesammtwirkung  aller  rechts  roB 
liegenden  Moleküle  luif  alle  in  /  liegenden  Molekfile  des  Zylindet 
ist  mithin  (zerlegt  noch  der  \xe  der  x): 

n„iI!/[Äro/(r„)coBo„+S.Bi/i:r,)cos(t,+S.m/i;r,)cosn,+...+S.w/(ft)c««i^ 

Betrachten  wir  nun  die  in   ///,    liegenden  Moleküle,    so   trci 
sie  von  den  in  11,  liei;enden  keinerlei  Wirkung  erleiden.  troU  al 

von  den  in  /,  //[ ,  11^ ti,-i>     Nach  dem  oben  AuseinaK 

setzten  wird  die  Gesammtwirkung  auf  eines  derselben  die«elk 
sein,  als  wenn  es  in  .1/ läge  und  auf  dasselbe  die  in  //, ,  /I^,„.,Ii 
liegenden  iVIoleküle  bloss  ihre  Wirkung  ausüblen.  Somit  ist  dl 
Gesammtwirkuiig  auf  alle  (zerlegt  nach  der  Axe  der  x): 

M(ni  - kJ [S. mfiTi) cos«,  +  Ä. m/^rn) cos tr^ +...■  +  Swf(T,)  cos«.]. 

Gans  eben  so  ist  diese  Grilsse  für  die  in  //,  liegenden: 

Jtf(%-nt)['S-'"/'('-2)cosctj  +  S.m/(r3)cosB3+....+  S.m/l:r,)«o8Bj 


Die  Addition  aller  dieser  GtOseen  giebt  offenbar  die  Grfisae  At, 
die  man  sucht,    und  man  hat: 


....  +  j,.S.mf(r.}co8a.]. 

lese  Griisse  kann  man  nffenljar  auch  durch: 

MSSnmf(r)cosa 

lEcichnen,  wo  die  Sumiuenzelchen  sich  auf  b  und  r  (wie  m)  he- 
rben und  man  iladurcli  anileufet,  dass  alle  r  Tür  alle  rechts  von 
|ie!*enden  Moleküle  zu  nehmen  sind,  wohei  jeweils  o:  der  Win- 
1  TOD  r  mit  der  Axe  der  ar  bedeutet  und  in  die  Masse  des  he- 
lfenden Mnlelcüls  ist;  dabei  ist  unter  n  jeweils  die  Anzahl  Mo- 
tzte verstanden,  die  sich  znischen  /und  der  durch  das  betreffende 
olekül  mit  /  pHrallel  gelegten  Ebene  belinden,  wenn  man  diese 
tene  links  von  /  in  gleicher  Entfernung  wie  vorhin  legt  und  nur 

ileküle    innerhalb    des    Zylinders    beachtet.     Sind  (i 
inkel  von  r  mit  den  Äsen  der  v,  i,   so  bat  man  offenbar: 


Theorie  der  elMittehen  KSrper. 
= Jf  K«  ■  "•A'-o)  cos  Oo+«,  Ä .  mf{r^ ) 


Jff=J/^£mM/i:r)c. 


Bg= M£2:mn/lr)c<}Si 


Co  =  MSZmnflr)  cos  y.  I 

Was  nun  n  anbelangt,  so  kann  diese  Grösse  auch  anders  aus- 
idrückt  werden.     Sei   nänilich  MI  die  Summe  der  Massen  aller 


ttelcfile  in  dem  Zylinder,  5  Seine  Dichte,  so  ist  S: 

3  die  in  der  Einheit  des  Volum 
t);  da  h  die  Höhe  des  Zylinders, 


(so  dass 


;  enthaltene  Masse  bcden- 
ist  die  Summe  der  Massen 

r  Moleküle  in  einem  Stücke,  dessen  Höhe/,  gleich  -,-=-y— =ijW. 
dieselbe  aber  ^:=nM  ist  (wenn  n  den  der  Ebene  in  der  Ent- 
nnng  /  ents|)recheriden  VVertb  bedeutet),  so  ist  also  nM  =  ald. 


als g3 

lieh: 


wobei 


,  6,  M  konstant  sind.    Daraus  folgt 


=iSmrf(r)cos^a,  B=SZmTf[r)cosa<:<iaß,    C^SSmr/lrjcoaacoBy. 

I  Wie  bemerkt,  bezieht  sich  das  Zeichen  H  nur  auf  die  rechts 
L  /  übenden  Moleküle  (in  ihrer  Wirkung  auf  ^7);  will  man,  wie 
Her,  dieses  Zeichen  auf  alle  rings  um  M  liegenden  Moleküle 
■dehnen,  so  hat  man  ganz  offenbar; 

^  i  6 

i,  A=^^2mTflT)cos^a,    Ä=:y-Z';/ir/"(r)cos((co6jJ 


^ 


T  Siut/It)  cos  a  taa  y ; 


4 


MM. 


oder,   wenn  man  Heber  will: 


^i»rtr)^,    B=°iZ„f(,)-^.    C=5WW- 


I 


Wie  bereits  bemerkt,  sind  dabei  die  Elasüzitätsaxea  als  Kaoidl 
nateaasen  gewählt. 

Ueokt  man  sieb  eben  eo  durch  M  gehende,  auf  den  Axq 
der  y  und  z  senkrecht  stehende  Ebenen,  und  bezeichnet  n^ 
A',  B',  V;  A",  B",  C"  die  SeitenkrSfte  der  auf  ein  Eleniej 
wirksamen  Pressungen,  bezogen  auf  die  Einheit  der  Fläche,  ' 
bat  man  eben  so : 


%'  A'=^£mT/{r)coat,cosß,     B' =  ^Smrf{T)co^^.. 

C'  =  2mrflr)coaßcosy; 
A''=ls^rrir)cost,cosy,.    ß"  =  ^  ilmr/tr)« 

Man  bat  somit  immer: 

A'  =  B.    A"=C,    B"  =  C'. 

Die  Kräfte  A,  B' ,  C"  sind  normal  auf  ihre  Ebenen  gerichtet,  iE 
andern  tangential. 

Ist  der  Kiirper  im  natürlichen  Gleichgewichtszustände,  so  ii 
(§.  IV.)  jede  der  so  gefundenen  Pressungen  Null,  wie  zu  erw» 
len  war. 


FortBetz 
der  Kurp 
Verseht« 


i 


r  Bestimmung  der  Pressungen,  wei 
natürlichen  Gleichgewichte  aus  durC 
tin er  Moleküle  in  einen  andern  Zustan 


Sei,  unter  dieser  Voraussetzung,  S^,  die  im  natürlichen  (ileit 
gewichtszustande  in  Sl  herrschende  Dichte;  I,  v,  £  die  Verseh 
bungen  von  M  nach  den  Axen,  ö  die  schliesslich  herrschen 
Dichte,   SD  ist  nach  (15'): 


neorte  ätr  tiaHUeä«»  Körper. 
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/tr«  +  q)  •      r.+t"^  =ro''^r„)  cos  «,3.  +  r„F(r„)  cos  (»„  cos  ^ß^JS 

+  r„F(T„)cos^ß^/iv-l^r„F(r.,)cos'ß„coBro'i£ 
+  2r„5(rJco8i3„^v; 

+r„  f (fu)  cos  Ko  cos  ß„  cos  yo  JS 
-tr,F(7,)  c«s'ß,  co.y.^v 
4r„F(Ocos/3„cosV^£+''a*frü)«'BjJ^ 

ff'.  +  C)--'^'^=>-.V(r.)cosV+r.fK)c«s..co.»,.^f 
+  r„F(r„)cos/i„  üos^.Jv+r^FirJcoe^^ 
+  2r.*(rJco»y,^£; 


8£ 
''"ST.' 


4E  =  r.co.«.  j^  +r.eo.|S.g^^  + 

^„=r.co.<,.3^+r.c.sftj—  +r.oo.,.j^. 

.<f  =  r.co...^  +r.co.^  3^  +r.co.,.j^. 

Setzt  man  diese  Werthe  ein,  macht  dieselben  Vorauseetzun- 
gen  ivie  in  §.  III.,  und  lasst  »ogbich  G^,  H„,  J^  neg  (g.  IT.),  ao 
erh&lt  man  : 

Zugleict  ist  (§.  VI.): 


=  ■1.(1- 


D- 


Setzt  man  dies  in  obige  Werthe  ein  und  vernachlässigt  c 
DimenBionen  der  Differentialquolienten  (§.  VI.},  so  erhält  man  endlich: 


7k$mrU  0kr  tiatiUekm  Kärper.  3|ft 


,  ^='.«-ß+£l- 


■    .  f 


•  • .  t 


C.    ,B"=C'.     C"=J.[«,|;+P.^+ff.E|. 

I     •      • 

mint  mao  «icht  an«  der  anfängliche  Zustand  sei  der  des  natür- 
Gleicbgewichts«  dagegen  ein  solcher«  in  welchem  die  in 
irorausgesets^te  symmetrische  Anordnung  Statt  findet ;  bezeieh« 
alsda^on  die  Dichte  im  Punkte  {x,  y,  z)  im  ersten  Zustande» 
ielte  man: 

te  man  die  Dichte  J  im  neuen  Zustande  bei«  so  hätte  man: 
A^J[G  +  (2G  +  I')|+Ä|+e|], 

1'  =  ^,    Ä'=^*[ff+Ä|^  +  (2S+ilf)|+p|],        >(19') 
C"=^[(J  +  P)^+(Ä+P)|]. 

C,  B'=C'.    C"=//[J+Qg+p|  +  (2J  +  iV)|l. 
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Dict  gelegte  Ebene   für   e 
per.     (§.!.) 


eine   durc 
tropen  Kü 


In  §.  VIII.  wurden  die  Pre^Hungen  bestimmf,  ifelcbe Statt  find 
in  drei  Ebenen,  die  durch  den  Pnnlct  (x,  y,  i)  gehen  und  auT  d< 
Koordinatenaxen  senkrecht  stehen.  Wir  irollen  nun  aber  anne 
nien,  man  lege  irgend  eine  andere  Ebene  durch  denselben  PunI 
und  uns  die  Frage  stellen,  ob  man  die  auf  dieselbe  ausgeübt 
Pressungen  ebenfalls  noch  bestimmen  ktmne.  Dabei  aetzi 
wir  den  Körper  als  isotrop  voraus  und  nehmen  an,  I 
Falle  da6  anfangliche  Gleichgewicht  nicht  das  natürliche  (var,  i 
Bedingungen  des  laotrnpisnuis  seien  für  dasselbe  noch  erflu 
Unter  dieser  Annahme  werden  wir  beweisen  {§.  XI.),   dass 


P=Q  =  R,    Lz=M  =  N:=^P, 


(2 


welche  Bej 


lofort  [ 


einfiibren  wollen. 


1er  Art  sind,  dass  «^ 
auf  der  A«e  der  x  seil 
iven  a:  zuwendet  wie  ?(i 


Denken  wir  uns  nun  durch  den  Punkt  x,  y,  i  eine  Ebei 
gelegt,  SQ  wird  die  eine  Seile  derselben  nach  den  positiven,  d 
andere  nach  den  negativen  x  gerichtet  sein.  In  diesem  Punk 
{M)  errichte  man  eine  Normale  auf  dieselbe  und  zwar  nach  erst 
Seite  hin;  dieselbe  mache  mit  den  durch  M  mit  den  positivi 
Koordinatenaxen  parallel  gelegten  Geraden  Winkel,  deren  Cosini 
a,  ß,  y  seien,  wo  diese  Winkel  inir 
wenn  man  die  Ebene  so  dreht,  dass 
recht  steht,  und  dieselbe  Seite  den 
hin  u.  s.  w. 

Durch  den  Anfangspunkt  lege  man  nun  ein  neues  rechtwln 
llches  Koordinatensystem  der  x' ,  y' ,  i',  so  dass  die  Axe  der  , 
parallel  der  ko  eben  bestimmten  Normale  und  gleich  gerichtet  r 
ihr  sei.  Sind  £',  v' ,  ^  die  Verschiebungen  von  M  parallel  di 
neuen  Axen,  A' ,  B' ,  C  die  Werthe  von  A,  B,  C  für  die  neai 
Axen,  so  hat  man  nach  g.  VIII.,  da  das  neue  System  den  doi 
gen  Bedingungen  noch  entspricht: 


3[i+a 
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Daraus  erfciebt  sich  nun,    necn  man  (30)  und  die  RelaäosMJ 
zn-ischen  »,....,!  beachtet: 


+  (6,  +  o«.;  + 


Daraus  etgiebt  sich  leicht: 

K^'  +  aß'  +  aC; 


«^+/3fi  +  yC. 


Nun  Ist  aber  aA' +  aB' -{- aC  offenbar  die  Seitenitraft  der  Pf  ei- 
sung auf  die  neue  Ebene,  zerlegt  nach  der  Aie  der  x;  heissen 
also  Ai,  Bi,  r,  die  Seilenkräfte  dieser  Pressung,  nach  den  Aseo 
der  X,  y,  i,  so  hat  man  endlich: 

At  =  aA  +  ßB  +yC,     \ 

B^=uA--i-ßB'  +  yr'.       (21) 

Ci=aA"-^-ßB"+yC".    > 

Vemiittelst  dieser  Formeln  und  denen  de?  §.  VIII,  kann  maa 
nun  die  Pressung  auf  jede  Ebene  darstellen.  Man  uird  diese 
Formeln  benutzen  müssen,  um  bei  Kräften,  die  auf  die  Oberfläcba 
nirkcn  (S-  lll.)i  die  besondern  Dedingungen  des  Gleichgewichts 
darzustellen. 

Wir  haben  allerdings  sehr  spezielle  Annahmen  für  die  Be- 
schaffenheit desKi'irpers  gemacht.  Es  vviire  übrigens  nicht  gerade 
schwer,  allgemeiner  zu  Terfahren,  wenn  man  in  §.  VII.  die  Bedin* 
gung  der  symmetrischen  Anordnung  nicht  aufnehmen  tvQrde;  die 
Formeln   nürdeti  dadurch   aber    eine  WeitltiuUgkeil    erhalten;   die 
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ir  vermeiden  wollten.  In  Bezug  auf  die  eben  berAhrte  Anwen- 
ing  der  Formeln  (21J  wird  man  in  folgender  Weise  verfahren: 
lan  nach  f.  Hl.  die  Gnlssen  J,  v.  t  ale  Funktionen  von  x,  y,  j 
runden,  so  wird  man  nach  §.  VIII.  und  (21)  die  Presisungen  be- 
;bnen,  die  in  jedem  Elemente  der  Oberflfiche,  in  dem  nouh 
Esere  Kräfte  irirken,  herracheii  mÜN(<en,  und  sie  diesen  üussem 
ruften  (bezogen  auf  die  Einheit  der  Flache)  gleich  setzen,  woilurch 
ibigen  (ilcichungen  zur  Bestimmung  der  viillkührlichen  Grüs- 
Ib  erhalten  werdeiw  ,,, 


X. 

)metrische    Konstruktion    der    I 
ch  einen  Punkt  gelegten  ebenen  Ele 
isotropen  Körper. 

Die  Formeln  (21)  hestlmmen  Hie  drei  Sellenkrüfte  der  \ 
Einheit  der  Flache  bezogenen)  Preasiingen  auf  ein  Element, 
Bsen  Normale  mit  den  Äsen  Winkel  macht,  deren  Cosinus  a,  ß,  y 
Bd.  Wir  »ollen  uns  nun  zunächst  die  Fraite  stellen,  oh  die  so 
elimmte  Kraft  senkrecht  stehen  könne  auf  dem  Element,  also 
it  der  Richtung  der  Normale  zusammenfalle.  IJenken  wir  uns, 
sei  dies  der  Fall,  so  raüsaten,  nenn  F  die  resullirende  Krall 
de,  ihre  Seitenkräl'le  ftF,  ßF,  yF  sein.    Man  hätte  also  in  (21) : 

ttA^-ßB  +j'C  =  uJ', 

nC+^C'  +  yC"=yF, 

enn    man   die  Beziehungen  (17)   beachtet.     Ist  es  nun   möglich, 

(a)  die   Grösse  F  zu   bestimmen,    .«o  wird  es  also  auch   eine 

tXt  geben,  deren  Richtung  auf  ihrem  Elemente  senkrecht  steht. 

■eil  Elimination  von  — >  —  aus   (a)   folgt   aber    bekanntlich    die 
Uchong ; 

iA—F){B'-F){C"—F)  —  C'^{A-F)  —  C^{B-- 
—B^(C"~F)  +  1iBCC'  =  0, 

gleiche  E.B.:  „Vorlesungen  über  die  Anwendungen 
finiteeimalrechnuTig  auf  die  Geometrie  vonOaucby, 
lOtsGh  von  Schnuse,   S.  191.  ff.")>  welche  Gleichung  immer 


r*Tß^     bi,     m 


«r/f   ^r  iSi»  f- 


r^ 


m,=fr^  «;=? 


A  = 


Z'^*  in4  /"^  #*ifHs»tfsiM,     tßiru»   5iicr 


I  - 


(« 


«««irMrf  Oh#;f/fjf/-h^,  r^  /f|if  riA/;b  'lenmdben  sezosene  R^fias  Ted 
«o  f^\^A\\  r'  f»»/h  itfifmum  finil  irurbtuns;  die  Prcsi»aB^  t^,  wel 
(Iw/Mf^nu  Hilf  «Du  F/trih«^lf  «f«;f  Vlüchn)  im  MittelpfimLt  as/eice  n« 
AU  hf»fti\tuiut*.ufU^  f'/hi^iMi  AiiA((#*nht  H'ird.  Sind  e.  i.  7  iSe  0>sii 
di«r  Wirikid,  wülrhn  di«^  Norniulf)  auf  dies^e  Ebese  mit  den  A: 
nimdil.  MO  i/nt,  da  ;/:',  y*,  %'  diif  iSoitifrikräfte  der  Pressvnz  r^  TorsteU 

;r'.:.:«f;.      ?/^/»Ai,      %*       yl\\      arr^f^y      ß=f^.      J^fr. 


t 
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linMiaeh  ist  die  Gleichung  der  fraglichen  Ebene: 

\h  '\         ^a        ^8 

pB  jri6  ist  mithin  vSlIig  bekannt.  Diese  Ebene  ISnfl  aber»  wie 
feA''slGh  leicht  fiberzeugt,  parallel  mit  der  Tangentialebene  an  die 
Ifehe,   deren  Gleichung  ist 

rgJl  »ß  2^ 

t>  ^  +  |.+jr=±*«.  (d) 

in  denjenigen  Punkt  dieser  Fläche  gezogen  ist,    in  welchem 
r:Terföngerte  Radius  r'  dieselbe  trifft. 

Die  Fläche  (d)  stellt,  wenn  F^,  F2,  F3  von  demselben  Zeichen 
H,  ein  Ellipsoid  vor;  sind  aber  diese  Gr()ssen  nicht  alle  von 
Inselben  .Zeichen,  so  stellt  sie  zwei  Hyperboloide  (mit  einem  oder 
Irei  Fächern)  vor,  welche  durch  den  Asymptotenkegel 

S  +  fi  +  Ä-O  (e) 

sechieden  sind. 

Wir  bemerken  noch,  dass  wenn  eine  oder  die  andere  Wur- 
d  von  (b)  positiv  ist,  sie  einen  Zug,  wenn  sie  negativ  ist,  eine 
ressung  vorstellt*).  Denn  hätte  man  zufällig,  ursprünglich  die 
Ui  eingeführten  Axen  geyiählt,  so  würde  man  die  drei  Werthe 
»  F  für  die  auf  den  drei  Elementen  des  §.  Vlll.  ausgeübten 
tessungen  erbalten  haben,  woraus,  mit  dem  dort  Gesagten  zu- 
immengehalten,  die  Richtigkeit  der  Behauptung  folgt.  Wir  wol- 
n  nun  die  einzelnen  Fälle  besonders  betrachten: 

1)    Die  drei  Wurzeln  von  (b)  sind  positiv.  . 

In  diesem  Falle  stellen  F^,  F2,  F3  bloss  Züge  vor  (Andrücken 
es  Zylinders  in  §.  VII.  gegen  seine  Grundfläche).  Man  konstruire 
BB  die  zwei  Ellipsoide 

x^       y^   ,    2«       t     ^^  .n^      2^ 


i; 


Fi*  +  F22  +  /'32-l*   F^^F^^F^-^' 


od  lege,  falls  man  wissen  will,  aufweiche  durch  den  Mittelpunkt 


*)  Wir  nennen  beide,  der  Kürze  halber,  immer  Pressung*  Für 
Zog*^  konnte  man  positive  Pressung  setzen  and  für  ,^PretrBung''  dana 
igative  Fressnng. 

*heil  XXIII.  22 
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gelegte  Ebene  ein  bestiinniter  (gegebener)  Zug  ausgeübt  wird,  i 
das  ersle  einen  Itiidius  vector,  gleich  Acta  f>egehcnen  Zuge  (di 
zwischen  F,  unrl  F^  liegt,  «enn  /■'i>F2>Fj  nnd  in  demselbe 
Maasse  wie  f,  gesehen  isl),  bemerke  den  I'unkl,  in  dem  er  du 
zweite  Elli|isoid  trifft,  zielie  in  deniEellien  eine  TangeiitialebeM 
an  letzteres,  so  igt  dieselbe  parallel  mit  der  gesuchten  Ebeiiet 
Der  Radius  vector  stellt  zugleich  die,  Richtung  des  Zugs  roTi 
Wie  nian  umgekehrt  verfahren  kann,  ist  klar. 

Eigentliche  Pressungen  kommen  in  diesem  Falle  (um  x,  y,  ] 
herum)  nicht  vor.  Denn  gesetzt,  es  kämen  sokhe  vnr,  so  mßsst^ 
wenn  man  stelig  fortschritte  bis  zu  einer  der  Halhaxen  des  erste 
Eliipsoids,  diese  Pressung  in  einen  Zug  fibergegangen  sein;  häi 
Uebergang  hätte  man  weder  Pressung  iiocii  Zug,  d.  h.  es  müsst 
Ebenen  geben,  in  denen  die  resultireude  Kraft  bloss  eine  tange» 
tiale  wäre.  Die  Richtung  derselben  läge  also  in  der  Ebene  jxai 
es  müsfiteD  folglich  Tangentialebenen  des  zweiten  Eillpsoids  80 
liegen  kDoneii,  dass  der  zu  ihnen  gehörige  Fahrstrahl  in 
läge,  was  nicht  roüglich  ist. 


*2)    Die  drei  Wurzeln  von  (b)  sind  negatir 
Man  konstruire  die  zwei  Ellipsoide 

imd  verfahre  ganz  wie  so  eben.     In  diesem   Falle  hat  man  bM 
Pressungen. 

3)    Die  drei  Wurzeln  von  (b)  haben  nicht  dasselbe  ZeJcha^  J 
Man  konstruire  die  vier  Flächen: 

Bo  wird  die  erste  ein  Ellipsoid,    die  z»*ei  andern  HyperbolotdB, 
die  letzte  den  Asymptotenkegel  derselben   vorstellen. 

Zeichnet  man  nun  nieder  in  dem  Ellipsoid  einen  Radius 
for,  so  stellt  er  nach  Grösse  und  Richtung  einen  Zug  (oder 
Pressung)  vor.  Die  zu  ihm  gehörige  Ebene  (auf  welche  er 
geübt  wird)  ergiebt  sich  durch   die  Taogenti  a leben e  an  diejenige 
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ler  drei  anderD  FISchen,  welche  von  ihm  getroffen  nird.  Trifft 
jkeer  Hadiu8  den  Kegel,  so  Hillt  die  Tangentialebene  in  den 
Eahrstrahl;  alsdann  ist  a)t<o  die  auf  du?  ehene  Element  nirkende 
t^rt  bloss  eine  Tanten üal kraft,  so  dass  der  Kegel  diejenigen 
Stteneiirichtnn^en ,  in  denen  Pressungen  Statt  ttnden,  von  denen 
theidet,  in  denen  Zug  Statt  ündet.  Auf  der  einen  Seite  bloss 
'tessun^,  andererseits  bloss  Zug. 

Sind  nun  zwei  der  Wurzeln  von  (b)  positiv,  so  wird  d:is  ein- 
Icberige  Hyperboloid  von  denjenigen  Fahrslrahleii  getroffen  wer- 
blii,    die    Zügen    entsprechen;     ist   nnr    eine    positiv,    von  denen. 


nach  der  an- 
Tcnn  er  das  einföche- 
li^en  Art  vor,  von  der 
Teilacherige ,  eine  der 


khe  Pressungen   darstellen.     Konstru 
pgebenen  Weise,  so  stellt  der  Fahrstrahl, 
tte  Hyperboloid  trifft,  eine  KraTt  ron  deije 
nrei  durch  (b)  gegeben  sind;  trifft  er  das  i 
krt,  von  der  nur  eine  durch  (li)  gegeben  ist, 

li  Ist  eine  der  Wurzeln  von  (b) ,  z,  B.  F, ,  Nittl ,  so  gehen  die 
^n  betrachteten  Flächen  in  Ellipsen,  Hyperbeln  und  deren 
Asymptoten  über,  und  man  wird  leicht  die  Konstruktion  nun  fin- 
llea  können.  Sind  zwei  Null,  so  liegen  alle  Kräfte  in  derselben 
raden. 


^ad 


ItBiebnngen    z wisch ei 


ri     den    Koeffizienten     der 
hungen  (7). 


Wir  haben  in  §.  III.  eine  bestimmte  Annahme  hinsichtlich  der 
inordnung  der  Kürpermolekiile  gemacht.  Diese  Änordnungsweise 
rollen  wir  beibehalten,  also  die  Koordinatenaxen  parallel  den 
Elastizität  aasen  gelegt  denken.  In  gewissen  Fällen  kann  nun  die 
llnordnnng  der  Art  sein,  dass  rings  um  eine  oder  mehrere  der 
Elastizität  gasen  herum  dieselbe  ganz  gleich  sei,  also  nicht  mehr 
Uoss  symmetrisch  nie  in  §.  III. 

Setzen  wir  al.so  zuerst  voraus,  der  Körper  sei  der  Art,  dass 
!T  um  die  Axe  der  i  herum  nach  allen  Seiten  ganz  gleich  geord- 
let  sei;  alsdann  kommt  es  in  den  Summen  (6)  nicht  darauf  an, 
(ras  «  nnd  ß  eeien,  indem,  hei  konstantem  y,  alle  betreffenden 
Moleküle  in  einem  Kegel  liegen,  dessen  Axe  die  der  >  ist.  Sa- 
bit  ist  gevriss : 


e=ff,  L= 


,  P=Q,  i)=B,  B=«,  »=■*,: 


=£,»=©,  m=p. 
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Dienper:    stuätm  «w  mnßtemathehen 


Ob  damit  aber  alle  Bezieh iingen  erschripft  sinil,  ISsst  sich  ntdft 
eotscheiilen.  Wir  werden  dessvvegen  ruigendcii  We^  einscliiageri^ 
Man  findcre  die  Lage  der  Axeii  der  x  und  }/  beliebig,  lasse  ab« 
die  der  z  ungeändert;  alsdann  diirren  die  in  (ti)  vorkoiameni 
Griifiscn  ihre  Werthe  nicht  ändern.     Setzt 


so  sind  dieselben: 

G:=\ZmS{r).Ja:^,     H=l2:mS(r).^y^.     J=\Zm$(.r)^i^,  m 

Ist  nun  ilT  der  (beliebige)  Winkel,  den  die   neue  Axe  der  ^z'  j 
mit  der  der  x  macht,  so  ist 

Jx'  =  y1xcasn\!  -^^  /f^sini/), 

also 

Jx''^f=  /ix^cds  "ifj  +  2Jx<dt/  ci 

Nun  ist  aber:   S:mS{T).^x"^=SmS{r)^i 
Summen  der  Forinelii  (ß)  dieselben, 
/iy  setzt.     Thut  man  dies,    so  erhalt 
die  Summen,    welche  ungerade   Potenzen 
weglässt: 


G  =  Gcos=t  +  ffsin2ii., 

/f  =  öcos>  +  Csin>, 

i=Xcos*V  +  flßcos>s 

n^i;)+itfsin*V 

iW=:iI/cosV+6flcosVs 

n^+isin*!}-. 

P^Pcos^i/'  +  OsinV. 
e  =  Qcos'h/<  +  PsinV. 

ß  =  ficos>+icoB>sin"i^-4ßsin^cos>-J-iI/sin>co8V+fi^^ 

Jl=iIcos*T/'  +  Jcos2j/Jsin'V  +  B6i">. 

]J;=j6cos^'^+Jcos''^6iQ^i^-(-Jlsin*i/;, 

P— JBcos»t+esin*V, 

e  =  fficos>  +  J[5sinai;j, 

9  =  Jco8*i|J+6iIcos''ijJsinV— '*^Bin'''/'cos'iff+6Bcos5i^sin'tf-fi'8iiiV'  J 

e=<Scos  V  +  J5Pcoe*Tf  sin!V  +  lSlrtcos»i(JBin*i(;  +  *sin  o^JlJ 


neoHe  def  eiasOseMen' JTÖrper,  S3& 

=  IT  eos  >^ -f  :R  siD  ^'^^ 

=JHcos*^46JJcos*V^8iDV  +  ^sin*if;cos*^— 8OTco8*if;sin*i(; 

---•8Pco»«^sin*^+*co8Vs>nV+61ttcos^sih*^+J>sinV» 

.      -  •        ■  .  _  ■■ 

^Tßcos*^'i'XBLco8^^Bi^^'4f  +  &8in^^, 

=  PeoöV+6Wco8^8io*i^+*sin*tf;co8*ip — 8!Pco8^8in*«f; 

— SWeos^Bin^+iScos^ilfsm^ilf+dPcos^sin^i^Vtsin^, 

,"         •  ?.•  ■ 

)se  Beziehungen  sind  richtig,  wslb  auch  '^sei..  Man  setze  also 
=90^,  so  erhält  man: 

=H,  L=M,  P=Q,  a=V,  D=«,  0=*,  «=£,  J1I=P.  »=Ö>; 

« 

Iches  die  .bereits  gefundenen  Beziehungen  sind.    Vermöge  die- 
'  Beziefrangen  werden  obige  Gleichungen  zu: 

L  =  L  (cos*if;  +  sin  V)  +  öÄcos^tf/sin^,* 

Ä=:Ä  (cos*i(;— 4sin*^cosV+sinV)+2Lsin2if;cos^'^, 

^zzzA  (cos*i/;  +  sin*i/;)  +  i^cos^i/;sin2i/;, 

i'  zsi'  (cos*i(;  — 4sin*i/;cos2i/;-f  sinV)+12ilsin*i/;cosV» 
0= <B>  (cos  ^t\>  +  sin  ^i/;)  +  l5incos^i/;sin  ^if;, 

OT  =:  JB  (cos  ®i/; — 2  cos  ^if;  sin  ^1/; + sin  ^1/;)  +  0  sin*i^  cos'i^ , 
M = M  (cos  V + sin  *i/;)  +  (S  cos  2t/;  sin  2^/; , 

Ä  =  (Ä  (cos  *t// — 4  cos  V  «in  V  +  si  n  *i;;)  + 1211  cos  ^i/;  sin  *!/;. 

m  setze  hier  if;=45^^   so  hat  man: 

i=3Ä,    ^^=2^,    0=5»r,    (a=2jr; 

Iche  Bedingungen  die  sämmtlichen  Gleichungen  identisch  machen» 
3  auch  i\f  sei.'  JVlan  hat  also  in  diesem  Falle: 

G=H,   L=]U=dB,   P=Q,  il=]e  =  JJ?,  JD=C,  |.22^ 


Diengtr:   Studien  %ur  malhemattichen 

Die  entsprechenden  Beziehungen  Dir  den  Fall,  wenn  die  i 
der  X  oder  y  an  die  Stelle  der  von  i  treten,  sind  hieraosJi 
abzuleiten. 

Ist  der  Körper  isotrop,    so  folgt  hieraus,    dass 

,^,^     G=Hz=J,    L=ia=N.    P=Q=R,   i)=B=(£,  " 

P=t£=S,  <g=*=3,  B=£=M=H=0=P,  L=iP,]'^ 

Xi  =  2a,  (0=3»,  a=2» 

ist,  80  dass  nur  noch  G,  P,  Ü,  »  bleiben,  zwischen  welcfan 
keine  Kelaliou  besteht.  Für  den  Fall  eines  isotropen  Kürparl 
sind  ounniebr  die  (7) : 


+«ö 


.Sx»"^  8j-%=  +  Sct'd-.'  '^  S^'lj  "* 


i.'+a 


u.  B.  w.,    »eiche   Gleichungen    man    unter    etwas    übersichtlichM^ 
Form  bringen  kann,  wenn  man  beachtet,  dass  ($. Tl.): 


6r 


Ix^Sg'^Si 


8%   .  dhi  ,  d^u 


+  55,    D'.lJ'u=-~ 


(fi.ma  ,  a«.o*M  ,  s'.i 


(50  <.a 

(CfP)o«£+i/^jj  Ka+H)B',n'{+4a.O' ,j^  +  ,v=o.  | 

(G+P)ß«v+2p|?  +  (fl+3!)fl".0»„+4S.fl'.^-(  r=0,  JW 
(G+P)CS+2P|7  +  «1+») ')"i''S  +  i».i''-^  + Z=U.  ] 
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xn. 

ierechoung  der  Arbeit,  welche  nothweDdig  ist,  einen 
[Srper  aas  dem  natflriichen  Gleichgevrichtszustaade 
D  einen  neuen  (verschobenen)  Zustand  überzuführen. 

Seien  wie  früher  Jf,  m  die  Massen  zweier  Molelciile,  r^  ihre 
tai  natürlichen  Gleichgewichtszustände  entsprechende  Entfernung, 
i4-^  die  dem  neuen  Zustande  entsprechende,  so  ist  die  durch 
ie  Verschiebung  beider  entwickelte  Wirkungsgrusse  (§.  IV.) : 


»•• . 


=  J!fm[^/i;ro)  +  f/''(ro)], 


enn  man  die  hohem  Potenzen  von  q  verwirft«  Summirt  man 
ese  Grösse  fllr  alle  um  M  liegenden  Punkte,    so  ergiebt  sich: 

M 

M2mQf(ro)  +  f  ^rnq'^f'M^  (a) 

mDmirt  man  nunmehr  die  Grosse  (a)  für  alle  Punkte  des  Kor- 
ers (d.  h.  für  alle  M)  und  nimmt  vom  Ganzen  die  Hälfte,  so  er- 
Ut  man  die  Gesammtwirkungsgrosse 

\ZMZmQf{r^)  +  l2M2mQY(r).  0>) 

rdche  Ton  den  innem  Kräften  des  Systems  herrührt. 

Man  hat  nun  wieder 

Lh. 

nd  wenn  man  der  KSrze  wegen  z/Scosa-f  .^vcosjS-f  ^^cosy=e  setzt: 

.  .  (^)«+(^t>)«+(J£)«      Q^ 

«•-*  + 2;^; Wo' 

Dithm 


Blenger:    Studten 


^"iSflro)  +  -2 -f-  /-'{rj  =  SmtfiTo)  +  Sm. 


uod  da 


Wir  setzen  voraus,  die  in  g.  III.  erklärte  Syinmetrie  deV  L 
ordniin«;  bestehe  im  ersten  Ziistanile,  &»  dass  die  Summen,  nölckl 
ungerade  l'nleiizen  der  Cusiiius  cnllialten,  in  Wegfall  kommeg. 
Die  Elitwickelung  der  Grüsaen  ^J,  ^u,  ^J  wird  jetzt.  Ha  die 
Dimensionen  iregrullcn  werden,   bis  zur  zweitun  gehen  müssen 


ex' 


Daraus  Folgt  x 


Bezug  auf  die  DilTcrentialquotJentei 
oSchst: 

/es  ,  es      _  ,  Bf       \ 

+  r„(^cos«+g-eo«?+^co«yjco«ß 

wo  man  die  nächste  Dimension  nicht  schreiben  wird,  iodem  Bifl 
immer  ungerade  Potenzen  der  Cosinus  enthalten  würde.  Daraus 
fo]Bt(ä.  IV.): 

a»i/-(r„)=0. 
Ferner  ist  '' 

+  0-c„..(-)-ee..,H.(-)-ee.V 

WO  die    noch  hiazuzurügeoden  Glieder  wieder  ungerade  Poteuzen  ] 
etilbalten. 


L 


Aürfr  fUr  tUumtkeH  Körper.  SM 


»o   fc*i.^-.  !■•■•'! 


;  I » 


f.       \-.\ 


:  -M    r 


«»• 


r  . 


(z/f)«+(^)«+(^« 

dlich  ist  Don: 


,  'i    ■  ' 


2m.'^''   -^'TJ-^'^'^  f(ro)==0. 


.r|-2i^$^{co8oco8y +  2uiv^£^cos/?co87; 

bt  mati  hier'  filr  JS,  ^v,  ^£  ihre  Werthe  (§.  III.)»    «o  ergiebt 
A  endlich:    •    >  » 

j,.^,,,A(g)v«.(i)-+..©-,«;(i)-; : ' 

+*-S):*''4")"*««(i)'+'-G0'+''«©" 

.  ■ .     .  I 

)mit   ist  die  tod  der  Verschiebung   von  M  herrührende   Wir- 
iDgsgrusse: 

+««(i)'+''»(l)'+"«(D* 

Tergleicht  man  dieses  Resultat  mit  den  Formeln  (18) ,  so  über- 
eogt  man  sieb  leicht,  dass  die  so  eben   erhaltene  Grosse  gleich 

it    Somit  ist  die  Gesammtarbeit  der  inneren  Kräfte: 

[(25) 


Bienger:    sltnHen  sur  malhenttitchm 


Ist  der  nene  Zustand  abermals  der  eines  Gleich getridits,  tt| 
Ut  diese  Grüsse  gleich  der  Geaammtarbeit  der  äussetea  KrSfts. 


Andere  Form  der  Gleichungen  des  Gleichgewichts  io  $.11 

Begnügt  man  sich  mit  den  Gleichnngen  (7')  in  §.  III..  wi 
wohl  in  den  meisten  Füllen  Statt  finden  wird,  so  kann  man,  u 
ter  Bezugnahme  auf  die  Pormeln  (18),  diesen  Gleichungen  eil 
etwas  veränderte  Form  geben,  die  zuweilen  nicht  ohne  Nutzen  u 

Seien  x,  y,  k  die  Koordinateo  des  Punktes  M  im  neue 
Zustande;  x^,  i/q,  Xq  im  frühem,  so  ist 

81 


und  man  hann  die  hühern  Dimensionen 
ISssigen.    Daraus  folgt,    dass 


S^o 


da  £,  V.  £  offenbar  Funktionen  vi 
TOn  Xo,  j/b,  Io  abhängen.    Aber 


8:._         a|_ 


\x,y,z  sein  werden  und  x,  j/i/ 

8;7„        Sxo      Bxb 


oAihili: 


L 


Wo~Bx'^8xdxl  '*"  di/Sx„  ■•■  di8x„' 


3y„      fly      8a: 


S^5j„        Szdffa' 


8io~8r  +S;r  Bi«  +  8y  8io  +  Siöi." 
Zieht  man  hieraus  die  Werthe  von 

und  vernachlüssigt,   wie  angegeben,   so  findet  man: 

M_Ü    ?l=^    ^=^. 


a.  w.,  d.  b.  man  darf  in  den  rrfihern  Formeln  die  Differentiatia- 
■I  nach  den  anfangticlien  Kooniinaten  des  Punktes  M  durch  die 
tcb  den  spüteni  ersetzen. 

t  nun  der  anfangliche  Zustand  der  des  natürlichen  Gleicb- 
iwicbts  und  man  be<ichtet  die  Formeln  der  9§.  III.,  IV.,  VU.,  ao 
geben  sich  statt  der  Gleichungen  (7'): 

SA      SB  ,  SC 


ntatle  der  HatOaektH  Kdrptr. 


Sx- 


5y  ■ 


St. 


e-^+V  +  ä^+'^=*'' 


Sx  ^  Sjf 


X,  y,  1  die  Koordinaten  des  betreffenden   Punktes  im  neuen 
Instande,    b  die  Dicble  des  Körpers  in  demselben  Punkte  eben- 
im  neuen  Gleichgewichtszustände  bedeutet. 


Lnfstsllting    der    Gleichungen     der 
unter   der  Voraussetzung 


wegung, 
*  S-  HI. 


Nach  dem,  was  in  §.  ill.  p;esagt  wurde,  werden  unter  den  dort 
jemachten  Voraussetzungen,  wenn  man  von  irgend  einem  Gleich- 
gewichtszustände ausgebt,  in  welchem  die  dort  angel'ührten  Be- 
lingang^n  der  Symmetrie  der  Anordnung  Statt  finden,  und  wenn 
%,  T,  Z  wieder  die  aur  die  Einheit  der  Masse  bezogenen,  erst 
^zur  Erzeugung  der  Bewegung)  hinzugetretenen  äussern  Kräfte 
die  Gleichungen  der  Bewegung  des  Punktes  M  sein : 


DienMH!^  stißälmmm 


I 


II«  > 


,-,;   II 


r  i 


II 


B  +  +    ,  + 


8^      +       +       +         +       +       £.|.M^.  nr^^.i  Tjr  ;h 


M4l 


?  81o,  +     «     B 

3      -Q3  ^     ^         i         9? 


^   o.^  +•' J»/?!!   'S      i 


1 


3       i«i 


» 


%• 


»' 


'S 


+ 
9 


*bi 

+ 


+ 


«TT 


?;r 


•;;!  •.'«mT  tii 


...1 


+ 


■       •  _  'j  I « 


.*  •  f    "  »  ' 


•  ■  /  . 


Q3 


Q3 


.1  "T  '  ■.-4;'  i'.ii  z'.?::  ■  rr.  ■  I  «f. 

»     «  e     'S 

05  -f.  g5 


Q3 


*l  c  » 


li 

<• 


+ 


Q3  q> 


1  • 


JJtMrf^  äer  elästtseken  Körper.   '  fß^ 

g=(7+JV)0+(^+/>)P+(G+(?)g^,+2p|^,  +  2Qg5|-+Z. 

•i'>i'Eb6  mir  ajnr.  allgeineinen  Integration  dieser' C^eichimgen  schfrei- 
tm,  wollen  wir  zwei  besondere  interessante  Fälle  betrachten» 
(Wir  bemerken  übrigens,  dass,  wenn  der  anFängliche  Gleichge- 
wichtszustand der  natürliche  war,  man  den  Koeflßzienten  ^^....^CSl» 
so  wie  Xi  y,  z  den  Zeiger  0  anzuhängen  und  (9)  zu  beachten  hat. 
Im  allgemeinern  Falle  können  a;,  y»  z  die  Koordinaten  im  anfang- 
lichen Zustande  von  ilf  oder  in  einem  spätem  sein,  gemäss  §.  XIII.; 
Iftöwer  ist  es  aber  Immer,  das  Erstere  zn  wählen.)  <•  ' ' 


I  ■■ ' 


■i    4    !■  .  .  •  I         •  ■  J 


XV. 

« 

Schwingungen    einer    geradlinigen    gespannten    Saite. 

• 

Wir  denken  uns  (Taf.  VI.  Fig.  4.)  eine  durchaus  gleich  dicke 
VDd.Qberall  gleich  gespannte  8aite  vom  Gewichte  p,  deren, Lange 
/und  deren  Querschnitt  o  sei,  im  natürlichen  Zustande  eii)^.  Ge- 
rade bildend.  Dieselbe  sei  in  A  befestist  und  in  B  durch« -ein 
C!ewiclii[P  gespannt  Unter  der  Wirkung  von  /^. trete  nun  ein 
iieuer  Gleichgewichtszustand  ein. 

Es  ist  'leicht  einzusehen ,  dass  man  nahezu  die  Saite  als  eine 
gerade  Linie  von  Mötekülen  ansehen  kann  (wenigstens  gelten  die 
nachfolgenden  Resultate  nur  unter  dieser  Voraussetzung),  so  dass 
in§.lll.  (6),  wfcnn  man  sich  mit  (7')  genügt:  «0=0.  ßo  =  yo  =  ^^y 
wobei  AB  alsVAbscissenaxe,  A  als  Anfangspunkt  gewählt  ist. 
Daraus  folgt  Ho=:jQ=zJS^^  =  Mo==Po=Qo=f^o  =  0.  Vernach- 
lässigt  man  die  fremden  Kräfte,  so  geben  also  die  (7!),  wenn  man 
lagleich  beachtet,   dass  Gq  (§.  IV.): 

^=0,    it=iaa:o  +  b. 


I  » ' 


8^0 


während  v,  J  gar  nicht  vorhanden  sind.    Da  für  'aro=0  auch  t6==0» 
indem  A  unveränderlich  befestigt  ist,    so  ist  6  =  0,  also  ^=zaxo. 

Die  Presümigen  sind  (§.  VIII),  da ^ =a : 


Btenfftr:   stüne» 

A^Sa^Li,,    B=0<    C=0.    B'=0,    C'=0,    C"j 

£b  herrscbt  also  in  der  ganzen  Saite  die  Pressung  (Spi^ 
aSoLf,,  gerichtet  nach  Aß  hin.     Daraus  fol^t,  dass  in  B, 

p 
Spannung  =  herrscht,   man  habe  a6f^Lf,= 

Nun  ist  ahei   aiofg^p,   wo  g  die  Beschleunigung  der  Schweif 


kralt,  also  6^^ 


Lilg' 


~  ap 


Was  die  Grösse  a  anhelangt,  so  ist  nach  §.  VI.:  0=s 

ist  a  die  lineare  Verlängerung  der  Längeneinheit;  ist  mithin 

ganze  Verlängerung  der  Saite,  so  ist  a  =  a/,  a^j,   also  endlid 


_PPff 

-  ftp  ' 


(») 


Man  nehme  nun  an,  es  treten  in  dem  neuen  Gleichgewichts! 
stände  kleine  Verschiebungen  ein,  wodurch  Bewegungen  det  S. 
lekOle  der  Saite  veranlasst  werden,  so  hat  man,  wenn  man  inl 
der  alle  fremden  Kräfte  vernachlässigt  und   bloss  (27')  beibehSlI 


Bp-l''+^)8i»'    81»" 


„8^       $>!_ 


G=J2w/tr),    L  =  Ji,»r>|;(-J/-(r)). 


(nach  §.  IV.).    Somit 


G=',aSmr,^Jr^r„))=ia£mTjf(T,H',,Zmr^r,}=:j^£S, 


=si;™r„»r(o +i«»"'oJ;('or('o»-i-s»»-o/ti-„)  "„; 

-lo£™,-„~(7-„A'o))=l^»"oV'W+i»^"'<.fl'-or('ü)+>-.'/"('-.)) 


C. 


7A«0rtff  ifer  etatltuAe»  KSrrtr. 


hm  ist  aber 

emnacii 

G  =  So£mr„V'(r„)  =  oI„  =  =•  A, 

Seon  man  aZTnr^f"i,r^  vernachlSssigt: 

b  —  Mhr  gross  ist,  eo  ist  nahezu  Ii+G=  — —  >  also  sind  end- 
iek  die  Gleichungen  der  Bewegung: 


nie  bekannt    (Vergleiche  Po^ 


I  Mechanik.  IL  §.  483.) 


Schwingungen    einer    elastischen   Kben«. 

Wir  denken  uns  eine  begränzte  Eliene,  welche  eine  einzige 
I«ge  von  Molekülen  bilde;  sie  sei  zur  Ebene  der  xy  getrShit.  Sie 
l^erde  an  ihrem  äusseren  Umfange  durch  eine  überall  in  der  Rich- 
tung der  Ebene  und  senkrecht  auf  demselben  gleiche  Kraft,  rfio 
(ftuf  die  Einheit  der  Fläche  des  Querschnitts  bezogen)  gleich  F 
"•ei,  gespannt.  In  diesem  Falle  wird  die  fragliche  Ebene  nahezu 
[das  bilden,  was  man  eine  eiaätiäche  IVlembraoe  (elastische Ebene) 
-tD  neimen  pflegt.     Man  bat  hier  offenbar,    nenn  man  vom  natilr- 


Dienttrr  snorm  vor  maMtmaOtcAe» 

lieben  Gleicfagetrii^hte  ausgeht,  ilie  frcniiJen  Kräfle  vernachlässig 
nna  einen  neuen  GleicJi^GuicbtRzustatiil  voraussetzt:  j'|,  =  90",  alH 
^^0=0.  Po  =  C^=0  und  immer  6o=Wu=Jo  =  0;  lerner,  wm  ' 
man  Ate  Membrane  als  isotrop  anniniint  (g.  XI.):  L,y~]Uo^3R, 
so  dass  die  (7')  sind: 

Die  Grösse  £  kommt  nicht  vor,    ist  naliirlicb   auch  gar  nicht  i 
hauden.    Die  Pressungen  geben: 

C=0,    ß'=do/?„r^+3|^  I,    C'  =  0, 
"    "  Lo.ro       Sjfu J 

A'=ß.    A"^0,    B"=0,    C"=0. 

Bei  der  vorausgeset:^ten  Gleichheit    der  spannenden    Kraft  muat, 
indem  A=:B  ist,   auch  A^=.B'  sein,  d.  b.  man  mass  haben 


a*'     S^     fl«^Syo' 


wodurch  die  Gleichungen  (a)  geben: 
d.  b. 

8y.L''E;+8ToJ=°'  5s;LV.+rJ=°- 

mithin  darf  in  ^g^  +  j^  kein  yo,   in  ^g7~  +  g^  l^ein  otq  vorkom« 

inen,    d.  b.  es  müsSen  g—  und  j—    von    .Tq    und    y^    unabhängig 

sein,  oder  man  hat  ^=:a,  x— ^6,  mitbin:  6  =^ ayi>  +  vC'»)! 
«=6arö+i(j(yu),  wo  91  und  i)i  n-illkiihrtiche  Funktionen  sind.   Daran» 

Wgt  g^^y'W.  p^  =  '^'fyo).  also  da  g^=8-~ : 9>'(aro)=^t'(jo)=ei 
gi(3-o)  =  cj-o  +  «,  'i|''(yn)  =  cyo  +  Pj  Wo  «  lind  ß  Null  sein  wer  Jen, 
wenn  der  Anfangspunkt  ein  fester  Punkt  ist.  Also  endlich: 
5=nyQ-f  caTo  +  a,    «=6a:o +cVo  + ?■     Daraus  nun:     ■  ' 
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PBr  die  Axe  der  o;  ist  gewiss  JS^O,   also   allgemein  a=— 6, 
M  dass 

* 

Endlich  ist^    wegen   der  Umfangspressung,    in  der  Axe   der  xi 
A=  F,  also  AcdoRo  =  F. 

Nehmen  wir  nun  an,  die  elastische  Membrane  wird  in  dem 
keoen  Zustande  in  transversale  Schwingungen  versetzt^  so  hat 
liui  (5  =  t;=sO): 

0=^^(0  +  ^)'     G=i2:mr«5(r)cos««=J-Sm^4^». 

hJ=N=P=Q^O  ist. 

Setzen  wir  oben  a,  ß  der  Einfachheit  wegen  gleich  Null  vor« 
•BSj   so  ist 

Jx=  Jxo  +  cJxq  +  aJi/Q,    Ay=JyQ'^aJxo  +  cAy^^ 

=  ro*  +  2cro*,    r  =  ro  +  cro=(l  +  c)ro, 
venu  man  die  höhern  Potenzen  von  a  und  c  vernachlässigt.    Also : 

=:}^mrQ^ro)cps2cfo  +  c2^mrü/(ro)cos2flro  +  a2mrQf(ro)  cos  Uq  cos  ß^ 

^£mro^F(r^;)co8^ao  =  ^  i:mro^F(ro)cos^af^  (§.  IV.,  III.) 

c  c 

Äg  2mro^F(ro)  cos*«o  (cos  ««o + cos%)  =  2  2mrQ^F{rQ)  cos*ao 

+ 2  ^ntTf^FiTo)  cos  %  cos  %  =  c  [3Äo  +  «o] = 4c/?o  =  5-  * 
Tbeil  XXm.  23 


I 
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also  endlich  die  Gleichung  der  Transversalachwingitngen : 


XVII. 


Allgemeine    Integration    der    Gleichungen    der    ße^ 
gung  (27),  unter  der  Voraussetzung,  X^Y^It  seien  Ni 

Sei  9(u)=^coste-|-'^s'in<<9  ^o  ^  und  B  willkührliche  K( 
stanten  sind,  so  genügt  man  den  Gleichungen  (27),  wenn  man  set 

5=  cos «.9(00:  + 6^+ cz  +  Kf),   v  =  cosj5.<p(aa:  +  6y  +  c2+iC0, 

f  =  cos  y .  ^>{ax  ■\- by  ■\- cz  ^  Kf). 

Setzt  man  diese  Werihe>  so  erhält  man 

i22cosa  =  (G+I>)a2cosa+(i!y+/2)62cos/3  +  (J+Ö)cacosa    ^ 
+  2/?a6cos/3  +  2(öaccosy+(il  +  (S>)a*cosa  • 

+  (» +ÖI)  6^  cos  a +  ((£+£>  c*  cos  «+(^=+6^)0*62  cos  a 
+  (e+6(J>)a2c2cosa  +  (D+(a)62c2cosa+4Po36cos/3 
+  XÜiab^  cos  /3  f  WLab(P-  cos  /S  +  40[)a'c  cos y 
+  2(ÄaÄ^c  cos  y  +  4jtac^  cos  y , 

Ä2cosi5  =  (i/+ili)&2cos/3  +  (G+/2)a2cosi5+(,/+P)c2cos/J 
+  IRab  cos  a  +  2PÄ»c  cos  y  +  (»  +  ^)  Ä»*  cos  j? 
+  (iJ+P)  tt*cosiS+(tf +:K)c*cos/S+(i'+6in)a2/;2cos/? 
+  (D+6Xi:)62c2cos/3+((E+Öft)a2c2cos^+4nia63cosa 
+  4Pa^6  cos  a  -f  20üla6c^  cos  a  +  41t6^c  cos  y 
+  20üla^6c  cos  y  +  41i6c^  cos  y , 

ü:2cosy  =  (J+A')c^cosy  +  (^+P)62cosy  +  (G+Q)a^cosy 
+  IPbc  cos  |S  +  2ertc  cos  a  +  (^  + :?)  c*  cos  y 
+  (]^+Xt)64cosy+(il+<S))a*cosy  +  (D+6ai)62c2cosy 
+  ((E+eir)  o^c^cosy  +  (i' +  CSl)  a^^^cosy +4:B6c8cos/3 
+  XyXb'^c  cos  /3  +  1<^a^bc  cos  /3  +  4jtac3cos  a 
+  2<Sla6^c  cos  oj  +  4©a^c  cos  a.  / 

Man  setze  zur  Abkürzung: 


(30) 
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+  «  +  jC)c*  +  (i^  +  6P)o«6«  +  («  +  6©)a«c« 

C  +  Ä)a«+(Ä+AI)fi2  +  (J+P)c*+(Ä  +  P)  «*+(»+*)** 

+  («+«l)rt«c«z=B, 

ß+e)aa  +  (Ä  +  iP)6H(^+iV)c2  +  (il+©)a*+(»+»)6*  J>  (31) 
+  («  +  5)c*  +  (lD+6Ä)6^a+(«  +  6£)aV 
+  (i'  +  «)a«6*=C, 

Qm-f  4®a*c-f-2tf:ia63c  +  4£ac»  =  £, 
Aii6+49a>6  +4ina6H2«Ui6ca=F; 

0  heisseo  die  GleichuDgen  (30): 

K^osccr=zAco8a+Fcosß+£cosy, 
Pcosßr=ßcoBß+FcoBa+Dco8y,  }         ,      (30') 
K^cos  y  =  Ccos  y  +  Z>  cos  ß  +  E  cos  a. 

kos  diesen  GleichungCD  ergeben  sich  bekanntlich: 


cosa  cosß  cos/ 


«>(32) 


±1 

wcDD  man   setzt  coB*u-i-co8*ß-{-coa^Y=l,  was  wir  zum  Voraus 
•imahmen. 


j  (32') 


Die  erste  dieser  Gleichungen  ist  auch: 

K^-(A+B+C)K^+(AB+BC+AC-1P-E^-F^K^) 

—ABC  +  AIP  +  BE^+CF^-'2DEFz=rO, 

und  giefot  immer  drei  reelle  Wurzeln  für  K^. 

Da,  wie  aus  der  Natur  der  Sache  folgt,  die  mit  den  deutschen 
Bsdi0tab6&  in  (6)  bezeichneten  Grössen  (J^, ....,  (Si)  immer  sehr 

23* 
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'  mathemattsehen 


tu  den  andero  {O- 
vorzugsweise 


.....  Q),  so  wefdi 
letz.tero   abiiSngi 


r  ft,  ft,: 
Alsdw 


klein  sind  im  VerhSItuiss  ; 

die  Werllie  vod   A, F 

Die  Gr.lKigen  A,  B,  C  sind  immer  positiv 

nnr  reelle  VVerthe  wählt,    was  wir  voraussetzen      _ 

rol,^t  aus  (32'),  dnsa  die  Summe  der  drei  Werlhe  von  K'  |iositii  * 
gleich  A  +  Ii  +  C  ist.  so  dusa  diese  drei  Werthe  nicht  sämrntlle  *, 
negativ  werden  können.  Auf  eine  nähere  Untersuchung 
Wurzeln  in  gerade  dieser  Bezietjung  wollen  wir  uns  für  den  AI  J 
genhiick  nicht  einlassen,  da  es  in  der  Natur  dieser  gewiss  periodiscbl  1 
Bewegungen  liegt,  dass  die  Werihe  von  K  reell  seien.  Sind  nun  J^'  g 
K^^,  A'a«  die  drei  Wurzeln  von  (23'),  so  hat  also  K  die  sechs  Werthft     [ 


+  *:,.  - 

'obei  aber  zu  +Ki  u 


.  s.  w,  dieselben  «,  ß,  y  gehören.  Be; 
i:K,  gehörigen  Werthe  von  a,  ß.  • 
[ibersieht  man  leiehl,  d&ss  man  haben  vi 


(pn{a^  +  by  +  ez  +  K„t) 
=:A„co8(ax  +  bi/^ci+Knt)+Bas\n{ax  +  bi/+cs  +  Kn(). 

^GiCos(öa;+6s  +  «-ff«f)+Ot.Bin{n3;  +  %+ci— Jf,0. 
und  das  Zeichen  .£  bedeutet,  man  solle  die  Summe  derjenigg 
tin'issen  nehmen,  die  man  erbält,  wenn  man  n=:l,  2,  3  setzi 
Die  Grössen  J, ,  ß, ,  t\,  />,,  A^,  li^.  C^,  I>i,  A^,  B^.  C^,l 
bleiben  ganz  willkübrlich.  Uie  zweiten  Seiten  der  Gleichungen  ß 
bestehen  also  jeweils  aus  zwölf  Gliedern  mit  zwülf  willfcGtirliclii 
Grössen,  ausser  den  ebenfalls  wiltkührlichen  a,  b,  c.  Ebb  Tt 
weiter  gehen,    wollen  wir  zur  Gleichung  (32')  zurückkehren. 


chung  der  Gleichu 


;  (32'). 


Til..  DieseGleichungtvird  lauter  gleiche  Werthe  füiK^  liefern,  wem 
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J=JB=C,   Z)=£=F=0. 

Damit  1>=£=JP=0  sei^  müssen,  bei  der  Kleinheit  des  einen 
Theils  der  Koeffizienten  in  (6)  gegenüber  dem  andern:  P=Q=zR=0 
«ein,  was  jedoch  nie  der  Fall  sein  kann.  Somit  hat  diese  Glei- 
dnmgy  bei  beliebigen  Werthen  von  a,  6,  c^  ni^  drei  gleiche  Wurzeln. 

'  Für  den  Fall»  dass  der  Korper  isotrop  ist,  hat  man: 

iBz=iH=J,    L=IU=N,    P=Q=R,    il=B  =  €,    D=«=i', 

0=5Ä,    Cl==2lt. 
Daians  folgt  leicht,  wenn  man 

a*  +  **  +  e*=r» 

rMtet: 

■ 

il=  (G  +  P)r«  +  2Paa  +  (Ü  +  Ä)r*  +  4Äa«r«, 

Ä=(G  +  /^r«  +  2PÄa+(il  +  Ä)r*  +  4Ä6ara, 

i        C=(G  +  P)r«+2Pc«  +  (il  +  Ä)r4  +  4Äc«ra, 

D=z2Pbc+iMci^,  E=2Pac+macr^,  F=2Pab+inabr*. 

% 

\  Setzt  man  (G+P)ra+(il+Ä)r4=S,  2P+4Är«=r,  so  ist  also 
il=Ä+ra«  5=iS+T6a,  C=Ä+Tca,  Z)=T6c,  £=Ta€-,  F=ra6, 
Buthin  die  (32'): 

I  (S+  To«-  Ä«)  (Ä+  r*«-  Ä«)  (S  +  Tc*— JE«)  -  y»62c«(S+  Ta^-A:») 

(5—  jr»)»  +  (S  -  if '')''  Ta» + (S—  JCa)aT6«  +  (S—  K)«  Je« 
+  (S— Ä«)r»a»6»+(S-Ä2)  raa^a  +  C«— Ä«)  T%^<^+  T'aH'c* 
\  -(«—iE»)  T«6ac«--  T»a^b^c*  —  (S—K^)  T^aH'^—  T'aH^(^ 
\  ^(S—K^  r«a«6«—  T»o«6«c'»+2y8oa6ac«=Ö, 
d.  h. 

(S-iK«)»+(S-X2)»Ti^=0  oder  (*-Ä2)2[S— jKHaV]=0, 
d.  b.  endlich  die  (32')  ist: 
[(G+P)r*  +  (4+ »)r*-  iS:2]2[(C +3P)r»  +  (il+5»)r4— iE«]=0 


Diengtr:    smHfm  s 


'  manemntisclten 


(hin  zwei  gleicLe  Wurzeln: 

Ä\»  =  ff  jS  —  ( G  ^  yj)  ^2  _!_  (i,  _!_  j[ j  ^  _ 

inglelehe : 

ff3»  =  (C+3/')r''  +  (fl  +  SB)r*. 


m) 


MaD  Tvp'tss,   (laas  die  HuTch   die  GleiehungcD  (32)  beslimiDti 
drei   Hichtiin^en   aul'  einander  senkrecht  stehen.     Konstruirt 


Äx^  +  S(/2  +  Cj»  +  2Dyz  +  2£.ti  +  ^Fxy  =  1 , 


1 


i  Läf 


eG)«tj 


ingen  Heiner  Hauptaxen  u 
chungen  (32)  geben  die  Kiuhlungen  derselben.  Für  den  Fb 
eines  isotropen  Kürpers  i«ind  die  mrei  ersten  Hauptaxen  einagc 
gleicli ,  ihre  Richtung  H-illlcQhrlich  in  der  auf  der  dritten  Axe  Ml 
rechten  Ebene.  Wirklich  ergiebt  sich  auch,  das« 
Gleichungen  (32)  unbestiinnil  trerden,  nenn  nian  Tür  /t'"  die  We^ 
Ki^,  K^^  aus  (3-1)  setxt,  dagegen  bestimmte  Werthe  lierern,  il^ 
mau  K^=KÄ^  setzt. 


Ebene  Wellen.    Furtpfla 
Oszillationsdauer.     Pol 


ngs-Gescbnindigkeit. 
<ations-Richtunge 


Wegen  der  linearen  Form  der  Gleichungen  (27)  genügt  seh' 
eines   der  durch  (33)  ausgedrückten  Systeme  denselben.     ätelleB< 
wir  dasselbe  so  dar: 

i  =  {^^,ax^-b}JVeJ^-Kt)■\-^{na:\blJ  |  cr-A'0]cnsß 

«=[v(<«  +  &y  +  «+Ä0  +  tC''^  +  Äi'  +  "-A')]cns,3 

f=[9(nx  +  %  +  c.+  Ä0  +  i//(«a;  +  Ay+ci-A0]co8j 

so  stellen  diese  Gleicbniigen  eine  Elenienlarbewpgnng  oder,  tri« 
wir  sagen  wollen,  eine  Elemeii torwejlc  dar.  ÜaUt-i  ist  K  drti- 
facb,  eben  so  wie  u,  ß,  y;  diese  Werthe  h.nngen  übrigei 
a,  b,  e  ab.  Aber  eben  wegen  der  linearen  Form  der  Gleichun> 
gen  (27)  wird  man  für  a,  l>,  c  alle  niiiglichen  reellen  Werlhi 
leniOnnen,  wo  dann  zu  jedem  snicben  Systeme  von  Werthen  Itit 
a,  b,  e  drei  Fnrnien  wie  (33)  geliTiren.  Alle  so  erhaltenen  (drei- 
fach nnondlich  vielen)  Formen  geniigen  in  ihrer  Summe  ebenfulU 
den  (27)  und  stellen  das  allgemeine  Integral  dieser  Gleichungen 
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Betrachten  wir  naii  ein  bestimmtes  System  von  Werthien  fiir 
ü,  b^  c.  Ans  (35)  folgt  alsdann,  dass  alle  Punkte,  welche  in 
ier  durch 

«^  +  %  +  ci  =  m  (36) 

ieharakterisirten  Ebene  liegen,  för  denselben  Zeitmoment  dieselbe 

Bewegung  haben,  in  so  ferne  man  bloss  die  durch  (35)  gegebene 

ifElementarwelle  betrachtet.     Legt  man  dem  m  verschiedene  Werthe 

m,    80  erhält  man  eine  Reihe  paralleler  Ebenen,   in  denen  allen 

^  jede  für  sich  betrachtet  -—  ih  demselben  Zeitmomente  für  alle 

Punkte  dieselbe  Bewegung  vorhanden  ist. 

m 
Die  Entfernung  der  Ebene (36)  vom  Anfangspunkt  ist     ,        /o^ 

•S-.    WShlcD  wir  nnn  zwei  Ebenen,  die  beide  mit  der  Ebene 

aa?  +  6y  +  c2=0  (37) 

finllel  laufen,  die  eine  in  der  Entfernung  — ,    die  andere  in  der 

Entfernung ,  so  werden  für  dieselben  ax-{-by-\-cz^=^m  und 

^m-\-2n  sein,    so  dass  q>  und  1/;   ihre  Werthe  nicht  ändern  für 

denselben  Werth  von  t.    Diese  Ebenen  sind  von  einander  um  — 

r 

entfernt  und  man  schliesst  hieraus,  dass  man  durch  den  (als  un* 
begränzt  gedachten)  Körper  eine  lleihe   Ebenen  parallel   zu  (37) 

nnd  in  der  gegenseitigen  FZntfernung  ^  legen  kunne,  in  denen 
allen  zu  derselben  Zeit  dieselbe  Bewegung  herrscht.  Die  ^Grösse 
^  heisst  desshalb  die  Wellenlänge  für  die  durch  (35)  gegebene 
Elementarwelle. 

Aus  (35)  geht  ferner  hervor,   dass  ein  jeder  Punkt  nach  der 
Zeit    -m7   wieder  in  diejenige  Lage  zurückkehrt,  die  er  am  Anfange 

dieser  Zeit   inne   hatte,    so  wie    dass    die  Bewegung    desselben 

27r 
geradlinig  sei.     Die  Grösse  -^  heisst  in  Folge  dessen  die  Os- 

ziilationsdauer. 

Denken  wir  uns,  die  Bewegung  gienge  anfanglich  von  der  Ebene 
ifff)  aiui»  80  werden,  nach  Umfluss  der  Zeit  -77,  alle  Punkte  die- 


Vfehnerf'  sttu^s'Kir  ma&i 


ser  Ebene  wieder  die  aTiTÄn gliche  Lage  angenommen  haben;  alU 
Punkte  in  der  mit  (37)  parallelep,  in  iler  Entfernung  ~  beandliehd 
Ebene  sind  in  demselben  Augenblick  ganz  genau  in  derselbe! 
Lage.  Die  Punkte  in  der  erslen  Ebene  setzen  ihren  Weg  fnrB 
indem  sie  iiire  Ueiregung  znni  zneÜen  Male  macben ;  die  i 
zweiten    Ebene    wollen    lliii    ztim    ersten    Male    anrani;en.     Sonj 

pflanzt  sich  die  Erscbiilterung  in  der  Zeit  -^  durch  den  Weg 
fort,    und  die  Geschwindigkeit  diet^er    FortpHanzung 
also  — -     Die  Schwingungen  in  allen  den  mit  (37)  parallelen  Ebl 
nen  bleiben   sich  Tortwabrend    parallel,    indem   cos«,  cos^,  ci 
nur  von  a.  b,  c,  K  abhängen,  und  znar  sind  sie  parallel  derjn 

gen  Hauptaxe  des  Ellipsoid*!  (35),  deren  Länge  =^-p  ist. 

Für  dieselbe   Ebene   (37),    welche    n\t   Wellebene    hem 
trollen,    giebt  es  drei  Weitbe   von  Ki    es  gcbüren    utso  zu  jed 

Wellebene   dreierlei    Elementarwellen,    deren  Wellenlänge  —  il' 


K,     K, 


undderei 
—   verschieden 


FortpDanKuiigs- Geschwindigkeiten  — 
Die  Schwingungen  in  jeder  der  drei  Wellen  bleiben  immer  paral- 
lel mit  einer  der  drei  Hauplaxen  des  Ellipsoids  O^t),  ivessW 
man  sagt,  sie  seien  pularisirt  und  diese  Richtungen  die  Poli 
risationsrichtungen  nennt. 

Betrachten  wir  also  hIoRs  ein  einziges  System  von  Werthi 
fflr  n,  b,  c  (d.  h.  eine  einzige  Wdlehene  (37)),  so  erhalten  W 
dadurch  schon  drei  El  ementarnellensysteme,  die  mit  od- 
gleichen  Gescb windigkeiten  und  ungleichen  Oszillationsdi 
mit  derselben  Wellentange  den  Körper  durcheilen.  Die  Schnin- 
gungsrichtungen  in  den  dreien  stehen  auf  einander  senki 
bleiben  sich  immer  parallel.  Alle  Punkte,  welche  in  Ebenen  lie- 
gen, die  parallel  mit  (37)  gehen  und  in  der  gegenseitigen  Entferpurg 

—  sind,  befinden  sich  für  einen  bestimmten  Zeitnioment  in  den- 
selben Bewegungszustande,  indem  sie  e«  in  Folge  jeder  einiehi 
der  drei  Wcllensysteuie  ja  sind. 

Das  Ellipsoid  (35)  wird  im  Allgemeinen  ein  anderes,  wenn 
a,  h,  c  sich  ändern.  Gesetzt,  man  lasse  a,  b,  c  in  ^a,  ^b,  fc 
übergehen,    wo  j  willkührlich,    so  wird   die  Wellebene  (37)  «!(* 
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liebt  &ndeni,,  dagegen  wird  die  Wellenlänge  in  — ■  werden.  Es 
herrscht  also  in  der  Ebene  (37)  und  den  mit  ihr  parallelen  Ebenen 
sieht  nur  die  durch  die  Wellenlänge  —  charakterisirte  Bewegung, 

wmdern  auch  die  durch  die  Wellenlänge  —  festgestellte,  wo  ^ 
lus  wtiikQhriich  ist.  ^^ 

^,     Wfirde  man  in  (31)  die  Grossen  il,....,(Sl  vernachlässigen,  so 
«gäbe  (32),  dass  £  in  ^£  übergienge,  wenn  a,  6,  c  in  ^a,  ^6,  qc 

ttergiengen«  so  dass  die  entsprechende  Oszillationsdauer  -j^  wäre. 

K 

Die  Fortpflanznngs-Gesch windigkeit  bliebe  — ,  wie  vorhin,  so  dass 

Mch  mitbin  Schwingungen  von  verschiedener  Oszillationsdauer  mit 
derselben  Geschwindigkeit  fortpflanzen  würden.  Da  dies  den  wirk- 
iehen  Erscheinungen  zu  entsprechen  scheint,  so  liegt  hierin  ein 
erfiihrungsgemässer  Beweis,  dass  il,....,ti!!l  sehr  klein  sind  im  Ver- 
lÄltniss  «u  6, «...»A.  Lässt  man  die  eben  erwähnte  Annahme 
Mcht  gelten;  so  geht  K  nicht  in  qK  aber  und  die  Fortpflanzungs- 
(veschwindigkeit  ist  nicht  dieselbe.  Darauf  müsste  eine  Disper- 
sion der  ebenen  Wellen  in  festen  KOrpern  beruhen,  die  bis  jettt 
von  der  Erfahrung  nicht  nachgewiesen  zu  sein  scheint« 

Für  den  AusdehnungskoefUzienten  (§.  VI.)  erhält  man  aus  (35) : 

.        (38) 

Der  Winkel  fi,  den  eipe  Polarisations-  (Schwingiings-)  Richtung 
mit  der  auf  der  Wellebene  (37)  errichteten  Normale  macht,  ist 
kstimmt  durch  die  Gleichung: 

a  cos  a-\-b  cos  ß4-c  cos  y 

cos  6  = — - 

r 

"         ■     '  rs  * 

wenn  wir  mit  s  den  letzten  Nenner  in  (32)  bezeichnen. 

FQr  den  Fall  eines  isotropen  Körpers  und   K^=(G  +  :iF)r^ 
+(Ä  +  ßÄ)r4  ist 


dio 


(A-^K^(B^K^)-^F^=:Tch^; 


BteHffen    StuOlat  mir  wutlkmalüeieH 


-V^«HiHc»' 


3  +  c  cos  y  _ 


'a^  +  A^  +  c* 


=  1, 


=0, 


d.  h.  die  entsprechende  Schwingon^srklituiig  etebt  fieDkrecbt  u 
der  Wellelieiie,  die  zwei  andern  liegen  ridglich  darin.  Für  dien 
letztem  ist  also  acnsa  + bcasß  +  ccnsy^Q,  d.  fa.  nach  (38)  d^ 
Verdichtung  oder  Ausdehnung  Null.  '•! 

Je  mehr  ein  Knrper  sich  dem  iRr)trn|ien  Zustande  nähert,  den 
mehr  sind  die  eben  gemachten  Folgerungen  richtig. 

XX. 

Die    Wellenfläcbe. 

Wird  in  einem  Punkte,  z.  B.  dem  Anfangspunkt  der  Koordi 
naten,  eine  Rewegnnn  erregt  und  nnterhallen,  so  kommt  nach  um 
nach  der  ganze  (unbegränzte)  Körper  in  Erregung.  Die  entspre 
cheude  Bewegung  pertiiimlicheTi  nir  uns  dadurch,  dass  wir  sagen 
es  durcheilen  ebene  Wellen  in  niiendlii^her  Anzahl  denselben;  ii 
jeder  ist  anilere  Oszillationsdauer  und  andere  FortplIanKuags 
Geschreindigkeit. 

Ist 

ax  +  by  +  cz  =  0 

eine  Wellebene,  so  gehüren  zu  ihr  dreierlei  ebene  Wellen  »m 
verschiedenen  Polarisatiimsricblunaen  und  Tcrsibiedenen  Fort 
pllanzimgs  (>cscbivii\iligkciten.  Am  Ende  der  Zeit  t  i^'t  die  an 
Anlange  im  Anfangspunkt  erregte  ebene  Welle  in  der  Ebene 

angelangt,  wo  f=Kt.  Fragen  wirnun,  wohin  die  Bewegung  über- 
haupt am  Ende  der  Zeil  i  gelangt  sei,  so  müssen  »ir  a.li,ca\le 
miii^lichen  Werthe  beilegen  und  sodiiiin  diejenige  krumme  Flücbe 
suchen,  welche  durch  die  Durchschnitte  aller  Ebenen,  deren  Gleicbuo; 


T+bi/i-C 


=  Kt 


ist,  gebildet,  d.  h.  von  allen  berührt  wird,  wenn  man  a,  6,  c  alle 
mnglichen  (reellen)  Werlbe  beilegt.  In  dieser  Fb^che  treten  alle 
Elementarwellen  insaniraen  und  man  wird  dadurch  eine  für  unsere 
Sinne  wahrnehmbare  Bewegung  erhalten,  wahrend  die  der  eioisl- 
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leo  Elementarwelle'  nicht  wafarnehmbar  Ist  (sie  ist  im  Grande  picht 
rorhandta,  sondern  bloss  zur  besseren  Verdeutlichung  aus  den 
Besuitaten  der  Rechnung  bergeDororoen).  Wir  setzen  zur  Bequem- 
ichiseit  <=l  und  verstehen  also  die  Gestalt  der  gesuchten  Fläche 
lach  Umflues  der  Zeit  1  vorzugsweise,  wenn  wir  von  der  Wel- 
enfiäcbe  sprechen. 

Die  Bestimmung  der  Wellenfiäche  für  den  Fall,  da  von  der- 
lelben  Wellebene  aus  Wellen  von  verschiedener  Fortpflanzungs- 
Seschwindigkeit  fortgehen,  ist  eine  gewisse  unbestimmte  Aufgabe, 
Ddem  die  fragliche  Fläche  aus  einem  Systeme  von  Flächen  be- 
geht. Wir  wollen  nur  denjenigen  Fall  betrachten,  in  dem  man 
lj.~.>CSl  vernachlässigt.     Setzt  man  dann 

'  a*  +  6«+c*=r^    ^  =  m,    -  =  «,  ^=p,    —  =  5; 

10  ist 

mx  +  wy  H-pz = ö  (a) 

lie  Gleichung  der  Wellebene^  o  die  Fortpflanzungs  Geschwindig- 
wit,  gegeben  durch 

(4'— «5«)(B'-52)(C'-ö«)  — Z>'2(^'— 5«)— £'*(Ä'— 5«)  ) 

(b) 

iro 

D'=Wnp,    E'  =  ^Qmp,    F'  =  2Rmn, 

QDd  zugleich 

m^+n^+p^=h  (c) 

Denken  wir  uns  für  m,  n,p  alle  zwischen  — 1  und  +1  liegenden 
Werthe,  welche  (c)  genügen,  so  erhalten  wir  alle  müglichen  >VelIebenen. 

Da  p  von  m  und  n  (durch  (c))  abhängt,  so  sind  drei  nahe  an 
dnander  liegende  Wellebenen: 

i^i9m')xir(n-tdn')yMp+^£Sm^ 


Um  die  Koordinaten  ihres  Uurchecbnittspimktes  zu   erfaaltaBi 
läset  inan  alle  drei  Eugleich  bestehen.     Mbq  übereieht  leicht, 
bei  der  Willkührlichkeit    von  Sm,  8n,  dm',  8n'   dieselbeo    zurüdli 


mx  +  mj  +  pz  —  v.    ^  +  pi-'  =  ^-'   V^£^=^-      ('^) 


Bestimmt  man  J-  - 


(c),    K-^,   Ä- ausClj)un<l  climidi 


Wellenfläche. 


s  (d),  (c)  und  (b),  so  erhält  man  die  Gleichung  dsf 


Man  übersieht  unschwer,  wie  man  zu  verfahren  hStte,  wenn 
nicht  J),....  ,iSl  vernachlässigt  vrerden.  Alsdann  müsste  man  z,  R 
die  Wellenlläcbe  für  alle  diejeuigen  Wellen  suchen,  die  von  dei 
verschiedenen  Wellebenen  ansgehend  dieselbe  Wellenlänge,  z,  B> 

I    hätten.    Man   hätte  dann: 


VI... 


:r+6!,  +  cj  =  ff,  . 


"da'  —  dn 


»+8 


nnd  hätte  aus  (b'),  (c'),  (d').  nachdem  die  IJifferentialquotienteD 
erhalten  worden,    a,  b,  e,  K  zu  eliminiren. 

Die  Durchfiihrung  der  Rechnung  ist  von  geringerem  Interesse, 
sie  mag  daher  unterbleiben. 

Wir  wollen  im  NactiTolgenden  nun  noch  einige  Betrachtungen 
zurügen,  welche  ^ich  bbss  auf  elastische  isotrope  Körper  (}.  1.) 
beziehen. 


Bedingungen,   unter   denen   man   von  det  Wirkung  der 
äusseren    Kräfte    absehen  kann. 

In  der  Regel  sind  die  fremden  (Massen-)  Kräfte  die  der  Scfaner«, 
oder  sie  rühren  von  Anziehungen,  die  umgekehrt  proportional  srrtJ 
dem  Quadrat  der  Entfernung,  her.    In  beiden  Fällen  kann  mao  die 


L 
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letrachtoBg  dieser  KrSfte  in  folgender  Weise  umgehen.  Geht 
lan  von  einem  heliebigen  Gleichgewichtszustände  aus,  nm  zu 
inem  andern  zu  gelangen,  und  vernachlässigt  die  Grossen 
!,....»<&,  80  hat  man,  unter  der  Voraussetzung  eines  isotropen 
iLorpers  ($.  111.) : 

Angenommen  nun,  man  könne  diesen  Gleichungen  genügen, 
wenn  man  X,  F,  Z  vreglässt,  und  seien  f^ ,  V] ,  ^|  die  dadurch 
•ich  ergebenden  Werthe  von  £,  v,  i,  so  wird  es  oft  nicht  schwer 
•ein,  gewisse  Grossen  fo>  ^o»  &>  'u  flnden,  der  Art,  dass  $iH-lo> 
ViH-Vo,  £i+&)  ^^^  i*  ^9  t  ^6"  Gleichungen  (39)  genügen.  Wir 
wollen  dies  in  den  beiden  berührten  Fällen  nachweisen. 


Seien  Jl,  F,  Z  im  Allgemeinen  konstant,  gleich  a,  6,  c, 
80  wird  man  leicht  finden: 

^=""2(G+3/>)'^*'  ^ö=^^  2(G+37^^*'   ^  =  "'2(G+3P)**-  ^^^ 
Denn  unter  dieser  Voraussetzung  ist 

_      2a ,D,^n.      4aP 

— '^2(P+3G)^^+^^""2(P+36?)+**-"" 

u.  8.  w.    Die  Werthe  (40)  sind  also  Werthe  von  So,  Vq,  ^,   wie 
lie  verlangt  wurden. 

Rühren  X,  F,  Z  von  Anziehungskräften  her,  so  seien 
Si  ß,  y  die  Koordinaten  eines  Punktes  des  anziehenden  Kör- 
pers; Wf  fff  z  die  des  betrachteten  Punktes  unseres  elastischen 
Kurpers;  M  die  Masse  dieses  Punktes;  ficcyßfy)  die  Dichte  des 
ttaehenden  Körpers  im  Punkte  (a,  ß,  y),  so  ist  die  Wirkung  des 
ttiMieoden  KOrpers  auf  den  Punkt  JU  nach  den  drei  Axen : 


350  Dienper:   Studien  9Ur  matketnäüBckeh 

WO  die  dreifachen  Integrale  auf  den  ganzen  an^siehenden  Körper 
auszudehnen  sind  und 

\  »  • 

Ä=  V'(T-ar)«+  (/3-y)HÖ'-2)" 
ist.    Daraus  folgt: 


Man  setzte  nun 


jyj-fJ^SaSßSr^s,  (b) 

so  folgt  aus  (a): 

vrobei  die  positive  Richtung  der  x\xen  von  {xyz)  gegen  {aßy)  geht 
Setzt  man  endlich 


^=  "^ffff^""^  ß'  y)  Ä8a8/J8y,  (d) 


so  genügen  den  (^39): 

._  1       ST        _     L__3^     ,.-  1       dT   ,,., 

Denn  aus  (41)  folgt:  ^ 

8^£o_^        1       88y 
8a:2  —      G  +  3/>  8a;3 
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rovoo  d|e  Summe 

st    Eben  so 

8*&)  .  3!tv,  .  8»&, 1__  refT     ^»X      3»r-| 

5^  +  dxBff  +  Sarai  ~     G  +  3/»  Vjdx»  +  3x3^«  "*■  80:8»^ 

(etsEt  man  dies  in  (39) ,   so  erhält  man: 

<^+*^  W  +  ^  +  1F)  ^^^\  dx^  +  8:c8y  +  8x8»/ 
=  ~ffff^»'  ß'  y)^8«9/S8y=-JC, 

L  h.  man  genügt  der  ersten  Gleichung.  Eben  so  würde  man  den 
Didem  zwei  genügen.  Kann  man  so  ^,  Vq,  f^  bestimmen,  so 
iraucht  man  nnr  die  allgemeinen  Werthe  von  |,  v,  {;  zu  suchen, 
reiche  den  Gleichungen  (39)  ohne  ^,  T,  Z  genügen,  um  die 
llgemeinen  Werthe  zu  haben,  die  den  (39)  mit  X,  F,  Z  genü- 
en  werden. 

Man  kann  das  Gesagte  auch  leicht  auf  die  Gleichungen  (27') 
nwenden»'die  in  diesem  Falle  sind: 

Gesetzt,  ^,  Vq,  to  seien  Werthe,  bestimmt  wie  so  eben,  so 
wird  man  bloss  die  allgemeinen  Werthe  von  £,  v,  £;  zu  suchen 
Üben,  welche  den  GleichuDgen: 


Btenger:    srudfen  sur  matSemaffscien 


=«-+''(i+5+©+-(i 


-    -"^4""  jjä  +  8f.  +  är.;  +2P(_ä3-.  +  p;+  8,V 


genfigen,  um  durch  Zufdgung  von  i„,  v^i  £u  ^'^  ^"  eftiallen,  ffl 
den  (42)  geiiürten.  Dass  man  ühnlldie  KesuKale  für  die  allgeniei 
Dero  Furmelii  (27)  erhalten  küniite,  ist  nicht  schtrer  zu  übersehei 


XXIl. 

Betrachtungen     ül.er     die     Gleichungen     (4^. 
sTersal-   und   Longitudinal-Schiringungeii. 


Die  Gleichungen  (43) 


die  allgemeineren: 


g=(G  +  /-0ß^J+2P^+(fl+H)Ä".Ü»U'*«.D*.^^. 


.(43^ 


worin  die  Bezeichnung  aus  §,  XI.  klar  ist,  n  iirden  bereits  in  @ 
integrirt  and  wir  haben  dort  ges(>lien,  dass  zu  jeder  Wetlebeni 
dreierlei  Wellen  gehJiren,  wovon  die  eine  ihre  Polarisationsricb- 
tniig  senkrecht  auf  die  Wellebene,  die  andern  zwei  in  der  Well- 
ebenehaben, undulle  drei  Richtungen  auf  einander  senkrecht  »teheD. 
Uie  ersten  Schwingungen  wollen  wir  desshalb  Longitudi 
nalscbwingungen,  die  andern  Ttansversalecb wingangea 
heissen.  Die  letztem  erzeugen  weder  Verdichtung  noch  Verdün- 
nung. Die  longitudinalcn  Schwingungen  pllanzen  sich  mit  derGe- 
schwindigkfeit  V  G  +  3P.  die  transversalen  mit  V  C  i- P  •)  fort 
(wobei  G^^O  ist,  wenu  miin  vom  natürlichen  Gleichgewichte  ans- 
geht).  Ist  «:r  +  6^+ci^0  die  Gleichung  der  Wellebene,  so  wird 
diePolarisationsricbtung  der  erstcrn  bestimmt  durch  die  Gleichungen: 

cos«  _cos|3  ^cosy 1         


*^(C+3/')+(H+5ß)r^    und  •r(6-|-/')  +  l3r+fl)r». 


n  ilic«e  Grötien  (g.  WIIU: 
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ftengar:    Studien  *ur  mathemBtltchen 
wobei  entweilcr 

oder 

Ä=:rV(G4^)  +  (-fl  +  3I)r»,    nco8«+icosjS  +  ccosy  =  0, 
cos^o  +  cns^^  +  eosSy^l. 

Die  GrSsse  A  in  (44)  bleibt  willkfihrlich.  Ein  jedes  der  ol 
gen  16  Systeme  genügt  fiir  sich  den  (43')  i  die  Suimiie  mebrer 
oder  aller  genügt  eben  so,  H'obei  die  willkShrlicbe  Konstante 
bei  jedem  eine  undere  sein  kann.  Lüi^st  mau  n,  h,  c  alle  mii 
lieben  Werthe  durchlaufen,  so  erhält  man  durcb  Si 
allgemeinere  Integrale,    (g.  XIX.) 

Da  man  hat: 

i!pg+(G  +  P)i)'E  =  2P.?|+(G+/>)j|  +  (G+P)(»'l-g) 

4».0».||  +  (a+S)./)».ß»|=/)'.[4S.^  +  (J(  +  Jt)B»s] 

n.  H.  w.,    80   wird  man    die   Gleichungen   (43')  auch  in    folgend 
Form  schreiben  können: 

g=[(G+3P)  +  (iI+51t)fl».]|? 

|^  =  KG+3P)  +  (iHäll)ß",]?^ 

+  [,G.«  +  ,..«,Z.,Ü(--|)  +  ^(£-|)],( 
?5=[(G+3/>)  +  (Jl  +  5B)fl».]|? 


Tkearte  der  eißUUcUn  Körper.  S5B 

1  welchen  Gleichungen  die  gedrängte  symbolische  Bedeutung  da- 
jerch  leicht  verständlich  werden  wird »  dass  wir  die  erste  dersel« 
^  etwas  aasföhrlieher  schreiben.    Sie  wäre: 

+(«+»)»'[4(|-9+l.(g-S)J 

n  wnr  nns  erinnern,  dass  •^.tt=g~2  +  g~ä  +  ä^' 

Aus  den  Gleichungen  (46),  welche  identisch  sind  mit  (43')^ 
nun,  dass  die  Longitudinalschwingungen  sowohl  als  die  Trans* 
Ischwingungen  für  sich  allein  bestehen  können.  Es  folgt 
allerdings  bereits  schon  aus  dem ,  was  wir  in  §.  XVII.  ff.  ge- 
haben; jedoch  mag  es  nicht  ohne  Interesse  sein,    es  hier 

mals  zu  erweisen. 

Angenommen  nämlich,  man  habe  bloss 

^=K«+«+<«+»)^]  ß(^-|) + k  (l-l)].  1  m 

5=[<c+««.„,«.,(:ißj-i).  1(1-1)]. 

id  man  setze  fnr  £,  r,  ^  eines  der  Systeme  (45),  so  ergiebt  sich 

*co«  a^  [( G+ P) + (Ü  +  tl)  r^]  [r*  cos  üf  —  a  (a  cos  a + 6  cos  j5 + c  cosy)], 
»co«/J=[(G+P)+(il+Ä)r2][r2cosi3-6(acosa+6cosiS+ccosy)], 
«co«i7=[(6'+P)  +  (il+:K)r*][r2cosy  — c(acosa+6cos/?+ccosy)]. 

Aus  diesen  Gleichungen  folgt  ganz  unmittelbar,  indem  man 
s  erste  mit  a,  die  zweite  mit  6,  die  dritte  mit  c  multiplizirt  und 
dirt: 

f«— [(!C?+/^  +  (il  +  «)r2](r2— r2))(acos«  +  6cos/S+ccosy)=0, 
b.  da  nicht  AT^rrO,  so  ist  nothwendig: 

«cos«  +  6cos/3+ccosy=0,    K^=:[(G'\-P)  +  (^Ü-{'%)t^]t'^. 


DIenger:    sttidlen  mw  mathematttchen 

Die  erste  dieser  Gleichungen  ergiebt  dann  auch,  dass  ö=g^+ä 
+  g-=0,    so  dass  dieselben  Werthe,    welche  den    (47)    genügt 

auch  den  (46)  Geniige  leisten.     Da  ©=0,  sn  sind  dies  Tranavf 
salschningungen,    welche  somit  Itir  sich  bestehen  künneo. 
Gesetzt  nun  treiter,  man  halie  bloss  die  Gleichungen: 

(48) 

13=  [fc  +  3/"  +  (fl  +  51!)0'.  J I® ,   ^^=[G+3P+(JH-Sa)0>.| 


=  [G  +  3P-KIItSJl)ff>.]K. 


und  setze  wieder  für  J,  v,  f  eines  der  Syatei 

,s«l-Ä(«coa^-6co: 


=.[G+3P+(il+5S)r''][r^ 


e  (45),  so  erhält  m» 

«)  +  c(«cosy— ccase 

*  ^+'^(6  coey—  ccosf 


=[C+3P+(1I +ÖS)7-5][r2cosj3  +  H{b  c„ 

Ä'cos, 

=[G+3P+(fl+Ö»)r»]L7-acos7+o(cc-osB-«cosy)+6(ccö8j3-Aco8y)j 

Man  multiplizire  die  erste  mit  b,  die  zncite  mit  a,  und  subtrahin 
so  hat  mau: 

(6cosc  —  acosj5) A'^:=0.    also  öcosa  — flcos^=0. 

Ehen  so  leicht  acosy  — ccosb^O,  öcosj"  — ccos^  =  0,   und  danB 

Ä^^  [G  +  3/*  +  (JH-  5«)ri']r''. 

isy— ccos«— 0,    ficosy — ccoa^=Q 


Aus  bcQsa  —  aco8p=0, 
folgt  aber  auch,   dass  zug 


ich: 


St    q_ 


Sf      Sv_ 


d.  h.,  dasB  dieselben  Werihe,  welche  den  (48)  genügen,  anch  dei 
(46)  genügen.  Daraus  folgt  der  hehanptete  Satz  unmittelbar. 
Kennt  man  die  altgemeinen  Integrale  Ton  (47)  und  (48),  »o  erfolgt 
aus  der  Summirung  heider  ein  Integral  von  (46). 


k—       Theort»  ä«f  tlatmcktn  Körper,  357 

XXKI. 

Hechanische  Bedeutung  »ler  Grösse  gy,y     (§.  VIII.) 

«vollen  ona  ein  Prisma  denken,    das  vertikal  auf^ehSngt 
lei  dasselbe  einer  Zugkraft  F  (auf  die  Einheit  der  Fläche) 

■nterworren ,  die  an  seiner  untern  Fläclie  an<rcbraclit  sei,  während 

tuf  die  Seitenflachen   keine   IVeniden    Kr&lte  wirken.     I^t  (Taf.  VI. 

Fig,  5.)  AD  die  Axe  der  x,    AB  die  der  y,    AE  der  i,   so  vrird 

nan  setzen  können: 

BO  a  und  (J  zwei  Konstanten  sind,  Uiese  Annahmen  genügen  den 
Gleichungen  des  §.  III.  und  widersprechen  der  Natur  der  Sache 
offenbar  nicht.  Hieraus  fnlgt  (§.  VIII.),  wenn  wir  den  Kürper 
als  isotrop  voraussetzen: 

^=d;,P„[ß-4«],  B'^SJ'Jiß-U],  C"=dü/'„[3|3-2tf],  B^C=C=Xi. 
Da  aber  auT  die  Seitenflächen  keinerlei  Druck  ausgeübt  wird,  so 
nässen  .-l^ß'^Oseici,  d.  h.  ß=iu,  also  C"=d„Po.lO<v-:^|3P/o; 
diese  Grösse  ist  aber  =:  F,    also 


ßtsX  aber  die  lineare  Verlängerung  f;j  des  Priai 
LSage  1^1;   daraus  folgt,  dass 


n'eun  seine 


die  Grösse  s-5~p"  bei  isotropen  Korpern  die  Ve/ISnge- 
rung  bedeutet,  welche  ein  Prisma  von  der  Lunge  1  er- 
leidet, wenn  iui  Sinne  seiner  Länge  auf  die  eine  Grund- 
fläche eine  Zuskraft  =1  (auf  die  Einheit  der  Fläche) 
aus|:eül>t  wird  irnd  die  andere  Grundfläche  fest  ist,  wäh- 
rend keine  Masseiikräfte  und  keine  seitlichen  Kräfte  auf 
dasselbe  wirken. 

Wir  schliesscn  hiemil  diese  Betrachtungen.    Es  lag  natürlich 

nicht  in  unserer  Absicht,  Anwendungen  auf  spezielle  Beispiele  tv 

(Dachen,  wir  wollten  nur  die  allgemeinen  Gesetze,  namentlich  die 

Bildung  der  allgemeinen  Uifferentialgleichungen  klar  und  nusfuhr- 

I  lieh   entwickeln,  und  müssen,  was  speziellere  Beispiele  anbelangt. 


3SS  Btenger:  Stttdtsn  %ur matAem.  Theorte der elatUschea  ITSrper. 

etwa  auf  das  bereits  in  der  l!lii)leitiing  berührte  Werk  von  liKm^ 
verweisen.  Lame  hat  allerdings  einen  durchaus  andern  Weg  ein- 
geschlagen, auch  in  »o  ferne  andere  Reüullate  erhaltenj  als  et 
von  schliesslich  zwei  bleibenden  Konstanten  in  den  Gleicbungeo 
(3!))  spricht,  nobel  er  natürlich  sich  denkt,  es  sei  vom  natürlichen 
Gleich»eH'icblszustande  aus^egani-en.  ti»  ivekhem  Falle  G=0 
würe);  andernfalls  enthalten  auch  unsere  (ileicfaungen  (diÜ)  zirei 
bleibende  Konstanten  P+ 6' und  2P.  Das  im  Vorstehenden  ErS^ 
tcrte  ist  hinreichend,  um  zum  Studium  eines  spezielleren  Werke» 
die  niithia;en  allfreineinern  Kenntnisse  zu  geben.  Der  Vorlheil  der 
obigen  Betrachtungen,  wie  sie  von  Navier,  Poisson,  Caucfty 
herrühren,  gegenüber  denen  von  Lam^,  scheint  uns  Vorzugs  weiss 
in  dem  klaren  Verständnisse  dessen  zu  liegen,  was  die  je»eiU 
eingeführten  Grössen  zu  bedeuten  haben,  wie  sie  folglich  zu  be- 
rechnen und  zu  behandeln  sind  —  ein  Vortheü,  der  gewies  nicht 
zu  niedrig  anzuächlageu  ist. 

In  der  vorliegenden  Arbeit  wurde  neu  gegeben:  die  Enl- 
wickelung  der  Gleichungen  (T)  bis  zur  vierten  Ordnung  und  Alles, 
was  nun  damit  zusammenhängt,  so  wie  die  Darstellung  in§.  XVIL 
auch  in  einer  Weise  elementar  geliibrt  wurde,  dass  zum  leichtem 
Verständniss  ein  vielleicht  nicht  unwichtiger  Schritt  gethan  wurde. 
Wie  inan  bei  wiiklichen  Beisfiielen,  alsn  bei  gegebenem  Anfani;»- 
ziistanile  sich  zu  benehmen  hi)l)e,  ist  allerdings  nicht  aus  einander 
gesetzt  worden,  jedoth  nach  allgemein  bekannten  Lehren  der 
hjübern  Mathematik  nicht  schwer  durchzuführen.  Die  g@.  VII.,  IX., 
XL.  XU.,  XV.,  XVI.  u.a.  m.  enthalten  ebenfalls  manches  Neue, 
so  dass,  wie  schon  Elugan<;s  gesagt  wurde,  in  dem  Vorliegenden 
nicht  bloss  alt  Bekanntes  aufgcliihrt  wurde. 

Schliesslich  mag  noch  eine  Bemerkung  in  liezug  auf  die  *■• 
Wendung  des  Vorstehenden  auf  die  Theorie  des  Lichtes  biet 
Platz  linden.  In  §.  II.  haben  wir  den  dortigen  zweiten  Fall  S|ie> 
ziell  als  hieher  gehörig  betrachtet,  und  behalten  uns  vor,  in  eioem 
folgenden  Aufsätze  denselben  zu  erörtern.  Man  bat  aber,  und 
vorzugsweise  Cauchy,  schon  die  ubige  Theorie  (erster  Fall  des 
§.  IL)  geradezu  anf  die  Lichtbewegungeu  angewendet.  Dabri 
stellte  sich  jedoch  der  Uebelstand  heraus,  dass  man  die  Licht 
Zerstreuung  (Dispersion)  nicht  erklären  konnte,  wie  dies  aus  §.  XIX. 
auch  hervorgeht,  indem  bei  der  (seither  gebräuchlichen)  Beschrgn- 
kung  auf  die  Gleichungen  ('27')  Wellen  von  verschiedener  OszUla- 
tionsdauer  mit  derselben  Geschwindigkeit  sich  fortpflanzen  wurden.  , 
Cauchy  bat  desshalb  durch  weiter  getriebene  „Näherung",  wi* 
er  sagt,  die  Dispersion  zu  erklären  gesucht.  Der  eigeutJicIw 
Grund  aeiner  Rechnungen  läge  in  der  Annahme  der  Gleichaogeii(27)r 


US  denen  atlerdinge  nach  §.  Xl\.  eine  Disperaion  folgen  würde. 
Allein  es  müsste  dieselbe  alisdnnii  auch  im  leeren  Räume  Statt 
Gnden,  was  abermals  den  Erscheinungen  widcrsprictit,  so  dass 
die  Caachy'sche  Theorie  «ieder  nicht  mit  iler  AVirkluhkeit  über- 
eintftinimt.  Wir  werden  im  Näcfistrolaenden  sehen,  dass  unter 
itn  Vnraits9etznnc>en  des  §.  II.  die  Dispersion  in  den  verschiede- 
DCD  Medien  sich  ganz  naiüriich  erklärt. 

Endlieh  ist  es  noch  meine  Pflittit,  an^nTühren,  dass  manche 
Anregungen  zu  obigen  .^iisriihrnngen  aus  genieinschaflliehen  Be- 
sprechungen und  Studien  mit  den  Herren  Professoren  Redten- 
liacfaer  und  Dr.  Wiener  der  hiesigen  polytechnischen  Schute 
ber vorgegangen   sind. 


M  i  8  c  e  1  1  e  Q. 


Folgerungen  aus  dem  in  Theil  XXII.  S.  3ti4.  bewiesenen  Satze. 

rm  Proftiaor   J.  K.  Sleczho wak !   an   der   Univeraitut 
SU    Krakan. 

r   Sflta.     Sei   ABC  (Taf.  VI.  Fig.  6.)    ein    geradliniges 

Dreieck,  in  welchem  der  Winkel  A  ein  spilEiger  Winkel  ist;  er- 
tichtet  man  auf  seinen  drei  Seiten  Quadrate  und  fällt  ans  dem 
Scheitel  C  aul'  Aß  das  Perpendikel  Cm,  so  ist  die  FISche  des 
aof  der  Seite  BC  kleiner  als  die  Snnime  der  Flachen  der  auf  den 
keiden  andern  Seiten  errichteten  Quadrate;  dieser  Ceherschuss 
int  gleich  der  Fläche  eincH  l{eclitecks,  dessen  zwei  anliegende 
Seiten  ^AB  und  Am  sind,  d.  h.  wenn  man  der  Kürze  halber  die 
Quadrate  auf  AB  und  AC  dnrch  P  und  Q  bezeichnet,  ßCDE 
=  P-t.Q^2ABxAm. 

Beweis.    Nach  dem  in  ThI.  XXII.  S.  364.  des  Archivs  bewje* 
len  Lehrsatze  ist; 

P+Q=BCCF. 

Da  aber  BCGF=BCMH,  so  ist  augenscheinlich  das  Quadrat 
BCDE  kleiner   als  das  Rechteck  BCMB,    also  kleiner  als  das 


Parallelneramni  BCGF,  und  eiiiJlich  bleiner  als  die  Summe  P+Q 
um  duH  Rechteck  DEUM,   A.  1. 

BCDE=P+Q-DEHM. 

Verlängere  mnn  HUt  b\f  I  so,  daes  HI=1AB,  und  treänze  dos 
Rechteck  //£/>/,  schneide  dann  auf  UE  HK=Am  ab  und  ziehe 
die  Gerade  KL  parallel  2u  Hl,  nelche  6W  in  iVacfaneiüet,  ziehe 
zuletzt  die  Diagonale  HP.     Im   Dreiecke  PHl  \st 

UN:ISP^UM:iai, 

well  aher  BM=DE  und  MI=DP,  so  ist  auch  HN:NP=DE\DP^ 
d.  i.  die  drei  Punkte  ^,  !S ,  P  liegen  in  einer  und  deräelb« 
raden  HP.     Uie  Figur  zeigt,    das» 


DEH!H=  HKJSM  +  DEKIS, 
md  bekanntlich  das  Rechteck  DEKN^ISLIM ,  desswegen 
DEUM=HKISia+NLI!\I=HILK=HlxHK=2ABxAm. 


also  BCDE  =  P  +  Q -'iABxAm.  w.x.b.w. 


eck, 


i  ABC  (Taf.  VI.  Fig.?.)  wieder  ei 
welchem  der  Winkel  A  ein  etumprer 
ist;  errichtet  nian  aul  seinen  drei  Seiten  Quadrate  nnd 
dem  Scheite]  C  auf  die  iie^enQherliegende  Seite  AB  das 
dikel  Cm,  so  ist  das  anl'  der  dem  stumpfen  Winkel  ^ 
liegenden  Seite  errichtete  Quadrat  grüsser  als  Hie  Sii 
Quadrate  auf  den  beiden  andern  Seiten ,  und  dieser  Uebers 
gleich  der  KISche  des  Rechlecks,  dessen  7,ivei  anliegeni 
"  ' "        '     '        '    '        '         die  oWge  llezeichnung    beibi 


liniges 


2AB  und  Am  : 


1  (rerad- 
Winkel 
rnlll  aus 

geniiber- 
iime  der 
:hu8s  ist, 


ind,    oder, 
BCDE=  P+  Q  +  l.lBxAm. 


ßetreis.  Nach  dem  vnrher  erwähnten  Lehrsätze  ist  P+0 
=  BCGFr=BCMU.  Da  aber  BCMH  =  BCDE—BEHM,  bo 
ist  auch  P^Q=HCDE~DEH!H.  Verlänttere  man  ED  bis  P 
so,  dahs  EP=^AB  sei,  und  schneide  auf  EH  Efi-Am  ab, 
ziehe  dann  KL  parallel  zu  EP,  welche  die  Seite  CD  des  Qua- 
drats im  Punkte  N  schneidet,  ziehe  endlich  die  Diagonale  El,  so 
kann  man  wieder  beweisen,  dass  der  Punkt  iV  In  dieser  Diago- 
nale lipüt.  IVun  ist  eiHichtlich,  dass  das  Rechteck  DEM» 
=  DEKN  +  HKI>/Jfl  sei  und  dass  man  statt  des  letztem  das  ihm 
gleiche  DJ\LP  nehmen  könne.     Auf  diese  Art  halien  wir 

P  +  Q  =  BCDE  -  DEHM  =  BCDE  -  (DEKTi^  HKNM) 

=  B  CDE  —  (DEKN+  DNLP)  =  BCDE  —  EKLP 

=BCDE^EPxEK=BCDE-2ABxAm, 


BCDE  =  P+Q  +  2ABxAm. 


«film.-  Etafacker  Beieeü  de*  Lehnax%ei,  »elcher  eU. 


XIX. 

iifacher  Beweis  des  Lehrsatzea,  welcher  behauptet, 

BBS  zwei  dreiseitige  Pyramiden,  die  einander  gegen- 
^dlich  (symmetrisch)  gleich  sind,  gleich  grossen Raum- 
in|ialt  haben. 


^ 


Von  dem 
Herrn  Reallehrer  P.  G,  H.  Heinemann 

in  Murburg*). 


Man  beschreibe  uro  eine  gegebene  dreiseitige  Pyramide  eine 
Dgel,  in  dereo  Oberfläche  die  liämmtlicheD  Eckpunkte  dieser  Py- 
inide  liegen. 

Man  erweitere  die  vier  tirenzflüchen  der  genannten  Pyramide 
is  zum  Durchschnitt  mit  der  Kui>eloberf1äche. 

Man  hat  alsdann,  wie  Taf.  VII.  Flg.  I.  zeigt,  ausser  der  drei- 
l^tigen  Pyramide,  die  wir  mit  P  bezeichnen  wollen,  noch  fol- 
[cnde  zwei  Arten  von  Raumstiickeri  in   dieser  Kugel   dargestellt: 

1}  Sechs  zweieckige  Stücke,    welche   längs  den   Kanten  der 

keiseitigen    Pyramide   liegen.     Sie   sind    in    Taf.  VII.  Fig.  1.  mit 

ii%>  >a>  St.  s$  und  sg    bezeichnet.      Jedes    derselben    ist    einge- 

lossen    von    zwei  ebenen    Kreissegmenten,    welche    zu  Kugel- 


*)  Gleich  nnahdem  icli  meinen  BewHa  diesea  Satzes  im  lielienten 
Iril«  iieter  Zeitschrift  peg.  281.  u.  ff.  bebannt  gemai^ht  hntte,  fand 
leincmaan,  welcher  damnla  mein  Zuhrirer  war.  den  Tcitliegen- 
10  Beweia  nnd  theille  ihn,  mir  iind  einig-en  Freunden  mit.  Da  mir 
Itatcr  neue  Beweis  tehr  inlcrHsaant  xu  sein  svheint,  so  habe  ich  Htrin 
laiBeniaan   eraacht,    ihn  zn  verüffcnt liehen.  Prof.  Hesiel. 

Ilieil  XXni.  35 


fftfftteManfi;    Btnfaeher  Beteea  da  tehrsa/tet, 

kreisen  gehören,    und   von  einem    zneiecki^en  KugelllächenBtücl 
das  von  den  Bögen  dieser  Kreissegmente  begrenzt  ist. 

2)  Vier  dreieckige  Raumaliiclfe,  welche  auf  den  ürenzfläcbe 
der  Pyramide  aufliegen.  Sie  sind  in  Tal'.  VII.  Fig.  1.  bezeichi 
mit  dl,  «^2,  d^  und  d^.  Jedes  derselben  ist  eingeschlossen  t 
einem  ebenen  Dreieck,  ivelcbes  zugleich  (irenzOäche  der  Pyn 
mide  ist,  von  drei  ebenen  Kreissegmenten,  »eiche  in  den  Erwe 
terungen  der  drei  übrigen  Grenzllächen  der  Pyrtimide  liegen 
von  einem  dreieckigen  Kugelllachenstfick,  das  durch  die  Bögt 
dieser  drei  Kreissegmente  begrenzt  ist. 

Stellt  man  das  zu  ein<:r  beliebigen  Spiegelebene  VV 
hürige  Spiegelbild  der  su  zerlhelllen  Kugel  Tal.  VII.  Fig.2. 
Bo  enthält  dasselbe  ein  S|.iegell)ild  der  in  Taf.  VII.  Kig.  1.  vorh« 
denen  Pyramide,  welches  vTlr  mit  J7  bezeichnen  wollen.  UasseRi 
enthält  aber  auch  die  ztveieckigen  Ra^mstiicke  (F|,  a^»  ('s 
und  ffg,  die  der  Ordnung  nach  die  SpieL'elbllder  der  Stück i 
H'  '*'  ^5  ""*'  ^s  ^'"<^'  ^^  enthält  endlich  die  vier  Raumstück 
äi,  6^,  dj  und  6^,  welche  der  Reihe  nach  die  Spiegelbilder  d| 
Raumstiicke  d,,  d^,  d^  und  d^  sind,  / 

Bezeichnet  man  die  Kugel  in  Taf.  VII.  Fig.  1.  mit  F  und  d 
ihr  congruente  in  Taf.  VII.  Fig.  2.  mit  <P,  so  kann  man  die  A 
balte  beider  Kugeln  ausdrücken  durch  folgende 

woßir  wir  setzen  wollen: 

F^/'  +  S  +  ß 
und 

«P  =  JT+[0,  +  ff,  +  ff3  +  fl»  +  Cs  +  09]  +  [d,+Jg  +  dj+Jj| 

was  wir  bezeichnen  wollen  durch: 

.«.„  «P— r/+z  +  ^. 

Nun  ist  jedes  der  Stöcke  %,  s^,  %,  s^,  j^  und  jj  der  Ordnanf 
nach  congruent  dem  mit  derselben  Ordnungszahl  bezeichneten 
unter  den  Stücken  Oi,  o^,  Og.  04,  a^  und  a^,  denn  es  ist  z.  B. 

Ji  ^  öl , 
weil  der  Neigungswinkel  der  beiden  Ebenen  anb  auf  amft  in  Taf.  VIL 
Fig.  1.  gleich  ist  dem  Neigungswinkel  der  Ebenen  ff|»|Ai  auf  <iim]6| 
in  Taf.  VII.  Fig.  2.,  während  zu^eich  die  Kreissegmente  anb  mi 
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|jii6i,  sowie  die  Kreissegmente  amb  und  a|ifi|6|   einander  con- 
ment  sind. 

Es  foln^  hieraus»  dass 

Sz=£ 

bt 

Es  ist  ferner  jedes  der  Stficke  di^d^f  d^  und  ^4  der  Ordnung 
Mch  an  GrOsse  gleich  dem  mit  gleicher  Ordnungszahl  bezeich- 
nen unter  den  Stöcken  ^i,  ä^,  d^  und  ^4;  denn  es  geht  diese 
jbfehheit  z.  B.  fär  di  und  di  daraus  hervor »   dass 

^  [di+Si+H  +  nmiSi  +  o^  +  if^+c^] 

t,  indem  die  Kugeisegmente  [di+Si+s^+s^']  und  [^i-f^^i-f^'a+^^s] 

kder  congruent  sein  müssen,    ireii  ihre  kreisförmigen  Grenz- 

shen»    in  weichen  die   einander  congruenten  Seitenflächen  aob 

QiOibi   der  Pyramiden   liegen,   in  den  beiden  einander  con- 

iten  Kugeln  F  und  <P  gleich  weit  von  deren  Mittelpunkten  ent« 

it  sind,  während  die  Gleichheit  der  Summen  [^^-f  ^  +  ^5!  ond 

-ftf^  +  ^'s]   daraus   folgt,    dass    die    einander   entsprechenden 

ler  derselben  congruent  sind. 

Ist  aber 

dizizöi,  122=^2»    «?8=^j  «nd  124=^4; 
to  ist  auch 

Da  also  Oberhaupt 

4m 

5  =  2?, 
0  wie 

it,  so  ist  auch 
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Ein  Beitrag  zum  geometrischen  Zeichnen.^ 


Herrn   Christoph  Paulus, 

Mathematik    nn   der   Erziehungaaiialalt    aaf  flin 

Ludwigaburg. 


der  Behörden  und  Lehrer  di 
nelir  Ausdehnw 
für  die  Induati^  j 

Irie,  dem  rs  d  f 
'on  grosser  Wick  J 
'■"'■htszweig  in  ■ 


Mit   Recht   wird   von  .Seltei 
Uuterricht  im  geometrischen    Zeichnen  immer    r 
eingeräumt,    denn   ea  ist  dieses  Fach   nicht  nur 
durch  eeiue  vielfache  Anwendung  in  den  Generl 
für   den   theoretischen   Unterricht   in   der   Geonie 
frisches  und  reges  Leben  eiijzuhauchen  vermag,  i 
tigiceit.     Auch  hat  nicht  leicht   ein  anderer  Untei 
kurzer  Zeit  gleicii  grosse  Fortschritte  gemacht.    Es  ist  nicht  ni}tl 
in  dieser  Beziehung  an   die  rasche  Entnickelung  der  Projekti 
lehre  (g^nmetrie  descriptive)  zu  erinnern,    welche  fast  ihrem 
zen   Umfange   nach    ein    Produkt   der   neueren    Zeit    ist   und 
höheren  Theil    des  geometrischen   Zeichnens,    die  Zeichnung  defi 
liürperlichen   Gestalten    in  sich    schliesst;    denn    auch    der    erst^ 
niedere  Theil    des  geometrischen  Zeichnens,    nämlich  die  Leblt 
Ton    den    Construktronen   ebener   Gestalten,    hat  eine  reiche  Enl- 
wickelung  hinter  sich.     Zu    diesem    ersten    Theile    des   genmel'i- 
flchen    Zeichnens    rechne    ich    nicht    nur   die  ('nnslruktioii   eiientf 
Figuren    auf  dem  Papiere,    äondern    auch    diejenige,    welche 
Dienste   der  Feidmesskunst  auf  der  ülierfläche  der  Erde  vo^ 
nommen   wird.     In  beiden  Beziehungen  sind  Fortschritte  gemacht 
worden.    Ich  erinnere  nur  an  die  neueren  Leistungen  hinsichtlich 
der  Conetruktion  der  In-  und  umbeschriehenen  Vielecke,  niaoch«> 
Construktionen  am  Kreis    und  einer  noch    grösseren  ZabI  so  da 
KegelschDitleo,  an  die  neueren  Mittel,  gerade  I^inieo  auf  dem  Ftlde 
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liszDsteclieD ,  tlie  Hindernisse  lialher  mclit  visirt  werden  künneD, 
Bi)  an  manches  Andere.  Zu  diesen  iiiaterielleD  Fortschritten  ge- 
tlleo  sich  noch  andere  formelle,  die  Methode  des  geometrischen 
teichnens  betreffende,  welche  von  nicht  geringerer  Bedeatung 
Ind.  Uiezü  rechne  ich  dasjenige,  was  geschehen  ist,  um  die 
Itundlagen  des  geometrischen  Zeichnens,  das  Ziehen  von  Gera- 
en  und  Kreislinien,  oder  also  den  Gebrauch  des  Lineals  und  dea 
itkels  selbst  einer  Untersucbuug  zu  unterwerfen,  und  zu  bestim- 
Ko,  in  wie  weit  diese  Grundlagen  für  das  Zeichnen  iiolhvrendlg 
nd  unentbehrlich  oder  zulässig  und  viirtheilhart  seien.  Mit  die- 
SD  Untersuchungen  haben  sich  in  neuerer  Zeit  angesehene  Malhe- 
litiker  dreier  Nationen  beschäftigt. 

Der  Italiener  Mascheroni  hat  in  seiner  „Geometrie  des 
iikels",  von  Carette  in's  Französische  und  von  Grüson  in'a 
lentsche  (I82S)  übersetzt,  gezeii;t,  dass  alle  geometrische  Con- 
hilitionen  allein  schon  durch  den  Zirkel  ohne  Gebrauch  des 
Ineals  aufgeführt  »erden  können  und  dass  häuGg  diese  cirku- 
iren  Coastruktionen  vor  denen  des  Lineals  durch  eine  grössere 
EbSrfe  sich  auezeichnen,  wodurch  sie  besonders  iiir  Mechaniker 
C  Anfertigutig  feiner  Instrumente  sich  eignen  sollen.  Geniss 
\,  das«  diese  Methode  geliannt  zu  werden  verdient  und  im  geo- 
ibiscben  Zeichnungsuntenichl  nicht  ganz  übergangen  tverden 
Ite.  Schon  wegen  der  Vermehrung  deä  Uebungsmaterials  ver- 
tat  sie  Beachtung. 

Pranzrisische  Mathematiker,  Brianchon,  Poneelet  u.  A., 
ben  schon  längist  auf  zahlreiche  geometrische  Construktionen 
■gewiesen,  welche  blos  millelsl  des  Lineals  ohne  Hilfe  des 
;bels  ausgeführt  werden  können.  Diese  lineare  Construktion 
t  übrigens  eine  ziemlich  beschrankte  Anwendung,  denn  es  eig- 
n  sieb  für  dieselbe  nnr  die  Figuren  von  ganz  allgemeinem 
ariikter.  Wenn  eine  Figur  durch  Gleichsetzung  gewisser  Ele- 
inte  bereits  eine  gewisse  Symmetrie  oder  Regelmüssigkeit  an 
h  trägt  und  dadurch  eine  besondere  Art  von  einer  allgemeinen 
ittung  vertritt,  so  ist  sie  nicht  auf  linearem  Wege  zu  construi- 
0.  So  kann  man  auf  linearem  Wege  wohl  vier  harmonische  Punkte 
er  einen  harmonischen  Viersfrahl  construiren,  nicht  aber  eine 
trecke  oder  einen  Winkel  halbiren,  verdojijieln  und  auch  nicht 
irei  auf  einander  senkrechte  oder  zwei  einander  |)arallele  Gerade 
eben;  auf  linearem  Wege  kann  man  ferner  wohl  eine  Figur 
lehnen,  welche  einer  anderen  gegebenen  collineär  ist,  aber  nicht 
be  solche,  welche  ihr  affin,  ähnlich  oder  congruenl  wäre;  auf 
learem  Wege  kann  man  sodann  wohl  ein  Vieleck  von  allgemei- 
|)r  Gestalt,   aber  nicht  ein  gleichscbenkliges  oder  gleichseitige« 
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Dreieck,  ein  Qusdrat,  Rhombus,  Rechteck  und  überhaupt  oidrt  I 
ein  PaTallelo^ramm  zeichnen;  aul'  linearem  Wege  kann  man  enik  I 
lieh  wohl  eine  Curve  /.tveiter  Ordnung  construiren,  welche  durch  1 
fSnf  Elemente,  seien' es  Punkte  oder  Tan^entenricbtungen,  gege-  ' 
ben  ist,  aber  nicht  eine  Pamhel,  welche  durch  vier  Elemente  he>  *, 
stimmt  ist,  auch  nicht  eine  gleichseitige  Hyperbel,  noch  ein«  " 
Kreis,  wenn  diese  Cnrven  durch  drei  Elemente  gegeben  sind  *■ 
Trotz  dieser  beschränkteren  Anuendung  verdient  die  lineare  CoK  i* 
struktion  um  so  mehr  Beachtung,  aln  sie  nur  die  einfachsici  ^ 
Elemente  des  Raumes  zu  ihrem  Znecke  gebraucht  und  daha  ^ 
eine  ticl'e  Einsicht  in  die  Natur  der  Raumgestalten  vorauBsetrf  '1 
und  verlangt.  Sie  hat  daher  auch  bis  in  die  neueste  Zeit  nidit  M 
aufgehfirt,  dem  Forschunst»geiste  der  (ieoniPter  Nahrung  zu  geh«.  ■ 

Zwischen  den  zwei  Extremen  der  linearen  und  der  cirkulSioi  .a 
Construktionsmethnde  hat  Professor  äteiner  einen  Mittelweg  I»  y 
einem  besonderen  Werkchen  (1832)  bekannt  gemacht,  eine  hediogliJ  J 
lineare  Construktionsweise,  H'elche  sich  zwar  auf  den  ausscblies»  J 
liehen  Gebrauch  des  Lineals  beschränkt,  aber  doch  dabei  coran»  ^ 
setzt,  dass  in  der  Ebene  des  Zeichiiungf'eldes  ein  fester  Kreü  ^ 
gegeben  oder  zu  ziehen  erlaubt  ist.  Diese  bedingt- lineare  Cor-  j 
struktion  ist  nteht,  wie  die  rein-lineare,  blns  aufeine  kleinere  ZaU 
von  Figuren,  sondern  ganz  allgemein  auf  alle  Figuren,  auch  auf  j 
die  symmetrischen  und  regelmässigen,  anwendbar,  führt  aber  niiiU  J 
selten  zu  ziemlich  grossen  Verwickelungen.  Wenn  man  gestattt^  j 
den  Hiifskreis  so  zu  ziehen,  nie  es  für  die  jeweiligen  UmstSnde  j 
am  zweckmässigsten  ist ,  so  macht  sich  die  Cnnstruktion  oft  ein;  ^ 
facher  als  man  eruartete.  Wird  der  Gebrauch  des  Zirkels  nocl  a 
etwas  mehr  frei  gegeben  und  erlaubt  man,  zwei  feste  Kreise  nai^  1 
Wahl  zu  ziehen,  so  gewinnt  die  Construktion  hSufig  eine  flbaif  1 
raschend  einfache  Gestalt,  welche  nichts  zu  wünschen  übrig  tiot  I 
und  vor  jeder  anderen  den  Vorzug  verdient.  Ich  verweise  in 
ser  Hinsicht  auf  die  bedingt  lineare  Construktion  der  Kegelschnitte, 
welche  ich  im  VI.  Buch  meiner  Grundlinien  der  neueren  Geometrie 
mitgetheilt  habe,  sowie  auf  den  letzten  Abschnitt  (D)  dieser  v<u- 
liegenden  Abhandlung. 

Wie  es  nun  aber  für  die  Methode  des  geometrischen  Zrid» 
nens  von  grosser  Wichtigkeit  war,  die  Dienste  kennen  zu  le 
welche  von  den  gehräuchlicbslen  Instrumenten  zu  erwarten  sind, 
und  die  Vortheile,  welche  mit  dem  Gebrauch  des  einen  oder 
anderen  verbunden  sind,  so  ist  es  nicht  minder  nnthwendig,  auch 
die  Ebene,  auf  welcher  die  Construktion  vollzogen  werden  soll. 
einer  Untersuchung  zu  unterwerfen.  Denn  mit  dem,  dass  die  Figii 
aus  dem  abstrakten  Reich  des  Gedankens  heraus  in  die  Wirkße^ 
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It  der  Welt  bereiolreten  und  wirklich  construirt  werden  soll,  hat 
«  sich  Dicht  nur  Dach  den  Instrumenten,  welche  h'tebei  dieneD 
nnen,  umzusehen,  sondern  man  hat  auch  den  Kaum,  hier  dia 
»ene  kennen  zu  lernen,  welche  die  Fi^ur  fassen  soll;  ireil  auch 
Ebene  die  CiivollkoiuiueNheilen  der  BealiCät  an  sich  trageu 
d  der  Ausführung  neue  .Schwierigkeiten  in  den  Weg  setzen  kann, 
■che  durch  neue  Uilfsniiltel  der  Wissenschaft  überwunden  wer- 
I  müssen.  Solche  Schwierigkeiten  werden  sich  in  dem  vorlie- 
iden  Falle,  theils  aus  der  Begreneung  und  der  damit  verbun* 
nen  beschränkten  Ausdehnung  der  Ebene  erheben,  welche  zur 
pstruktion  dargeboten  wird,  theils  aber  auch  aus  den  Uneben- 
iten  ihrer  Oberfläche.  Uiese  Schwierigkeiten  sind  nun  zwar 
her  doch  auch  nicht  in  ihrem  ganxen 
und  desshalb  konnten  die  ftlittel  ihrer 
leit  auch  nicht  namhaft  gemacht  wer- 
Plan  der  fnlgenOen  Zeilen,  nämlich  eine 
eine  ebenso 
r  Reihe  meist 


Ither   Dicht    übersehen , 
nfange  aufeefasst  wordet 
)bung  in    ihrer  Allger 
liegt  in  d< 

tfassende   Beleuchtung  jener   Schwierigkei 
gemeine  LSsung  derselben  ;  das  erste  t 


ner  Aufgaben,  das 
iflüsungen  führen. 


eite  1 


eiiiigüo  allger 


u  Methoden  ihrer 


A.    KnsiigSnglitbo   Fignren. 

In  der  Feldmesskuust   heisst   man  einen  Punkt  unzugänglich, 

n  «T  so  gelegen  ist,  dass  kein  gangbarer  Weg  xn  demselben 

hrt,  während  er  übrigens  von  verschiedenen  Punkten  der  Ebene, 

der  er  liegt,    gesehen    werden    kann.     Diese    Unzngänglicbkeit 

,  Iceine  absolute;  sie  macht  es  zwar  uiimüglich,  die  Entfernungen 

tes  Punktes   von    den  anderen  Punkten  der  Ebene   unmittelbar 

messen,  aber  sie  gestattet  doch,  Richtungen  zu  ziehen,  welche 

rch    denselben    gehen.     Der  Punkt  ist  also  fiir  die  in  ihm  €0u- 

Igirenden  Richtungen    zugänglich   und  diese  Zuganglichkeit  bie- 

sodann    auch   die   niithigen   Mittel,    um  die   Entfernungen  dea 

iktes   von    anderen  gegebenen  Punkten  der  Ebene  zu  berech- 

,    In   einer  reineren   Form    treten    die   unzugänglichen  Punkte 

u  geometrischen  Zeichnen  auf,  wo  von  einer  unendlichen  Ebene 

ein  kleinem  Stück  im  Rahmen    der  Zeichnung  eingeschlossen 

[geben  ist.     Alle  Punkte  dieser  Ebene,    welche  ausserhalb  des 

thmens    der  Zeichnung    liegen,    sind  absolut  unzugänglich;     es 

weder  die  Entfernung  eines  solchen  Punktes  von  einem  an- 

ren  Punkte  der  Ebene  unmiltelbiir  gemessen,   noch  können  auf 

piittelbare  Weise  Richtungen  gezogen    werden,   welche  in  dem- 

Ibeo  convergiren.     Das  erste  dieser  Merkmale,   nämlich  die  un- 

ttelbare  Maassnahme  der  Entfernung  zweier  Punkte,  setzt  aber 
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das  ziTGite,  nämlich  das  Ziehen  der  in  dem  Pnnkte  converßiren- 1| 
den  Richtungen  voraus;  da  eine  Strecke  nicht  nieo^^bar  ist,  veDB  h 
sie  nicht  gezogen  werden  kann.  Üas  Hauptmerkmal  der  UiiBii- 1 
gSoglichkeit  eines  Punktes  besteht  also  darin,    dass  Kichlunges,  ( 


nelche    durch  denselben 
werden  fcirnnen. 

Ein  Punkt  heisst  al 
dernisse  halber  nicht 
mittelb 


geher 


seihe 


iollei 


iuht  unmittelbar  gezogen  L 


unzugänglich, 
stattet    ist,    ßi 


Der  Rahmen  der  Zeichnung  in!  nun  aber  von  einer  unendlichn  ^ 
Ebene  umgehen,    deren  Punkte  sämnitlich  unzugSnglich  xind  tmitf^ 
welche  sich  nach  Belieben  zu  unzugänglichen  Figuren  gruppiren  laaswL  |^ 
Zwei,  drei,  vier  oder  mehrere  unzugängliche  Punkte  bilden,  w«mH 
sie  in   einer   Richtung    liegen,    eine    zwei-,    drei-,    vier-   od« 
vielpünktige   unzugnngliche    Reihe,    und  iTenn    von  jenen 
Punkten   nicht   drei   in   einer  Richtung  liegen,    so  bilden    sie  eine 
nnEUgängliche  Strecke,  ein  unzugängliches  Drei-,  Vier- 
oder   Vieleck.      Wenn   sich    ein   Punkt   in  der  nnzugänglickt 
Ebene  bewegt,    so   beschreibt  er  eine   unzugängliche   LiDift 
Eine  Gerade    oder  eine  Curve   lieisst   daher   unzugänglich,    we« 
alle  ihre  Punkte  unzugänglich   sind.     Es   versiteht  sich  aber  t« 
selbst,    dass   solche  Linien   auch  zum   Theil   zugSnglich  und 


Tbeil  unz 

ugänglich  sein   können.     \Ve 

nn  eine  Linie  ganz  zuging- 

lieh  sein 

soll,    so  uiuss  sie  in  sich 

ellist  zurückkehren    wie  der 

Kreis,  di 

B  Ellipse  etc.;  die  Gerade  ka 

n  nie  ganz  zugänglich,  woU 

aber  gan 

unzugänglich  sein. 

Trotz  ihrer  ünzugänglichkeit  kclnnen  solche  Figuren  Tollko«- 
men  bestimmt  sein.  Durch  zwei  zugängliche  Gerade,  die  aber 
nicht  bis  zu  ihrem  Durchschnitt  verlängert  «erden  können,  wird 
ein  unzugänglicher  Punkt  bestimmt ;  durch  drei  solche  Gerailft 
welche  nicht  in  einem  Punkt  convergiren,  wird  ein  unzugänglicbe« 
Dreieck;  durch  vier  solcher  Geraden,  von  welchen  nicht  drei  iB 
einem  Punkte  convergiren,  werden  sechs  unzug.'inglicbe  Punkte, 
welche  vier  dreipQnklige  Reihen  und  drei  einfache  Vierecke 
den,    bestimmt;     iiberhaupl    werden     durch    n    solcher    Geraden 


1.2 


izugängliche  Punkte  bestimmt,  welche  n  unzugänglicbe 
Eugänglicbe  einfache  Vielecke 

zusammensetzen.  Durch  drei  unzugängliche  Punkte  wird  auch  ein 
Kreis  bestimmt,  der  wenigstens  zum  Theil  unzugänglich  ist,  durch 
vier  solche  Punkte  wird  eine  unzugängliche  Parabel,  durch  tQnf 
eine  wenigstens  zum   Theil  unzugängliche  Curve   zweiten  Gr&det 
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od  durch  mehr  Punkte  eine  «nm  Theil  unzugängliche  Curve  hühe- 
kr  Ordnung  bestimmt.  Das  liletne  Sti'icii  Her  Ebene,  welches  im 
bthmen  der  Zeichnung  eingeschlossen  und  dem  ungehinderten 
Sehrauche  überlassen  ist,  reicht  nlso  hin,  um  alle  nur  denkltare 
nguren  zti  bestimmen,  die  ihrer  Hauptaitsdehnung  mich  in  dem 
mzugänglicben,  unendlichen  Theil  der  Ebene  liegen,  welche  das 
Eeichnungsreld  amgiebt. 

Mit  allen  diesen  unzugänglichen  Gestalten  ist  jedoch  der  in 
lede  stehende  Gegenstand  noch  nicht  erschSpIt;  denn  es  war 
lisher  nur  von  der  Un/ugänglichkeit  die  Rede,  welche  in  der  b&- 
chDInkten  Ausdehnung  des  Zeich  nun  gs  Tel  des  ihren  Grund  bat. 
Ein  anderer,  eben  so  sehr  zu  beachtender  Fall  der  UnzugRnglich- 
«it  entwickelt  sich  ans  der  Beschaffenheit  der  Oberlläche,  auf 
ler  gezeichnet  werden  soll.  Dieser  Fall  tritt  ein,  wenn  man,  wie 
olches  beim  Feldmessen  geschieht,  mit  den  Unebenheiten  der 
Erdoberfläche  zu  kämpfen  hat,  die  hier  als  Zeichnungsebene  dient. 
[KBee  Unebenheiten  und  auch  schon  die  grossen  Ausdehnungen, 
tie  bier  in  Betracht  kommen,  machen  Verändenmgen  des  Zeich- 
lens  und  Construitens  nothwendig,  die  tis  auf  die  Elemente  des- 
teHien  sich  erstrecken.  Ein  eigentliches  Ziehen  der  Linien  ist 
dcfat  möglich;  man  belracblet  vielmehr  eine  Linie  als  gezogen, 
■enn  dieselbe  dnrch  eine  Reihe  von  lotbrechten  Stäben,  die  in 
feineren  .'Vbstnnden  auf  einander  folgen  und  als  Punkte  liguriren, 
hrero  Vertauf  nach  bezeichnet  ist.  Sind  zwei  solche  Punkte  ge- 
geben, zwischen  welchen  man  ungehindert  sehen  kann,  so  kat)n 
■uch  eine  Gerade  unmittelbar  durch  dieselben  gezogen  und  soweit 
rerlängert  werden,  als  das  Auge  sehen  kann,  d.  h.  man  kano 
nvischen  jenen  gegebenen  Punkten  und  ausserhalb  derselben  auf 
|er  durch  sie  bestimmten  Geraden  weitere  lothrechte  Pfähle  in 
üeineren  Distanzen  auFpfianzen.  Wenn  aber  zwischen  den  gege- 
benen Punkten  ein  undurchsichtiger,  hoher  (iegcnstand  sich  vnr- 
Eodet,  so  dass  von  dem  einen  jener  Punkte  der  andere  nicht  mehr 
Hsehen  wird,  so  kann  die  durch  jene  Punkte  bestimmte  Gerade 
licht  mehr  gezogen  werden,  obgleich  die  zwei  gegebenen  und  fast 
alle  Punkte  der  Geraden  vollkommen  zugänglich  sein  können.  Hier 
tat  man  den  Fall  einer  unzugänglichen  Richtung  inmitten  lauter 
BOgänglicher  Punkte. 

Eine  Richtung  beisst  also  unzugänglich,  wenn  es 
Bindernisse  halber  nicht  gestattet  ist,  Punkte  unmit- 
ielbar  auf  derselben  zu  bezeichnen. 

Die  unzugängliche  Richtung  führt  selbst  wieder  zu  unzugäng- 
iRchen  Figuren.     Zwei,  drei,  vier  oder  Qberhaupt  n  unzugängliche 
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Richtungen  bilden,  wenn  »ie  in  eioem  Punkte  convergireu,  dnen 
unzugänglichen  'i.vie\-.  Drei-,  Vier-  oder  nStrahl,  «ena 
aber  nicht  drei  derselben  in  einem  Punkte  convergiren,  so  bilder 
sie  einen  unzugänglichen  Winkel,  ein  unzug&nglichei 
Drei-,  Vier-  oder  nSeit.  Wenn  sich  eine  unzugängliche  Rich- 
tung in  einer  Ebene  bewegt,  so  hüllt  sie  eine  unzugängliche  Cune 
ein.  Es  kiinnen  übrigens  die  Richtungen  einer  Figur  aach  zum 
Theil  zugänglich  und  zum  Theil  unzuglinglich  sein. 

Solche  umtu gängliche  Figuren  künnen  durch  zugängliche  PunLta 
vollkommen  bestimmt  sein.  Zwei  zugängliche  Punkte  bestimmen 
eine  unzugängliche  Richtung,  auf  welcher  keine  anderen  Pualtlfl 
unmittelbar  bestimmt  werden  können-  durch  drei  solcher  Punkte» 
die  nicht  in  einer  Richtung  liegen,  wird  ein  unzugängliches  Ur*i' 
seit,  durch  vier  solcher  Punkte,  von  welchen  nicht  drei  in  räo« 
Richtung  liegen,  werden  sechs  unzugängliche  Richtungen  bestinunb 
.  die  vier  unzugängliche  Ureistrahlen  und  drei  unzugängliche  an- 
fache Vierseite  bilden;    durch  fi  solcher  Funkte,  von  welchen  nidl 

drei  in  einer  Richtung  liegen,  werden  überhaupt  — p™ —  '"™'' 
gSngliche Richtungen  bestimmt,  welche  n  unzugängliche(n— I)attBlL- 
lige  Vielstrahlen  und  — -s —  einfache  unzugängliche  nSeite  IB- 
sammentietzen.  Durch  drei  unzugängliche  Richtungen  wird  andl 
ein  Kreis  bestimmt,  dessen  Tangentenrichtimgen  wenigstens  zott 
Theil  umtugänglicli  sind.  Aehidich  verhält  es  sich  mit  andenfl 
Curven, 

Es  giebl  dem  Vorausgehenden  gemäss  zwei  Reihen  unzugBng- 
lieber  Figuren,  welche,  wie  man  sehen  wird,  in  dem  VerhtUtniM 
der  Reciprocilät  zu  einander  stehen.  So  wird  nian  also  vom  rein 
praktischen  Standpunkte  aus  ganz  zu  denselben  Unterscheidangen 
hingedrängt,  welche  schon  länast  von  Seiten  der  Theorie  aufge- 
stellt wurden.  Wie  die  Theorie  PunktgebiMe  und  Strahlenge- 
bilde  unterscheidet,  jenachdeni  die  Figuren  durch  Punkte  oder 
Richtungen  bestimmt  werden,  so  führte  die  praktische  Betrach- 
tungsweise im  Vorausgehen  de  u  zu  zwei  Reihen  unzugänglicher 
Figuren,  die  unzngängliche  Punkigebilde  oder  Sirahlengebilde  ge- 
nannt werden  müssen,  je  nachdem  ihre  Punkte  oder  Richtungen 
unzugänglich  sind.  Diese  Unterscheidungen  haben  keine  Schwie- 
rigkeit, nur  die  Gerade  seihst  erfordert  Aufmerksamkeit,  indem 
eine  unzugängliche  Gerade  nicht  mit  einer  unzugänglichen  Rich- 
tung zu  verwechseln  ist.  Eine  Gerade  heisst  unzugänglich,  wenn 
alle  ihre  Punkte  es  sind,  wie  dies  bei  einer  Geraden  der  F;JI  ist, 
die  ausserhalb  des  Rahmens  der  Zeichnungsebene  liegt;  dagegeo 


^ 
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tfsst  eine  Ricfatung  anzugSn^lich,  wenn  das  Mittel  Tehlt,  nni  auf 
tmittelbsTe  Weise  die  Punkte  derselben  tu  bestimmen,  nährend 
e  Punkte  selliE^t /ugänglich  Bind,  nie  dies  hei  den  Punkten  einer 
Ichtong  der  Fall  ist,  die  nicht  visirt  »eriten  kann.  Diese  Unter- 
iieidung  hinsichtlich  der  Geradon  und  der  Richtunf;  möchte  noch 
theoretischen  Standpunkte  nus  zu  rechtfertigen  sein,  indem 
k  dem  Regriff  der  Richtung  die  Vorstellung  des  Einfachen  und 
btbeilbaren  und  mit  dem  Begriff  der  Geruden  die  Vorstellung  des 
beilbaren  und  ZusamniengcsetElen  verbunden  ist. 

An  den  Begriff  der  unzugänglichen  Figuren  schliesst  sich  su- 
ch eine  unendliche  Zahl  von  Aufgaben  und  Construktinnen  an. 
'eil  nämlich  solche  Figuren  nur  in  Uinsicht  des  einen  Thells  ihrer 
femente  unzugänglich,  hinsichtlich  des  anderen  Theiles  aber  zu- 
[nglich  und  vermöge  dieser  zugänglichen  Elemente  vullkommen 
totimrnt  sind,  so  biinnen  auch  an  den  unzugänglichen  Figuren 
cselben  Cnnstruktionen  vorgenommen  tt erden,  wie  un  den  zu- 
[nglichen,  und  es  ivird  also  durch  den  Begriff  der  unzugängli- 
ien  Figuren  die  Zahl  der  Constniktion  unmittelbar  vervielfältigt, 
id  zwar  geschieht  diess  um  so  mehr,  als  zwei  Reihen  unzugäng- 
nber  Figuren  vorhanden  sind  und  eine  und  dieselbe  Figur  in  allen 
der  anch  nur  in  einigen  Punkten  oder  Kichtungen  unzugänglich 
^in  kann ;  so  Iiihrt  2.  B.  die  Aufgabe :  von  einem  gegebenen  Punkte 
I  ans  auf  eine  gegenüberstehende  Gerade  b  eine  Senkrechte  zu 
illen,  zu  sechs  verschiedenen  Construktinnen,  je  nachdem  das 
lae  oder  das  andere  der  Bestimmungsslücke  unzugänglich  ist; 
enn  es  kann  gegeben  sein 

1)  ein  unzugänglicher  Punkt  A  und  eine  zugängliche  Gerade  6; 

2)  ein  zugänglicher  Punkt  Ä  und  eine  unzugängliche  Gerade  b; 

3)  ein  unzugänglicher  Punkt  J  und  eine  unzugängliche  Gerade  b; 

4)  ein  zugänglicher  Punkt  A  und  eine  unzugängliche  Richtung  b; 
6)  ein  unzugänglicher  (durch   zwei   unzugängliche    Richtungen 

gegebener)  Punkt  A  und  eine  zugängliche  Richtung  b; 
I     6)  ein  unzugänglicher  Punkt  A  und  eine  unzugängliche  Richtung  b. 

L  Wenn  die  Zahl  der  einer  Construktion  zu  Grunde  liegenden 
lestinimungsstiicke  grüssei  ist,  so  wird,  durch  die  Einführung 
kr  unzugänglichen  demente  die  Zahl  der  Construktinnen  noch 
B  ungleichem  Verhältnisse  vergrössert.  Aber  auch  hiermit  ist  die 
bhl  dieser  Construktionen  noch  nicht  erschöpft,  denn  es  giebt 
E)ch  eine  Reihe- von  Construktinnen,  welche  ausschliesslich  mir 
in  den  unzugänglichen  Figuren  vorgenommen  vrerden  kilnnen  und 
Kiche  also  den  unzugänglichen  Figuren  eigenthüraüch  sind  und 


desfibalb  eine  besonilere  Beaclitung  verdienen.  In  einer  gaoi 
gSnglichen  Ebene  scbiieRst  nämlich  jede  Figur  wohl  auch  swei- 
erlei  Elemente,  Punkte  und  Richtungen  ein,  die  von  einander  ab- 
bangen, allein  es  hat  keine  SchnierigUeit,  vou  den  einen  auf  die 
anderen  überzugeben,  es  kunn  diess  vielmehr  auf  unniittelbarf 
Weifie  geschehen;  hier  aber  in  einer  unzugänglichen  Figur,  wt 
nur  ein  Theil  der  Elemente  zugöiiglich  ist,  muss  erst  auf  känst- 
licbem  Wege  die  durch  die  uiizugäuglichen  Elemente  unterbrocberw 
Continuität  der  Figur  «ieder  hergestellt  und  der  Uebergang  von 
den  einen  Elementen  /u  den  anderen  gefunden  werden.  Es  e^ 
wächst  also  die  Aufgabe,  gerade  Linien  zu  ziehen,  welche  durdl 
zwei  unzugSngliche  Punkte  bestimmt  und  gegeben  sind,  Punktl 
zu  bezeichnen,  welche  durch  zwei  unzug.^ngllche  Richtungen  b» 
stimmt  werden.  Hierher  geburen  auch  die  bekannten  Aufgaben: 
durch  den  unzugänglichen  Convergenzpunkt  zweier  gegebenen  Ge- 
raden noch  andere  Gerade  zu  ziehen  und  Punkte  zu  tieetiumeiii 
welche  auf  einer  nicht  visirharen  Richtung  liegen. 


Wie  mannigfaltig  aber  die  Aufgabe 
ren  auch  sein  mögen,  so  können  doch 
Methode  aufgelrist  werden,  welche  den 
besteht,  dass  man  die  Construktron  dei 


eine  Construktion  ati 
bietet  die  perspektlvi 
einfaches  Mittel  dar. 
in  besonderen  Fülle 
diese  oder  jene  Forn 
den  kann,  das  wird 
gen  lassen. 


an  unzugänglichen  Figih 
lle  nach  einer  allgemeinea 
Wesentlichen  nach  darin 
Figur  auf 


einer  Kugängliuben  Figur  reducirl.  UieflB 
icbe  Cnllineation  ein  ausreichendes  und  selr 

Wie  dieses  Mittel  zu  gebrauchen  und  wio 
■  ,    um    gewissen    Rücksichten    zu   genügei. 

der  Collineation  vortbeilhaft  gebraucht  wei' 
»ich  am  Besten  an  bestimmten  Figuren  z«- 


Erste    Methode    der    Construktit 
Figuren. 


unzugänglicher 


Die  perspektivische  Collineation  im  engeren  Sinne  findet  ibie 
Anwendung,  wenn  die  Construktion  auf  linearem  Wege  geschehen 
soll,  und  kann  sich  also  nur  auf  die  Falle  erstrecken,  welche  sich 
für  die  lineare  Construktion  eignen,  also  gerade  auf  die  FSIIg> 
welche  im  Vnran.aiiebenden  als  die  eigenthumlicheu  ConstrnkdonM 
unzugänglicher  Figuren  bezeichnet  worden  sind. 

I.  Es  sollen  die  Diagonalen  eines  Vierseits  abei. 
dessen  Ecken  alle  unzugänglich  sind,  gezeichnet  werden. 


Erster   Fall 
haben  eine  solche  Lagi 


Die 


vier  gegebenen  Richtungen  a,  b,  c,  i  i 
daaa  man  gerade  Linien  ziehen  kann, 
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jurch  welche  Jene  Richtungen  ia  vier  zugänglichen  Punkten  ge- 
ihnitten  werilen.  Es  mues  zuerst  ein  Hiirevierseit  geseicbaet 
tardeo,  welches  lauier  zu^jaDgliche  Ecken  hat  und  rlem  gegebe- 
n  Vierseil  abcd  pers[iektivistb  collineär  ist,  und  hiebei  ist  die 
Fabl  des  Centrums,  der  Axe  und  eines  Paares  homologer  Ele- 
lente  der  Willkühr  freigestellt.  Im  vorliegenden  Falle  wird  man 
le  Axe  X  (Taf.  VII.  Fig.  'i.)  so  nehmen,  dass  sie  die  gegebenen 
tichtungen  a,  b,  r,  d  in  zugänglichen  Punkten  A,  38,  tf,  D  schnei- 
et; die  homologen  Richtungen  m  und  t/i',  welche  mit  der  Axe  x 
k  einem  Punkte  X  convergiren,  wird  man  so  ziehen,  dass  ive' 
igetens  eine  derselben,  etwa  in,  von  den  gegebenen  Richtungen 
,  b,  e,  d  ebenfalls  in  zugänglichen  Punkten  A,  B,  C,  ü  ge- 
cbaitten  wird;  endlich  wird  man  noch  das  Centrum  O  so  wäh- 
dass  die  Collinealinnsstrahlen  OA,  OB,  OC  und  OÜ  von 
Geraden  m'  in  zugänglichen  Punkten  A',  B',  C,  D'  geschnil- 
en  werden.  Zieht  man  nun  HA',  Bß',  tfC'.  ISC,  so  sind  diess 
Richtungen  a',  b' ,  c' ,  d' ,  «eiche  den  gegebenen  Kichtungen 
lolog  sind  und  also  das  verlangte  perspektivisch  collineare 
ITierseit  bilden.  Zeigt  es  sich  nun,  dass  die  sechs  Ecken  M',  TV', 
R*,  iS',  V ,  W  dieses  Vierseits  a'b'c'd'  alle  zugänglich  sind, 
>ist  diess  ein  Zeichen,  dass  die  Wahl  der  Stücke  O,  x,  m  und 
i'  glQcklich  war;  sollten  aber  von  jenen  sechs  Ecken,  eines  oder 
lehrere  nk-ht  zngänglich  sein,  so  niuss  man  wenigstens  mit  einem 
jener  Stücke,  am  besten  mit  der  Lage  von  ?»'  eine  Aenderung 
fornehnien.  In  der  Regel  wird  man  linden ,  dass  es  zweckmässig  ist, 
ier  Richtung  m'  eine  solche  Lage  zu  geben  ,  dass  ^JiXA''i^üXA, 
Indem  alsdann  das  Vierseit  a'b'c'd'  eine  kleinere  Ausdehnung  er- 
langt; übrigens  ist  auch  darauf  zu  sehen,  dass  dieses  Vieraeit 
sieht  eine  allzu  kleine  und  gedrückte  (iestalt  annehme.  Sind  nun 
die  Ecken  des  Vierseits  a'b'v'd'  alle  zugänglich,  so  wird  man  auf 
unmittelbare  Weise  die  Diagonalen  M'N',  R'S'  und  F' W  des- 
■elben  ziehen  und  hierauf  die  humoingen  Aequlvalente  derselben 
im  System  aficJ  aufsuchen  und  damit  die  der  Aufgabe  genügenden 
Richtungen  haben.  Das  Letztere  geschieht  einfach  dadurch,  dass 
die  Punkte  P  und  /",  in  welchen  die  Axe  :x  und  die  (jerade 
on  einer  Diagonale  JU'ZV  geschnitten  wird,  bemerkt,  den 
Callineation  SS  trabt  OP'  zieht  und  dessen  Schnittpunkt  P  mit  der 
Ceraden  m  durch  eine  Gerade  P\)  mit  dem  Punkte  P  verbindet. 
Die  Richtung  Pp  ist  nämlich,  als  Element  des  Systems  abcd,  der 
Richtung  JW'iV'  des  Systems  a'b'c'd'  homolog,  weil  diese  Rich- 
foDgen  durch  die  homologen  Punkte  P"  und  P  der  Systeme  gehen 
and  in  einem  Punkte  P  ihrer  Axe  convergiren.  Weit  nun  aber  in 
[CDllioeSren  Systemen  homologe  Ftichtungen  in  homologen  Punkten 
convergiren,  so  wird  die  Richtung  PP  sowohl  mit  a  und  c  in  einem 
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Punkte  JU,  als  aacfa  mit  b  und  d  in  einem  Punkte  iV  canTflTgiK%' 
fvie  in  dem  Sytitem  n'b'c'd'  die  Diagonale  M'IS'  durch  die  Punkte 
jtf'  und  iV',  H.  i.  durch  die  Convergenzpunkte  der  Richtungen  a',  c' 
und  fi' ,  tV  geht,  üam  aur  dieseihe  Weise  gelangt  man  auch  i 
den  Diagonalen  (o6)(crf)*)  und  (flrf)(6c)  des  gegebenen  Vierseiü, 
weiche  beziehungsweise  mit   V  W  und  R'S'  homolng  sind. 

Zweiter  Fall!  Die  vier  gegebenen  Richtungen  «,  b,  c,  d 
haben  eine  solche  Lage,  dass  sie  nicht  gestalten,  eine  Richtung 
zu  ziehen,  welche  mit  den  gegebenen  Richtungen  in  vier  zugi 
liehen  Punkten  convergirt.  Dieser  Fall  kann  dem  WesentItcheD 
nach  auf  den  ersten  zuriickgeTührt  werden.  Nimmt  man  nSmricb 
auf  der  Richtung  a  zwei  Punkte  E  und  F  und  auf  der  gegenflber- 
stehenden  Richtung  c  zwei  andere  Punkte  G  und  II  nach  Belie- 
ben und  verbinilet  die^e  vier  Punkte  durch  Gerade,  die  man  nacb 
Gutdanken  mit  den  Buchstaben  e,  f,  g,  h  bezeichnen  kann, 
werden  die  Riebtungen  e,  f,  g,  h,  b,  d  jedenralls  eine  solche 
Lage  haben,  dass  sie  durch  eine  andere  Gerade  in  lauter  zugäng- 
lichen Punkten  geschnitten  werden  kann.  Man  wird  also,  wie  io 
dem  vorausgöhenden  Fall,  zu  dem  System  bdefgh  ein  perspekß- 
visch  collinearea  System  b'd'e'f'g'h'  mit  lauter  zugSnglichen  Ecken 
zeichnen  kunnen,  und  dasselbe  wird  auch  die  Elemente  a'  und  e', 
welche  den  Elementen  a  und  e  hnmniog  sind,  unmittelbar  lierem, 
und  im  Uebrigen  das  gleiche  Verfahren  zur  Bestimmung  der  Diagonalen 
des  Vierseits  abcd  wie  im  ersten  Fall  zur  Anwendung  bringen  lassen. 

IL  Es  sollen  die  Diagonalen  eines  Vierseits  ohd 
gezeichnet  werden,  dessen  Ecken  alle  bis  auf  das  Eck 
R  der  Seiten  a  und  b  unzugänglich  sind. 

Die  in  1.  gegebene  allgemeine  Methode  kann  hier  dahin  ab- 
geändert und  dadurch  vereinfacht  werden,  dass  man  das  Colli- 
neationscentrum  O  in  das  zugängliche  Eck  R  verlegt.  iVlan  gewinnt 
hiedurch  den  Vortheil,  dass  nnr  noch  zu  den  zwei  Seiten  c  ond 
d  ihre  collineären  Äequivalente  c'  und  d'  aufgesucht  iverden  dür- 
fen, indem  die  Richtungen  a  und  b  beiden  Systemen  gemeinsuD 
angehören.  Die  Richtungen,  welche  den  Diagonalen  des  fiUfs- 
vierseits  abc'd'  in  dem  System  der  gegebenen  Richtungen  honii^ 
log  sind,   genügen  der  Aufgabe. 

ni.  Es  sollen  die  Diagonalen  eines  Vierseits  oicd 
gezogen  werden,  von  welchem  drei  nicht  in  einer  Ri 
tung  liegende  Ecken  if,  V,  1F  zugänglich,  die  drei  an- 
deren Ecken  aber  unzugänglich  sind.| 

*)  {al>){cif)  bedcntet  die  Richtung,  welche  den  Convergenipunlit  der  Rieh- 
tUDgen  (1  und  e  mit  dem  CDDvergenzpnnkl  der  Bichtnngen  C  nod  d  verbindet 


L 
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;,  Man  wird  hier  nicht  nur  ein  üugänglichce  Eck  R  (Taf.  VII.  Fla.  4.) 
pni  CeDtnim  O  der  Cnllineation  wählen,  sondern  auch  die  Dia- 
bnale  VW  der  zwei  anderen  zugän[>lichen  Ecken  als  die  dem- 
■Iben  System  aii^ehürige  Hilfslinie  m  lietrachten,  eo  dass  man 
nr  noch  die  Axe  a:  und  die  Gerade  m'  so  zu  ziehen  hat,  dass 
ieee  drei  Linien  in  einem  Punkte  X  convergiien.  Die  in  dem 
bentmin  O  convergirenden  Richtungen  b  und  e  werden  auf  m'  d\t 
knkte  V  und  W  bezeichnen,  welche  den  Punkten  V  und  W 
■molog  sind,  wahrend  die  zwei  anderen  Richtungen  a  und  d  auf 
KT  Axe  x  die  Puukte  V  und  XO  heslitiimen.  Durch  diese  Punkte 
erden  sodann  die  Richtungen  1V}¥'  und  VF'  oder  a'  und  d' 
etinimt,  welche  mit  &  und  c  das  Vterseit  u'd'bc  bilden,  dessen 
iagonalen  JU'y  und  WS'  gezogen  werden  kOnnen.  Die  Rich- 
ngen  des  Systems  tibcd,  »velche  den  Diagonalen  lU'N'  und 
'S'  bomolog  sind,  genügen  der  Aufgabe.  Man  wird  die  der 
iagonale  Itt'N'  homologe  Richtuni;  P\?  wie  In  I.  constniiren,  da- 
geo  ist  RS'  als  CoHineationsstrahl  beiden  Systemen  entsprechend 
imeinechaftlich,  und  ist  daher  unmittelbar  auch  die  Diagonale 
s  ge^henen  Vierseits  nbr.d,  welche  das  Eck  R  mit  dem  Cnn- 
irgenzpunkle  ad  verbindet. 

I  IV.  Es  sollen  die  Diagonalfln  eines  Vierseits  abcd 
^zeichnet  werden,  dessen  Ecken  alle  bis  auf  eine, 
Umlich  das  Eck  ad,  zugänglich  sind. 

\  Die  lÜnf  zugänglichen  Ecken  bestimmen  unmittelbar  zwei  Dia- 
kialen  MN  und  VW  (Taf.  VII.  Fig.  5),  welche  selbst  wieder  in 
Bem  zugänglichen  Eck  O  converairen  können.  Ist  diess  Letztere 
nr  Fall,  so  kann  man  O  als  Collineationscentrum  nehmen  und 
fen  Qbrlgen  Stücken  eine  solche  Bedeutung  geben,  dass  dadurch 
Echt  nur  eine  perspektivische,  sondern  sogar  eine  involntoriscbe 
Ulineation  begnlndet  wird.  Zu  dem  Ende  wird  man  die  Rich- 
togen  MW  und  JSV  einerseits,  sowie  auch  die  Richtungen  MV 
Id  NW  andererseits,  als  zwei  Paare  homologer  Richtungen  be- 
lebten, welche  auf  der  Axe  in  zwei  Punkten  convergiren.  Der 
bnvergenzpunkt  ß  des  letzten  Paares  ist  unmittelbar  gegeben, 
Mjenige  des  ersten  Paares  ist  unzugänglich;  dennoch  kann  die 
|chtung  der  Axe  leicht  gefunden  werden,  wenn  man  noch  einen 
BlIiDeationsstrahl  zieht,  der  die  Richtungen  H1W  und  NV  in  den 
Imologen  Punkten  P  und  P'  schneidet  und  dadurch  die  weiteren 
^otogen  Richtungen  MP"  und  iVP  bestimmt,  die  In  einem  zwei- 
B  Punkte  T  der  Axe  convergiren.  Die  Gerade  RT  ist  somit 
»  Axe  der  involutoriscben  Systeme  und  convergirt  also  mit  MW 
n  unzugänglichen  Punkte. 


ugängliche 


nktA 


aus  nach  einem 
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unzugänglichen  Punkte,  der  durch  die  Richtnugan  • 
und  b  f^egeben  ist,    eine  Gerade   zu  ziehen. 

Diese  allgemein  bekannte  praktische  Aufgabe  wird  unmittel- 
hhx  durch  ZurSckfiibrung  auf  lli.  oder  IV,  aufgelöst,  indem  niui 
durch  den  Punkt  R  zwei  Richtungen  zieht,  irelche  die  Richtnu- 
gen  a  und  d  in  zwei  zugänglichen  Punkten  V  und  W  (Taf.  VII, 
Fig.  4.)  schneidet  oder  auch  indem  man  zwei  solche  Richlungeu 
zieht,  welche  die  Richtungen  a  und  d  in  vier  zugänglichen  Punt 
ten  Jtf,    V,  IS,    IF  (Taf.  VII.  Fig.  5.)  schneidet. 

Vi.  Es  ist  ein  Viereck  ABCD  mit  lauter  unzugSnB- 
liehen  Seitenrichtungen  gegeben;  man  soll  die  Con- 
rergenz  punkte  der  drei  Gegenseiten  paare  cnnstruireUi 

Es  muss  zu  dem  Vierecke  ABCD  (Taf.  VIII.  Fig.  6,),  olino 
von  den  Seitenrichtnngeti  desselben  Gebrauch  zu  macheu,  «o 
collineares  und  perspektivisch  liegendes  Viereck  constrairt  ner- 
den  und  dabei  kOnnen  das  C'entrum  O,  die  Axe  x  und  zwei  ba> 
mologe  Punkte  M  und  M'  nach  Belieben  gewählt  werden.  Zir 
Raumersparniss  ist  es  dienlich,  die  Punkte  M  und  M'  mit  den 
Cenlrum  O  auf  einer  Seite  der  Ase  x,  und  zwar  so  zu  nehmen, 
dass  M'  ZH'ischen  M  und  O  zu  liefen  kommt,  weil  dann  die 
Ecken  des  colliueSren  Uilfsvierecks  zwischen  dem  Centrum  O  uod 
den  Ecken  des  gegebenen  Vierecks  ABCD,  also  fedenfalls  in 
zugänglichen  Theil  der  Zeichnungsebene  liegen.  Hat  man  (lie 
Wahl  der  die  Collineatinn  bestimmenden  Stücke  getroffen,  so  trird 
man  das  collineäre  üitfsviereck  leicht  zeichnen.  Um  z.  B.  den 
homologen  Punkt  zu  dem  Eck  A  zu  finden,  wird  man  den  Punlrt 
ü,  in  welchem  die  Axe  x  von  der  Richtung  S1A  geschnitten  wird, 
mit  M'  verbinden  und  den  Colliueationsstruhl  OA  ziehen;  die  Ge- 
raden OA  und  UM'  bestimmen  den  gesuchten  Punkt  A'.  Bot 
man  auf  diese  Weise  die  Punkte  A' ,  B' ,  C  und  C  hesKmmt, 
so  kann  man  unmittelbar  die  Convergenzpunkte  £',  i^  und  G' 
der  Gegenseiten  des  Vierecks  A'B'C'D'  finden,  und  sodann  im 
System  des  gegebenen  Vierecks  ABCD  die  homologen  Punkte 
£,  F  und  G  aufsuchen.  Uurch  drei  Geraden  kann  ein  jeder  die- 
ser Punkte  construirt  werden;  durch  die  (>erade  M' E'  z.  B.  be- 
stimmt man  den  Punkt  (£  auf  der  Axe  x,  und  die  zwei  Geraden 
iWe  und  OE'  bestimmen  den  Punkt  E,  welcher  dem  Punkt  £* 
homolog  ist  und  so  liegt,  dasa  in  ihm  die  unzugänglichen  Rich- 
tungen AB  und  CD  convergiren. 

VII.  Es  ist  ein  Viereck  ABCD  gegeben,  dessen  Sai- 
tenrichtungen alle  bis  auf  AB  unzugänglich  sind;  man 
soll  die  Convergenzpankte  der  drei  Gegenseitenpaare 
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^  Die  iD  VI.  angegebene  allgemeioe  Methode  gen'innt  in  diesem 
ipsonderen  Falle  !tn  Einfachheit,  uerju  nian  die  zugängliche  Rieh- 
\a%  AB  zur  Cnllineationsaxe  macht,  im  Cebngen  jedoch  auf 
hiebe  Weise  wie  in  VI.  verfährt. 

I     Vni.     Es  ifit  ein  Viereck  ^fir/>);e«eben,  in  welchem 
los    die  drei    Seitenrichtungen     AB,    BC  v«A   AD  zn- 
lan    soll    die    Co nvergenzp unkte    der 


luglieh    sind;     man    soll    die 
\t\  Gegenseitenpaare  cnnstri 

I  Man  wird  .-Iß  zur  Collioeationaase  wählen  (Taf.  VIII.  Fig.  7.), 
jtn  Convergenzpunkt  F  der  swei  anderen  zugänglichen  Richtun- 
»n  .ßC  und  Jß  zeichnen,  und  bei  der  Wahl  desCenlrums  O  und 
je«  Paares  homologer  Pnnkte  eben  den  Punkt  F  zu  einem  der 
ixteren  nehmen.  Hat  man  al^^o  die  Punkte  O  un<l  F'  auf  einer 
F  gehenden  Richtung  bezeichnet,  so  darf  man  nur  auf 
^  ond  f  Ä  die  Punkte  C  und  D'  bemerken,  in  welchen  jene 
Icbtnngen  von  den  Strahlen  OC  und  OD  geschnitten  nerden, 
die  Richtung  CD'  zu  haben,  welche  mit  der  unzugänglichen 
Ichtnng  CD  in  einem  und  demselben  Punkte  der  Axe  AB  con- 
rgirt.  Auch  den  Convergenipunkt  G  der  zwei  anderen  unzu- 
iglicben  Richtungen  AC  und  BD  wird  man  mittelst  des  Con- 
l^nzpnnktes  G'  der  Richtungen  A'C  und  B' D'  sogleich  zu 
iebnen  wissen. 


I    IX.    Es 

^e  Seiten 


■gSngliche  Richtun 
irt. 


I  Viereck  ABCD  gt 
Igen  bis  auf  die  eii 
:n  Punkt  finden,  in 


gebe 


,  in  welchem 
,  zugänglich 

ite  AB  cou- 


fünf  Richtung« 
ihitorische  Involution  ii 


ugänglich  sind,  kann  man  die  in- 
dung  bringen.  Man  wird  die  Dia- 
tnale  FG  (Taf.  VIII.  Fig.  8.)  als  die  Axe  und  die  Richtungen  AD 
ii  BC  einerseits,  AC  und  BD  andererseits  als  Paare  faomolo- 
tt  Richtungen  betrachten.  Zieht  man  also  von  den  homologen 
mieten  A  und  B  aus  durch  einen  beliebigen  Punkt  K  der  Axe 
G  zwei  weitere  homologe  Richtungen,  so  werden  auch  sie  auf 
D  homologen  Richtungen  BC  und  AD  zwei  homologe  Punkte 
Uld  M  bestimmen.  Die  Richtungen  LM,  AB  und  CD,  deren 
de  zwei  homologe  Punkte  verbitidet,  sind  somit  Collineations- 
r&blen  der  involutorischen  Systeme  und  convergiren  in  einem 
id  demselben  Punkte  E.  Dieser  Punkt,  durch  die  zugänglichen 
Icbtungen  AR  und  LM  bestimmt,   genügt  also  der  Aufgabe. 


X.    Es  t 

rhiit  XYtii. 


ei  Punkte  C  und   D  eii 
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gänglicfae  Richtung  gegeben;  man  soll  auf  derselb»! 
denjenigen  Punkt  finden,  in  welchem  sie  von  einer  ge 
gebenen  zugSnglichen  Richtung  geschnitten  wird. 

Diese  Aufgahe  irird  auf  Vlll.  otlpr  auf  IX.  zurticbgerührt, 
man  auf  der  zugänglichen  Richtung  noch  znei  andere  Punkte  i 
und  B  nimmt,  welche,  mit  den  Punicten  C  und  D  verbunden 
weitere  zugängliche  Richtungen  liefern,  von  weichen  man  drei  (VIII, 
oder  fünf  (IX.)  gebraueben  kann.  Es  ist  kaum  nöthig,  au  erwä 
nen,  dasB  es  für  die  Conslruktion  gleichgültig  ist,  ob  die  Ricl 
tung  AB  zwischen  C  und  D  durchgeht  oder  die  Richtung  Q. 
erst  in  ihrer  Verlängerung  schneidet. 

Bemerkung.  Es  ergeben  sich  wohl  noch  marjcbe  befinnden 
Fälle,  theils  dadarcb,  dass  eine  andere,  im  Vorausgehenden  id^ 
berücksichtigte  Zahl  der  zugüii^lichen  Elemente  gegeben  ist,  tlisil 
dadurch,  dass  die  gegenseitige  Lage  derselben  zu  einander  1» 
schieden  ist,  theils  endlich  auch  dadurch,  dass  in  einer  Figur  Hl 
zugängliche  Punkte  und  unzugängliche  Richtungen  gemischt  rat 
kommen,  allein  die  zehn  angeführten  Fälle  werden  genfigeiii 
en  zeigen,  welche  Abänderungen  in  der  allgemeinen  IVlethoA 
(I.  und  VI.)  vorzunehmen  sind,  um  auf  die  einfachste  Art  il 
erwünschten  Ziele  zu  gelangen.  Auch  ist  absichtlich  die  Coo 
struktion  unzugänglicher  Curvcn  zweiter  Ordnung  übergangen  v 
den,  weil  sie  nichts  Eigen tbOmlicbes  darbietet,  sondern  auf 
Constrnktion  unzugänglicher  Faufecke  und  Fünfseite  zurüd 
werden  muss.  Sollte  z.  B.  eine  Curve  zweiter  Ordnung  gezriib 
net  werden,  welche  durch  fünf  unzugängliche  Punkte  geht, 
nifisste  zunächst  ein  collineäres  zugängliches  Fünfeck 
eine  Curve  zweiter  Ordnung  um  dasselbe  beschrieben  uad 
aequivalenten  Elemente  derselben  in  dem  Systeme  der 
fünf  Punkte  wieder  aufgesucht  werden. 

C.     Zweite    Methode    der    Coustruktion    unzugänglicher 

Figuren. 

•  Eine   zweite,    nicht  nur  für  die  im  vorausgehenden  Abschnitt 

behandelten  Aufgaben,  sondern  bei  der  Coiistruklion  nnza{^ 
lieber  Figuren  ganz  allgemein  anwendbare  Methode  liefert  £s 
Aehnlichkeit  perspektivisch  liegender  Figuren.  Wie  nun  aber  die 
erste  Methode  unvermeidlich  ist,  wenn  die  Coustruktion  auf  lin» 
rem  Wege  geschehen  soll,  so  ist  auch  diese  zweite  Methode  iiii> 
entbehrlich  ,  wenn  die  zu  zeichnende  Figur  sich  nicht  für  die  lineSie 
Construktion  eignet,   also  irgend  welche  Bestimmungen  da  Sym- 
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Ktrie  oder  Regel  massig  keit  an  sich  IrSgt.  Obcileich  nan  die 
ebniicbbeit  nur  ein  besontlerer  Fall  der  Colli tietttinn  ist,  der 
irin  seine  Eigen Ihiiiulichkeit  hat,  das«  itie  Cotlineationsaxe  im 
leDdlichen  Räume  liegt,  und  obuleich  also  auch  hier  nach  den 
ftgeln  des  vorausgehenden  Abschnitts  gezeichnet  werden  kann, 
hat  dieser  besondere  Fall  doch  auch  wieder  seine  besondern 
rtheile  und  Zeichnungsregeln,  welche  an  folgenden  Beispielen 
ersehen  sind. 

XI.     Eb   soll  die  Aufgabe  I.  durch   die  Aehnlichkeit 
irspektivisch  liegender   Vielecke  aufgelöst  werden. 

Wenn  die    gegebenen   Richtungen    eine    solche  Lage    haben, 

%  sie  durch  eine  Gerade  in  vier  zugänglichen  Punkten  geschnit- 

werden  können,  eo  kann  die  bei  I.  gegebene  Co nsiruktion  mit 

tu   für  den  besonderen  Fall    der  Aehnlichkeit   nüthigen  Abände- 

ngeo    in    Anwendung    gebracht    werden.     Weil    die  Axe  x  im 

[endlichen  Raum  liegt,  so  müssen  die  Uiilfälinien  m  und  mf  ein- 

der  parallel  sein,    nie  üherhuu|il  alle   homologen  Linien  eioan- 

T  parallel  sind:   im  L'ebrigen  kann  man  ganz  das  hei  I.  angege- 

5  Verfahren  wiederholen, 

Wenn  aber  die  gegebenen  Richtungen  nicht  gestatten,  durch 
n«  Gerade  in  vier  Euganglicheu  Punkten  geschnitten  zu  iverden, 
gewährt  das  Mittel  der  [lerspcktiviecfaen  Aehnlichkeit  ein  ein- 
heres  Verfahren,  als  die  Collineation  im  engeren  Sinne,  ein 
erfahren,  das  auch  sonst  in  ähnlichen  Fällen  anwendbar  ist. 
leses  Verfahren  besteht  darin,  dass  man  dem  Vierseit  obcA  ein 
ideres  Vierseit  einbeschreibt,  dessen  zugängliche  Ecken  A,  B, 
,  D  bezieblicb  auf  den  Seiten  a,  ti,  c,  d  des  gegebenen  Vier- 
litg  liegen,  und  nun  mittelst  eines  im  zugänglichen  Raum  helle- 
Ig  gewählten  Centrums  O  und  seiner  Strahlen  OA,  OB,  OC 
id  OD  ein  ähnliches  Vierseit  A'B'C'D'  dadurch  zeichnet,  dass 
zwischen  den  Collineafionsstrahlen  A'B'  \\  AB,  CD'  \\  CD, 
'V\\ÄC,  B'D'WBD  zieht.  Diese  zwei  homologen  Vierseile 
\BCD  und  A'B'C'D'  vermitteln  die  zvi-ei  Systeme  und  haben 
[eselbe  Bedeutung  wie  früher  die  Richtungen  m  und  m'.  Zieht 
HD  nämlich  jetzt  durch  den  Punkt  A'  die  Richtung  o' ||  a>  und 
lenso  durch  die  Punkte  B' ,  C ,  D'  die  Richtungen  b' [\b,  c'\\c, 
H  rf,  ao  ist  das  Vierseit  a'b't'iV  dem  gegebenen  Vierseit  bomo- 
|,  und  wird,  wenn  die  Lage  von  A'  zwischen  O  und  A  dem 
iveck  entsprechend  gewählt  wurde,  lauter  zugängliche  Ecken 
ilgen,  so  dass  die  J>iagonaten  M'IS',  R'S',  VW  gezeichnet 
erden  künnen.  Die  Richtungen  IHJS,  RS,  VW,  welche  diesen 
Ptagonalen  im  System  des  gegebenen  Vierseits  homolog  sind,  ent- 
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sprechen  der  Aufgabe.  Um  aher  die  letzteren,  etwa  ISN,  xa 
den,  wird  raan  riur  die  Punkte  DI'  und  U'  bemerken,  in  ivelcben 
der  Umfang  A'B'C'D'  von  M'IS'  gesebnitlen  wird,  durch  die 
Punkte  Ui'  uud  M'  die  Colüneationsstrahlen  Olli'  und  OM'  zi  " 
und  die  Schnitt))unkte  HI  und  1t  dieser  Strahlen  mit  dem  Umfaaf; 
ABCD  durch  eine  Gerade  verbinden;  dieselbe  wird  durch  die  üb- 
zagänglichen  Ecken  M  und  iV  des  ^e^'elienen  Vierseits  ahcd  geht 

Wenn  bei  der  vorausgehenden  Aufgalie  einige  Ecken  zugSng* 
lieh  sind,  eo  lassen  eich  Ühnüche  Vereinfachungen  der  Constrnt- 
tion  anbringen,  wie  solche  im  vorausgehenden  Abschnitt  für  dei 
Fall  der  Colline.ition  angeführt  wurden.  Es  wird  genügen,  hier 
Btatt  der  vielen  Fälle  nur  den  folgenden  ausrübrlicber  zn  behandeln. 

XII.  Von  dem  zugänglichen  Punkte  R  aus  nach  den 
unzugänglichen  Convergenz)iunkte  der  Richtungen  S 
und  d  eine  Gerade  zu  ziehen. 

Nimmt  man  R  (Taf.  VIII.  Fig.  9.)  als  Cnllineationsceatrum  und 
sieht  die  homologen  Parallelen  m  und  m'.  von  welchen  die  iett- 
tere  zwischen  R  und  m,  die  Richtung  m  aber  so  liegt,  daos  Bis 
von  den  gegebenen  Richtungen  a  und  d  in  den  Punkten  A  mn 
D  geschnitten  wird,  so  werden  die  Colüneationsstrahlen  RAvtk 
RD  auf  m'  die  Punkte  A'  und  D'  bezeichnen,  welche  mit  A  vA 
D  homolog  sind.  Zieht  man  also  noch  A'S']\a,  D'S'\\d,  unf 
verbindet  den  Convergenzpunkt  S'  dieser  Richtungen  mit  defli 
Centruni  R  durch  eine  Gerade,  so  ist  dieselbe  ebenfalls  ein  Col- 
linealionsstrahl,  welcher  durch  den  unzugänglichen  Convergeni- 
punkt  S  der  gegebenen  Geraden  a  und  d  gehen  wird. 

Zu  einer  anderen  eben  so  einfachen  Auflüsung  gelang!  m», 
wenn  man  den  unzugänglichen  Convergenzpunkt  der  Geraden  a 
nnd  d  als  Collineationscentrum  betrachtet,  wie  vorher  das  Dret- 
ectc  RAD  (Taf.  VIII.  Fig.  10.)  und  sodann  noch  ein  zweites  pe^ 
spektivisch  ähnliches  dadurch  zeichnet,  dass  nian  A'iy  ||  AD, 
A'R'  II  AR,  D'R'  II  DR  zieht  und  dadurch  den  Punkt  ß'  beslimat 
welcher  dem  Punkte  R  homolog  ist.  und  also  so  liegt,  dass  die 
Richtung  RR'  durch  das  Centrnm,  d.  h.  durch  den  Convergeni- 
punkt  der  gegebenen  Richtungen  a  und  d  geht. 

XIII.  Die  Aufgabe  VI.  wird,  wenn  sie  durch  das  Mittel  der 
Aehnlicbkeit  aufgelöst  werden  soll,  so  wenig  verändert,  dass  ea 
nicht  nüthig  scheint,  weiter  darauf  einzugehen.  Die  Punkte  0, 
M' ,  M  In  einer  beliebigen  Richtung  bleiben  der  Wahl  überlassen, 
die  Axe  x  liegt  im  unendlichen  Raum,  alle  homologen  Riobtun- 
gen  sind  einander  parallel.     Es    wird   daher    genügen,    einm  bs- 
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und eren  Fall  anzuführen,  um  die  Vereinrachung  zu  sehen,  welche 
ie  allgenieiDe  Methode  in  einzelnen  Fällen  erleiden  kann. 

XIV.     Auf  einer  zugänglichen  Kichlungr  den  Punkt 
finden,    in    welchem    sie    vun    einer   unzugänglichen 
ichtiiDg   geschnitten    wird,    die    durch   zwei    zugäng* 
che  Punkte  A  und  B  gegeben  ist. 

Man  nehme  auf  der  Richtung  r  den  Pnnkt  ß  (Taf.VIU.Fig.ll.) 
dieing  und  betrachte  ihn  als  dns  Centrum  der  ähnlichen  Sy- 
enfe;  anfeiner  anderen  beliebit;en,  durch  R  gehenden  Richtung 
ihme  man  die  hiimoingen  Punkte  M'  und  M  jener  Systeme,  so 
nd  hierdurch  die  Systeme  bestimmt.  Nun  ziehe  man  MA,  MB 
id  hierauf  M'A'WMA,  M'B'\\MB.  bemerke  die  Schnittpunkte 
'  luid  B' ,  welche  diese  Richtungen  mit  den  Strahlen  RA  und 
B  hervorbringen,  und  ziehe  die  Richtung  v4'ß',  welche  mit  r  in 
iieni  Punkte  S'  convergiren  wird.  Zieht  man  nun  WS'  und 
irch  den  Punkt  itf  die  Richtung  MS\\M'S' ,  so  «ird  dieselbe 
lf  r  den  gesuchten  Punkt  S  bestimmen. 

Man  kann  auch  den  gesuchten  Oniivergenzpunkt  hier  mit  Vor- 
1  snm  Centrum  nehmen,  die  Punkte  H  und  Rf  (Taf.  VIII.  Fig.  12.) 
iRebig  auf  r  anmerken,  diese  Punkte  entsprechend  mit  A  und  B 
irbinden,  sodann  nach  Belieben  die  Richtungen  HM  und  AM 
■  endlich  noch  ff'.W'i|fl.tf,  BW\\AM  ziehen,  so  wird  die 
chtung  JßHl'  mit  r  und  AB  in  einem  Punkte  S  eonvergiren  und 
so  den  gesuchten  Punkt  auf  r  bestimmen. 

;  XV.  Es  ist  durch  rtrei  Richtungen  a,  &,  c  ein  unzu- 
tngliches  Dreieck  gegeben;  man  soll  die  Hüben  des- 
llben  construiren. 

■ 

N&cbdem  das  Centrum  O  gewjiblt,  das  dem  gegebenen  Drei- 
st a6e  inbeschriebene  Dreieck  ABC  (Taf.  VIII.  Fig.  13.)  und  sein 
•mologes  Aequiralent /l'£'C  durch  Parallelen  zwischen  den  Col- 
Mali onss trab len  OA,  OB,  OC  gezeichnet  ist,  werden  durch 
Ib  Punkte  A' ,  B' ,  C  mit  den  gegebenen  Richtungen  a,  ö,  c 
Brallelen  gezogen,  welche  das  Dreieck  JI')6't£'  bestimmen,  das 
HU  gegebenen  perspektivisch  ähnlich  ist  und  zugängliche  Ecken 
feigt.  Coustruirt  man  nun  die  Mühen  des  Dreiecks  Jl'S'(£'  und 
bcht  ihre  homologen  Aequivalente  im  System  der  gegebenen  Rieh ■ 
pgen  a,  b,  c  auf,  «o  entsprechen  sie  der  Aufgube.  Das  Letztere 
■schiebt  einlach  dadurch,  dass  man  durch  die  Schoitlpunkte  m' 
■d  n',  in  welchen  der  Umfang  des  Dreiecks  A'B'C  von  der 
rEIm  <E'IB'  des  Dreiecks  S'^'H'  geschnitten  wird,  die  Collinea- 
lonsstrahlen  Om'  und   Ott'  zieht  und  die  Punkte  ni  und  n,  welche 
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durch  dieselben  anf  liem  Umranf;;  des  Dreiecks  ABC  bi 
werden,  durch  eine  Gerade  liJl  verbindet.  Diese  Gerad6 
näiidich  die  durcli  das  Eck  ab  gehende  Hrlfae  des  gegebi 
eclfs  sein.  Wenn  es  sich  blns  darum  p;ehandeit  hätte,  den  Fubs- 
pnnkt  "D  dieser  Ulihe  zu  Üiideii,  so  würe  derselbe  nnmittelbw 
durch  den  Collineatinnsstrahl  0X<'  zu  bestimmen  gewesen. 

XVI.  Es  ist  durch  die  Punkte  A,  B,  C  ein  nozn 
g&ogliches  Dreiseit  gegeben;  man  soll  seine  Hübe  cot 
struiren. 

Man  wählt  das  Centrnm  O  und  die  homologen  Punkte  M  sn 
und  /ff'  der  ähnlichen  Systeme  nach  Belieben,  construirt  dan 
wie  in  XIII.  ein  Dreieck  A'B'C ,  welches  dem  gegebenen  ähulic 
ist,  construirt  die  Höben  des  letzteren  und  sucht  ihre  homolag«! 
Aequivatente  in  dem  Systeme  des  gegebenen  Dreiseits  wieder 
so  genOgen  sie  der  Aufgabe. 


D.     Dritte    Methode    der    Construktioii    unzugänglicher 
Figuren. 

Zwei  concentrische  Kreise  sind  lu'r  ihren  gern  ein  seh  aftlicIiM 
Mittelpunkt  als  Centrum  perspektivisch  ähnlich.  Zwei  solcht 
Kreise  bestimmen  daher  zwei  perspektivisch  ähnliche  Systems 
und  gewähren  zugleich  einen  sehr  leichten  Üebergang  von  iA 
Richtungen  des  einen  Systems  zu  den  bomulogen  Richtungen  dH 
andern  Systems,  wenigstens  in  allen  denjenigen  Fällen,  wo  dis 
Kreislinien  von  den  KicLtungen  ihrer  Systeme  geschnitten  wer; 
den.  Denn  wenn  i^an  an  die  zwei  Schnittpunkte,  in  wef 
.eine  Richtung  und  die  Kreislinie  eines  Systems  sich  schncidnii 
zwei  Halbmesser  zieht,  so  bezeichnen  die  Richtangen  dieser  Hidb* 
messer,  weil  sie  zugleich  Coilineationsstrablen  sind,  aar  der  Kreis- 
linie des  zweiten  Systems  diejenigen  Punkte,  welche  jenen  Scbnitl» 
punkten  des  ersten  Systems  homolog  sind;  die  Richtung,  weicht 
durch  diese  zwei  Punkte  des  zweiten  Systems  geht,  ist  also  det 
gegebenen  Richtung  des  ersten  Systems  homolog.  Man  sieht 
hieraus,  dass,  wenn  eine  Richtung  des  ersten  Systems  gegebea 
ist,  welche  den  zugehUrigen  Kreis  in  zwei  Punkten  schneidet,  die 
homologe  Richtung  des  zweiten  Systems  vermittelst  dreier  gera- 
der Linien  ohne  HilTe  des  Lineals  gel'unden  werden  kann.  Sobald 
also  die  zwei  concentrischen  Kreise  gezogen  sind ,  so  ist  der 
Uebergang  von  den  Elementen  des  einen  Systems  zu  den  homo- 
lugen  Elementen  des  anderen  Systems  auf  rein  linearem  Wege 
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nerksteiri<;en.  Ea  ist  alsn  eiiilcuclilend 
I II ceotri sehen  Kreisen  die 
ihnitt  behandelte  Methode  der  ähnliche 
»den  Kreise  namhaft  vereinfacht  wird. 
I  dürren,    dat^s  diese  IMethode  der  conc 

irtiegende  Cunslruktion  alle   Vorzüge 


,  ivie  durch  die  Construk- 
ini  vorausgehenden  Ab- 
I  und   perspektivisch  lie- 

Ich  glaube  keck  sagen 
intriscben  Kreise  Itir  die 

sich  vereinigt,    um  sie 


praktischen  (iehrauch  als  die  beste  empfehler 
den  FSIIen,  wo  überhaupt  die  ähnlichen  Systeme  weniger 
inauigkeit  darbieten,  wird  der  Praktiker  ihr  die  erste  rein  lineare 
letbode  vorziehen,  was  namentlich  in  einem  Falle,  wie  der  in 
VH.  Fig.  3.  dargebotene,  wo  die  gegebenen  Richtungen  sich 
sehr  kleinen  Winkeln  schneiden,  geschehen  mochte.  Ein 
aaf  Taf.  V(l.  Fig.  3.  zeigt,  dass  die  Seiten  des  Hilfsvierseits 
iWf'rf'  sich  unter  viel  priisseren  Winkeln  schneiden,  als  die  ho- 
m4o gen  Seiten  des  gegebenen  Vierseils  abcd,  und  diese  Gnstalts- 
terhällnisse  sind  bei  dem  kleinen  Raum  der  Hilfsgestalt  a'ti'c'd' 
«fenbar  für  die  Genauigkeit  des  ßesiillats  sehr  günstig.  Nicht 
annendhar  ist  die  Methode  der  cnncentrischen  Kreise,  wenn  Über- 
|)Bupt  die  Umstände  das  Ziehen  vou  Kreisen  unniriglictt  machen 
4der  erschweren ,  alsoz.  D.  bei  Construktionen  auf  dem  freien  Felde. 
TFltl  man  nun  aber  die  Methode  der  concen Irischen  Kreise  an- 
'««nden,  so  ist  im  Allgemeinen  nur  noch  darauf  aufmerksam  zu 
tMciieit,  dass  der  grössere  Kreis,  welcher  dem  System  der  gege- 
len  Elemente  angehört,  üu  gezogen  werden  muss,  dass  er  wo 
;!ieb  alle  Sfegebenen  Richtungen  schneidet.  Wenn  unter  den 
benen  Elementen  Punkte  sind,  so  wird  man  immer  zwei  der- 


ripher 


benutzen,  dass  ein 
iDcentrischen  Kreise  und  dei 
sncb  beide  Punkte  auf  die  P 
Systeme  zugehört,  zu  lieE-en  k< 
gegeben  sein  oder  die  gegebenen  Pi 
iu»  die  eben  ausgesprochene  Kegel  ni 
ildite  anderes  übrig,  als  durch  einen 
In  des  Kreises  zu  ziehen  *) 


derselbi 


das  Centrum  der 
auf  die  Peripherie,  oder 
des  Kreises,  der  ihrem 
Sollten  aber  mehr  Punkte 
Jcbe  Lage  haben, 
ht  ausliibrhar  igt,  so  bleibt 
üolchen  Punkt  zwei  Seksn- 
Uten  durch  Richtungen  za 


kte 


deren  Aufsuchung  im  homologen  System  keine  Schwie- 
rigkeit macht.  Es  wird  hinreichen,  zur  detaillirten  Anschaoung 
£eeer  Methode  ein  Paar  Construktionen  im  Einzelnen  anzugeben. 


XVII.  Es  sind  drei  Richtui 
die  in  lauter  unzugän glich ei 
man  soll  eine  vierte  Richtung 
parallel  sei  und  in  einem  Punk 


'j  und  c  gegeben. 


n,    welche 
nd6  conve 


*)  Ein  anderes  idilte 
«ODTcrgireadeD  TangcDle 


,    wekhca   durch   die  in   dem  gegeben 
dargebutun  wird  ,   ist  an|iralf tisch. 


L 


Man  ziehe  o 
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n  l'unkiG  O  Her  Richtung  a  (Taf. 
iwei  concentrische  Kreise,  von  «eichen  der  äussere  die 
b  in  den   Punkten    D  und  E  schneide ;    ziehe  sodann    dnrcl 
Punkte  -D'  und  £',    in    welchen   der  innere 
messern  OD  und  OE  geschnitten  wird,  die  Richtung  D' E', 
die  gegebene  Richtung  a  in  einem  Punkte  F  scheiden  (vird; 
hierauf  durch  diesen  Punkt  F  eine  Parallele  mit  c,    ivelche 
inneren    Kreise    in  den    Punkten    C  und  G'   begegnet,  nnd 
binde  endlich  aucli  die  Punkte  ('  und  G,  in  welchen  der  Susst 
Kreis  von  den  Haihniessern  ÜC  und  OG'   geschnitten  wird,  doi 
eine  Gerade  CG,  so  wird  CG  der  Aufgabe  genügen.    Denn,  wie 
Richtungen  CG'  und  ly E'  hi  einem  Punkte  f  der  Richtung  o 
vergiren ,  so  müsBen  auch   die  huniolngen  Richtungen  CG  und  £ 
In  einem  Punkte  des  Collineationsstrables  a  convergiren,   uod  i 
gleich  ist  die  Richtung  CG,   weil  sie  mit  der  Richtung  CG'  { 
rallel  ist,  wie  diese  auch  mit  a  parallel. 

XVIII.    Die  Verbindungslinie  zweier  unzugängiicBi 
Punkte  zu  ziehen,    welche  durch  vier  Richtungeo  a, 
c,  d  gegeben  sind,  von  denen  zwei  andere  gegenfibei' 
stehende  Convergenzpunkte  R  und  5  zugänglich  sioi 


Nachdem  die  i 
gezeichnet  sind,  di 
kommt,  die  Periphi 
tungen  a  und  b  ' 
det,  sn  wird  mai 
die  Sekanten  A'S"  und  S'B' 
welche  auf  c  und  d  die  Punkte  C 


ei  CO ncen irischen  Hilfskreise  (Taf. IX.  Fig.  16.)  m 
s  der  gemeinschaftliche  Mittelpunkt  in  ßzu  liegen 
ie  des  äusseren  Kreises  durch  5  geht  und  die  Ridl 
den  Punkten  A.  B  zum  zweiten  Mal  scbnei 
ermittelst  der  Halbmesser  RA,  RS  und  i 
kleineren  Kreises  bestimniei 
jnd  />'  bezeichnen,  die,  \rta 


der  innere  Kreis  klein  p:enug  war,  zugänglich  sind  und  durcil  ei 
Gerade  CD'  verbunden  werden  können.  Diese  Gerade  C 
bestimmt  auf  der  Peripherie  des  kleineren  Kreises  die  Punkte  t 
und  F",  und  die  Richtungen  der  nach  diesen  Punkten  gezogenun 
Halbmesser  bestimmen  auf  dem  grösseren  Kreise  die  Punkte  1 
und  F.  Die  Gerade  EF  genügt  der  Aufgabe;  denn  sie 
Systeme  der  gegebenen  Richtungen  der  Richtung  E'F'  im  Syslenw 
des  inneren  Kreises  homolog,  und  wie  in  diesem  Systeme 
Richtungen  S'A'  und  S'Ii',  d  und  c  in  den  zwei  Punkten  D'  \ 
C  mit  E'F  convergiren,  so  müssen  auch  in  dem  System  de« 
äusseren  Kreises  die  Richtungen  u  nnd  d,  b  und  c  mit  ff  lü 
den  zwei  Punkten  convergiren,  die  hier  unzugänglich  sind. 


dem     Herausgeber. 


Wmeriwib'mffesäMvok'äer  SlSpie  wtäetc.  ^^ 

k 

^^Kbr  merkwürdige  Sätze  von  der  Ellipse  und  von 
^^^p  der  Hyperbel. 

!      In  einem  Brier«  von  Leibniz  an  Huygens,   Jer   ohne  Jah- 
cabl  Dnd  Datum  aligednickt  ist  in: 

Leibnizens   gesammelten  Werken,    aus    den   Hand- 
ihriften  der  Eüniglichen  Oihliolhelc.zu  Hannover,  her- 
gegeben   von    Georg    Heinrich   Pertz.     Dritte  Folge. 
fathematik.     Zweiter  Band.    Berlin  185U.    S.  53.  Nr.  XVII. 
ch  unter  dem  Titel: 

ILeibnizens  mathematische  Schriften,  herausgege- 
en  von  C.  J.  Gerhardt.  Erste  Abtheilung.  Band  II. 
Berlin  1850. 

pdet  sich  gegen  das  Ende  folgende,  mit  dem  übrigen  Inhalte  des 
Briefes  in  gar  keiner  Verbindung  stehende  Bemerkung: 

}  „Dans  l'nnvrage  que  j'avois  composä  autrefois  sur  la  quadra- 
we  drithmctique,  je  trouve  cette  prnposition  generale:  Sector 
tDinprehensus  arcu  sectionis  conicae  a  vertiee  inci- 
pienle  et  rectis  ex  centro  ad  ejus  extrema  duclis,  aequa- 
tuT  rectangulo  sub  semilatere  transverso  et  recta 
'ii'^ Jis^^dbr^  ^'c-  posito  (  esse  portionem  tangentis 
in  Tertice,    inter  verticem   et  tangentem*)  alterius  ex- 


lehr  merlmürtUge  St 

ectangulum  sub  dimidiis  late 
>  (i<t  est  quadratum  a  semiaxi 
em.     Est  autem  J;  in  hyperboli 


Man  nmss  gestehen,  daas  in  dieser  Stelle  eine  ziemlicfae  Dnn- 

kelheit  herrscht,  und  der  Herausgeber,  Herr  Gerbarilt,  hat  unK 

I  Sinn  durch  keine  Erläuterung  aurgeklärt,    sonderi 

'ahnt  bei  dem  mit  einem  *)  bezeichneten  Worte  nur  gaiiE  kuri; 

bat  bemerkt:    Secatitem." 

Da  mich  die  obige  Retuerkung  Leihnizene  sehr  interes- 
sirte,  so  habe  ich  dieselbe  einer  sorgßlligen  Untersuchung  unter- 
worfen, welche  mich  zu  zwei  Sätzen  von  der  Ellipse  und  Hyper- 
bel gerührt  hat,  die  ich  aus  verschiedenen  Gründen  für  sehr  merk- 
würdig und  für  den  nähren  und  eigentlichen  Ausdruck  der  io  der 
obigen  Bemerkung  Leibiiizens  angedeuteten  Sätze  hatte;  zugleich'  '^ 
wird  sich  aus  dieser  Untersuchung  ergeben,  dass  die  obige  Stetli^^  ^ 
trie  sie  wenigstens  in  der  von  Herrn  Gerhardt  veraoHlaltetefl.'  4 
Sammlung  der  Briefe  Leibiiizens  abgedruckt  ist,  nolhwendrj  |^ 
manches  Falsche  enthalten  niuss,  so  wie  auch,  dass  die  von 
Huygens,  oder,  wie  Herr  Gerhardt  schreibt,  Hugeus  *),  bei- 
gefiigte  Bemerkung  „Secantem"  wohl  gar  keinen  Sinn  hat. 

Ich  hoffe,  dass  man  die  Sätze,  die  ich,  veranlasst  durch  die 
obige,  freilich  in  mehreren  Beziehungen  dunkle  und  wohl  aucb 
manches   Falsche  enthaltende  Bemerkung   Leibnizens,    im  Fol- 


Bii{;t  S.  3  :  „Dieau  Schreibart  des  ISamnoi  ict 
weil  alle  an  Luilintz  guricfaEelen  Briefe  äbw- 
;t  sind  mit:  Hiigona  de  Zulichem."  Dl> 
di<?«04  hocliljeruliniten  MiithematiberB  iaC  Bllorr 
ob  Bcrnniilli  {0|iera.  T.  I.  p.  195.)  «chreiU 
indcreo  Stellen  (z.  B.  T.  L  p.  45S.  T.  U.  y.  Sil.} 
Johnnn  Bcrnoulli  (i.  B. Opern. T.lLp.l»)« 
jnB.  wenigsten«  in  franzüsisch  verfamten  Auf 
seinen  iaJufaann  Etcrnuulli's  Werken  milge- 
cbteibt  dnri^figängig-  Hug-liena.i  Bensi  in 
■einem  Kepcrtorium  commeata  liun  um  a  societntib  ui  lilt«- 
rarii«  eilitaruni  Tum-  VII.  schreibt  hei  den  Tiitln  nller  Abhandliu- 
Een  äea  greisen  bnlläniliscben  Mathematikers  Hujgliens.  Da  allv  nif 
bekannlea  Subrircoa  Tan  Hängens  oder  Huyghen«  latGiaisvh  veriiuil 
sind,  so  kannen  dicao  nirhc  maaKsgeliend  sein,  weil  auf  ihren  Ticeln  der 
Käme  durcbgängig  Hugenin«  lautet.  Was  mag  nnn  wohl  bei  der  aiA 
findenden  in  grossen  Veraebiedenheit  eigentlich  dus  Richtige  sein?  Bei 
einem  «o  bedeutenden  Mathematiker  wäre  eine  sichere  Aufklärang  aohr 
wünsvheniwBrth ,    die  ich  gern  in  das  Archiv  aufnehmen  wurde. 


*)  Herr  Gerhardt 
deshalb  genäbll  werden 
einslimmend  unlerKcic^bn 
Scbreibarl  des  Kameaa 
ding«  iweifelhaFi.  J  ai 
Hngens,  dagegen  an 
sebf  häufig  Huygens. 
schreibt  meistens  Hu^n 
satzen.  Renan  in  allen 
theilten   Abbandlungen    r 
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iden  entwickeln  werde,  fiir  einen  bernerkenswerlheo  Beitrag 
r  Theorie  der  Ellipse  und  Hyperbel,  uud  zugleich  Rir  eine  dan- 
»swerthe  Erläuterung  einer  jedenfalls  sehr  inerkniirdigen  Stelle 
einem  ßrief'e  des  i^rnsseti  Mannes  haltert  werde.  Vielleicht 
itdea  mir  Leihnizens  Briefe  sjiüterhin  noch  zu  anderen  ähn- 
len  Erlänteninj^en,  deren  dieselben  in  der  Tbat  an  vielen  Stel- 
Aehr  bedürftig  sind,  Gelegenheit  geben,  wobei  ich  immer  auf 
?on  Herrn  Gerhardt  in  Verein  mit  Herrn  Pertz  veranstal- 
!  Samndung  besonderen  Bezug  nehmen  werde.  , 


1. 

Wir  wallen  nns  in  Taf.  IX.  Fig.  I.  eine  aus  dem  Mittelpunkte 
beschriebene  Ellipse  denken;  zwei  beliebige  conjugirte  l>nrch- 
»aer  dieser  Ellipse  seien  AA'  und  BB' ,  deren  Hälften  wir 
rcb  a  und  b  bezeichnen  wollen;  die  |ioailiven  Theile  dieser  bei- 
Gonjugirten  Durchmesger  seien  CA  und  CB,  und  a  sei  der 
denselben  eingeacblossene  ^Vinkel  A'CB.  Legt  man  nun  die 
jden  in  Hede  stehenden  conjugirten  Durchmesser  als  Coordina- 
laxeii  ta  Grunde  und  bezeichnet  die  veränderlichen  oder  laufen- 
sn  Coordiriaten  in  diesem  Systeme  durch  k,  o;  so  ist  bekanntlich 


©"  +  ©■- 


le  Gleichung  der  Ellipse.  Wenn  nun  ferner  CAi  ein  beliebiger, 
if  der  positiven  Seite  des  Uurchniesser^  AA'  liegender  Halb- 
esser der  Ellipse  ist,  den  wir  durch  r,  den  Winkel  ACA,  durch 
'beaeichnen  wollen,  so  wird  von  CA,  CA,  and  dem,  dem  Win> 
I  ip  «II tsprech enden  elliptischen  Bogen  AAj  ein  elliptischer  Sec- 
k  begrfinzt,  dessen  Fläcbenraum  in  der  Kürze  durch  Sectip  be- 
Itchnet  werden  mag,  wo  dann  nach  einer  allgemein  bekannten 
pimel  der  Integralrechnung 


Sectgi : 


:  i    r  ^T^.p 


weitere  Entwickelung  des  Flächeninhalts  dieses  Sectors 
oll  nns  nun  im  Folgenden  beschäftigen. 

Zu  dem  Ende  wollen  wir  die  Coordinaten  des  Punktes  A  in 
fem  angenommenen   Systeme  durch  x,  y  bezeichnen;    dann    b^t 
offenbar  die  beiden  folgenden  allgemein  gültigen  Proportionen : 

sintt;8in(o:-|-g)J  =  r:a:, 

sindisinqp         =>"!j;  "  '      '   ; 


erunerl:  Z«ei  uir  merkwOrtUge  Sälae 


folglich,   weil  Dach   dem  Obigen,    da  der  Punkt  J,   oder   (xy)  in 
der  Ellipse  liegt. 


folglich  nach  dem  Obigen 
Sectgi 


J„        t   asintx  (        lÖBiDc) 


oder,    wie  man  hieraus  leicht  findet; 

ergiebt. 

Wir  wollen  uns  nun  durch  die  Punkte  A  und  Ai  Berührende 
an  die  Elli[>se  gezogen  denken  und  deren  Durcbschniltspunkt  ait 
T  bezeichnen.  Die  Gteiehung  der  Berührenden  im  Punkte  Ju 
deesen  Coordinaten  x,  y  sind,    ist  bekanntlich 

wo  der  Differentialquotient    g"   aus  der  Gleichung 

entwickelt  werden  muss;  dadurch  erhält  man: 

*)  Das«   diese  Gleichung   auch   für   ■chiefwinlilig'e  CoordinalM  s'"' 
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e  Gleichung  der  BerShreodeD : 

(vie  sich  hieraus  mit  ROcksicht  auf  die  zwischen  x  und  y 
ndende  Gleichung  bekanntlich  leicht  ergiebt: 


zeichnen  wir  jetzt  die  Entfernung  des  Durcbschnittspunkts 
beiden  durch  A  und  Ax  gezogenen  Berührenden  von  dem 
I  A  des  Durchmessers  AA! ^  nSmIich  die  Linie  AT^  durch 
Fird  dieses  v  offenbar  aus  der  vorstehenden  Gleichung  er- 
wenn  man  in  derselben  ti=a  setzt,   wodurch  man  erhallt 

6*  a — X 

„— — , . 

Q         y 

;  aber 

6 


V 


=  - Vo«-a?«, 


umgekehrt 
ind  da  nun 

erhält  man  auch  mittelst  leichter  Rechnung: 

_  26^ 

sich  also  ergiebt «  dass  die  Coordinaten  x,  y  immer  durch 
isse  V  mittelst  der  Formeln 


gK  iBr9m0r^:  Jftpü' mkt  mm  Mth^0ßä  aiflte 

rational  aoagedrilckt  werden  IdkiiieD.    Hieraus  erhält  man : 

and  da  nach  dem  Obigen 

»in(«+y)       ^_2lE2L- 


alao 


iat^ao  iat 

.....  . , 

alap.--, 


woraoa  leicht 


ähia     '*    ^     aina 


dr     ain(a-f^) 
»ln(a  +  9)f'a(6*— t^* 


sln4x4-co8ataDg9^"~a(6' — «•)* 


26*P8in« 
**"8^  =  tt(fi^--e>0-26«rcos« 


folgt 

Weil  faKekanntlich 


tangg  +  tangy 
tang(«+9)=i3j— ^— 


tangatang9 

ist,  so  erhält  man»  wenn  man  den  vorstehenden  Werth  von  tan 
einfährt,  nach  einigen  leichten  Verwandlungen: 

a(6^-t?^)sin« 
tang(a+9)=  „(^a^^«)  cos« -26^ ' 

'  Femer  findet  man  leicht: 

-     flg(6g^o>)a-^4a6>p(&»>^p«)coa«+46%g 
l+tang(p»=  ,a(6a_^2)_26«t?cosa!a  ' 

,     .       ,     .     X«      a*(62— ©2)«— 4a62»(62— t?2)cosa+46V 
l+tang(«  +  (p)«  = |a(6^-t,«)cos«-26%P ' 

also: 

.      ^ ib^H'ma^ 

sing>  -o2(6«-^|,«)a_4aÄ«o(ft2_^«)cosa  +  464t,«* 


•M  dier  giä/ne  umi  tm  der  MpperM* 


aei 


siD  {a+q>)' — ^,  (Ä«-.  |,a)a  _  4«^  (6«—©«)  cos  a  +  4Ä%« 


irod 


. {a(6«~t?*)— 26«pcos«P 

cos(«+9;  — ^«(5«_^i)a_4flftap(6a_P«)cosa+46V 
Endlich  erhalten  wir  aus  der  Gleichung 

2&^p  sin  a 


darcb  Differentiation  leicht: 


Sq) 


2a62(6«  +  t?«)sina 


cos 9*  *~  {a(6* — ©•) — 262ücosa)* 
also  nach  dem  Obigen: 

2a6«(6«+t?*)sina 


Sr, 


891= 


a«  (62 — 1>«)*  -  iab^  (b^ — r«)  cos  a + 46*»« 
Setzen  wir  der  Kurze  wegen 

iV«=a«(6*-t)«)a  -4«6*o(6«— t?2)co6a+46*»«, 
so  ist 


dv. 


in«     J    ~V     iV    y  '      /6sina(    ""ViV/ 


sin(a-f  9>))  * 
asin 


8 


und 


.         2a6«(6«+r2)sina^ 

dg)  = ^2 dv; 


m 


also 


8qp 


f     asin  er     i  'ftsinaj 


_2fl6»(6g+r«)sintt 
■"(62»-t?a)«+46V^^' 


folglich,   weil 


(6« — 1?«)2 + ibh)^  =  (6« + 1>«)« 


ist: 


8g) 


sin  (cig  +  (p) 
asinix 


^osinal 


a 


2ii62sina 


Öf?5 


392  Grttnertr    EwH  sehr  merkwSrfUge  Sätvi 

und  daher,  nei)  nach  dem  Ohigen  für  g:  =  0  auch  v^O  ist: 


J       (      aa\uu     \    +  Ueinoi 


6»+««' 


folglich  nach  dem  Obigen : 

Secttp=ab^8maJ      ^^^ 
Bekanntlich  ist  nun  allgemein 

J  b'  +  v*~S  Arctang^  +  Const, 
also,    wenn  man  jetzt 

Arctangj 

den  kleinsten  positiven  Bogen  bedeuten  lässt,  dessen  gonin 
trische  Tangente    t-   ist: 

was  nach  dem  Ohigen  zu  dem  überaus  merkwürdigen  Ansdrn 

SectqD=«6ainßArctangT- 
führt.     Weil  nach  dem  Ohigen 

ist,  80  ist  auch 

Sect^^aösiniiArctangY  ■ 

Fflr  x^  —  a   wird  qj  =  7c,    folglich 

Sect  n=-ab  sin  a  Arctang  oo, 
also 

Scctit^iobK  sin  (t, 

welches  daher  der  Ausdruck  für  den  Flächeninhalt  jeder  der  t 
den  Hälften  ist,  in  welche  die  Ellipse  durch  den  Diameter  A 
getheilt  wird. 


Wim  4er  EiHpse  und  non  der  BfperM. 
Ueber  fpzsin  hinaus  darf  man  die  Formel 
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V 

Sect  9  =  a6  sin  a  Arctang  r 

it  aasdehnen,  wie  ans  der  ganzen  vorhergehenden  Betrachtung 
von  selbst  ergiebt,   und  auch  schon  deshalb,  iveil  für  9=7S 
Grösse 


b       ¥    a  +  a: 


mdlich  wird.  Man  kann  sich  aber  auf  folgende  Art  verhalten, 
erbellet  nämlich  aus  dem  Vorhergehenden  und  aus  Taf.  X. 
\,  2. ,  wenn  wir  die  in  dieser  Figur  durch  A  T  bezeichnete  Linie 
nennen,  dass  in  dem  Falle,  wenn  9>7r  ist, 

Sect  9  =  \abn  sin  U'\-ab  sin  a  Arctang  -r  > 


Sect  9  =  a6  sin  a  (^tc  -|-  Arctang  j- ) 

Nun  aber  überzeugt  man   sich  mittelst  einer  einfachen  Be- 
sbtnng  sehr  leicht,   dass 

\n  +  Arctang  -r  =  Arccot  (—  -j-) 

it,  woraus  sich  nach  dem  Obigen 

Sect  9  =  a6  sin  a  Arccot  ( —  -j-) 

irgiebt.     Nach  dem  Obigen  ist  aber,  wenn  auch  in  Taf.  X.  Fig.  2. 
wie  frfiber  ÄT^=^v  gesetzt  wird: 


«Bd,  wenn  man  sich  einmal  die  positiven  Abscissen  von  C  nach 
ä  hin  genommen  denkt: 


-!.«  +  ( — ^)         *    a—x 


Abo  ist 


6""\  a+Ä*     6""\  a-^x' 


V 

b 


TMnm. 


2T 


3M 

GrHnert:    Zteet 

folglich 

^ 

6  ~  '' 

lind   dahe 

r  nach 

dem   Obigen 
Secty  —  oA 

offenl.ar : 

sincArctang-T-  ■ 

Also 

ist  für 

Sect9)  =  n. 

{iainaATctan<;7  . 

und  für  qi 

>Jt: 

Sect  :p=nl,, 

<in  K  Arctatig  -j-  , 

unter 

Arctang.-   und  Aretiuig -^ 

.I3»K 

immer  die  kleinsten  positiven  Botjen  verstanden,  deren  gen 
Irische  Tangenten  respective  ^  und  — r-  sind.  Niinrat  man 
aber  v^^AT  nicht,  wie  bisher,  stets  potiitiv,  sondern  viel 
von  jetzt  an  positiv  oder  negativ,  jenuchdeni  die  Linie  AI 
der  positiven  oder  negativen  Seite  des  l>iirchmessers  AA' 
so  kann  man  die  zwei  oliigen  Formeln  in  die  folgende  ein« 
gemein  gültige  Formel 

Sect  tp  =  ab  sin  et  Arctang  -, 


ziisanimenfassen,  no  auch  jetzt  Arctang;    den  kleinsten  posi 
Bogen  bezeichnet,   dessen  goniome  tri  sehe  Tangente  7  ist. 
Für  9)^m — «  ist  offenbar  p=-f  6,    also 


9fi|  dir  JEdfpu  und  pon  der  HpperM. 

Sect  TT  =  ia6^  UD  or. 
Für  9=29S  — a  ist  offenbar  ©= — 6,  also 
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t) 


feiglich 


Arctang%  =:  Arctang(—  1)  =  {», 


Sect("2jr — a)  =  labit  sin  a. 


Für  9=2»  ist  f?  =  0,  also  Arctang?  er  ArctangO  =  7r,     nicht 

LrctangT=0,  weil  sich  hier  -,   der  Null  nicht  vom  Positiven,  son- 
^rn  vom  Negativen  her  nähert;  folglich 

Sect  27t  =  ahn  sin  a. 
Weil  hiernach 

Sect  {n — a)  =  4  abn  sin  a , 
Sect  n  —  Sect  (;r  —  a)  =  ]^abn  sin  a , 
Sect(2Ä — a)  —  Sect7r=la6?rsina, 
Sect  271  —  Sect(27r  —  a)  =  Ja6jc  sin  a 

t;  «o  meht   man,    dass  jede    zwei  conjup^irte  Durchmesser  die 
;he  der  Ellipse  in  vier  einander  gleiche  Sectoren  theilen. 

Weil,  wie  so  eben  gezeigt  worden  ist,  Sect 27r  =  a67r sin a 
lllr  jedes  System  zweier  conjugirter  Durchmesser  der  Flächenin- 
jttlt  der  ganzen  Ellipse  ist,  so  ist  für  jede  zwei  conjngirte  Durch- 
[Besser  abn»ma,  also  auch  absXna  eine  constante  Grosse,  wel- 
ches ein  anderweitig  längst  bekannter  und  leicht  geometrisch  zu 
deutender  Satz  ist  *). 


*)  Bekanntlich   ist  auch   ä^-^b*    eine   constante  Grösse.     Dies  lässt 
liich,   beiläufig  beoierkt,    wie  es  mir  scheint,    besonders   leicht  auf  fol- 
gende Art  beweisen.     Die  beiden  Halbaxen  seien  A  und  B  und  in  Bezu^ 
juf  die  beiden  Axen   seien  x^  y  die  Coordinatcn   des  Scheitels   des  Dia- 
I Meters  2a,    so  wie  Xy^  y^  die  Coordinaten   des  Scheitels  des  Diameters 
%S  dui»  ist  offenbar 

IKe  Gleichung  der  Berührenden    durch   den   Scheitel  des   DiaAeters  2/i 
hl  bekttütlidt^ 

B^x 

27* 
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Obiger 


Granertr   ZKei  »ehr  merhailräige  SäHe 
a  nnd  b  Hie  beiden  Halbaxen   sind,   so   bat  i 


[^J={»)-  ^'- 

H 

Verbindet  man    hiermit  Jie  Gleiclinnff 

■ 

(tJ-©-- 

fl 

.n  ergiebl  i 

lieh   leicht: 

9 

^^-    m 

Ä'j-«           B*3:' 

=f;- ''■ 

*"'       i'y»  +  fi«x'      j»fi» 

*IiD 

^^H 

''!'■  +  ''•''                             ^g 

Folglich  ist 

nach  dem  Ohigen 

1 

'ff«  +  ö'Z»    ,-,.,.,       /lM'lV  +  ö'J^*)  +  ffM'l»y+ß'*3| 

nit«  «»+*"  = 

=  i»+Ä%  nnd  daher  «'+*''  c«'"' 

wie  bühaciptot^^^l 

Dbib  ab 

aina   canstlint  ist,    hann   man  nnn 

1   fnrnpr  niirh   auf  J^^^^M 

Art  leicht  beweisen.     Ea  lal  offenlmr.  wenn  v 

ir  ar  nnd  V  ai<  pOitt^M 

...           J 

(i'-«-i™-      .^H 

a^  '-J*? 

'^ 

(J'-fi- 

)'i'r+(-<v 

+avy 

■_(■!■+!'■)  W»"+«*i")'1 

iid  folgU^ 

taiiB«» 

(!■' 

X'!/^' 

i 

■4^^ 

Ue 

1  +  la.g. 
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Weil  nach  dem  Obigen 

^  a-Y-x 

;  ist,  fl|#  kann  man  9  wenn  wir  v  jetzt  wieder  bloss  positiv  nahmen» 
Sect9>  ^^^y^  auf  folgende  Art  ausdrucken:  >     • 

Ffir  9<7r  ist: 

oect9»=avsin«w  —^  Arctaog(-|- 
Ffir  9>3C  ist: 

Sect  9  =  av  sin  a  Y     ^     Arctang  ( — 
Unter 

AT€tang(+  Y  ^  «od  Arctang(- Y  s3) 

sind  immer  die  kleinsten  positiven  Bogen  zu  verstehen,  deren  go- 
r  niometrische  Tangenten  respective 


V    a+ar  v    o+a? 


Wenn  der  Flächeninhalt  des  gegebenen  elliptischen  Sectors 
ACAx  in  ^^^*  ^-  l^i^-  ^*  bestimmt  werden  soll ,  so  ziehe  man  an 
i  und  /li  die  Berührenden  AT  und  AiT  der  Ellipse  und  durch 
Ay  die  Parallele  ^|^  mit  der  Berührenden  AT\  dann  ist  nach 
dem  Obigen^  insofern  der  Winkel  ACAi  des  Sectors  kleiner  als 
I80O  bt: 


sin  a^  = 


/l^Ä* 


Sacb  dem  Obigeo  ist  aber 

^, .,  _  (x«+y«)(iV+/?«a;«) 

*^ Ä^P  • 

AI(o  iat 

a»*«  «ina»  =  4*5» ,    0»  «in «  =  il» 

Dnd  daber  ab  Bin  a  constant. 

Bei  der  Hyperbel   kann   man  beide  Sätze  auf  ganz  äbniicbe  Art  be- 
weifen. 


SeciACAi 
=  AC.AT.»\uCAT.^f^t^.A,ct^„S\+^ 


dagflgen  w&te   in  Tat.  X.  Fig.  4.,   \m 
Sectors  grosser  als  ISO"  ist: 


AC+BC' 
Winke!    ACA,  Aea 


SectACAi 


in  Tar.X.Fi-.5.  wäre,    insofern  der 
wieder  kleider  ats  180°  ittt: 


Winkel  ACAi    des  Seetors 


=  AC.AT.s\iiCA 


^AfAC—BC  .  aFAC+BC, 


endlich   wäre 
Sectors  vviedei 


n  Tar.  X.  Fig.  6. ,   insofern    ■ 
grösser  als  180**  ist: 

SectJfJ, 


Winkel  ACAi  At» 


=AC.AT.^\aCAT 


V  X6MrßC-*""'"«i-V  AC-B& 


In  den  beiden  ersten  Fällen  ist  nSmIich  in  den  obigen  For- 
meln für  Seetip  die  Absi'iase  3:=  +  BCzu  setzen,  in  den  beiden 
letzten  Fällen  mnss  in  den  obigen  Formeln  fär  Sectg;  die  AbscisM 
ar=  —  BC  gesetzt  «erden. 


Gebt  die  F-Mi|].<e  ' 
r  des   Kreises, 
messende  B'tiien    in 
echriebenen  Kreise  Ui 


I  einen  Kreis  über,  so  ist  n  =  b  der  Halb- 
und  wenn  rp  der  den  Winkel  des  Sectoca 
inem  mit  der  Einheit  als  Halbmesser  i>e- 
,  ao  ist  offenbar  der  den  Sector  theilweise 


begränzende  Kreisbogen  AAi  =  otp.  Ferner  ist  augenscbeinliciii 
wenn  wir  das  obere  oder  untere  Zeicb^n  netimen,  jenacbdeiD 
q3<«  oder  y>w  ist. 


^^^  =  tan^'l9'.    Arctang^=igi, 
1  atigemein  tut  die   Ellipse 


M»  der  Eiiipie  und  9on  der  ffyper&eh  S09 

Sect  q>=zab  sin  a  Arctang  t-  » 

Ar  deo  Kreis  aber  offenbar  a  =  90^  zu  setzen  ist,  so  ist  för  den 
Kreis 

ibo  Dach  dem  Obigen: 

Iwdches  die  bekannte  Formel  für  den  Inhalt  eines  Kreissectors  ist. 

Nach  allem  Vorhergehenden  glaube  ich,  dass  man  mir  beizu- 
imen  geneigt  sein  irird,   wenn  ich  die  in  Bezug  auf  jede  zwei 
mjugirte  Durchmesser  der  Ellipse  geltende,  buchst  einfache  und 
[elegante  Formel 

Sect  q)=ab  sin  a  Arctang  f 

rar  eins  der  merkwürdigsten  und  interessantesten  Resultate  in  der 
Ifuizen  Lehre  von  den  Kegelschnitten  halte. 

Wenn  r  positiv  und  nicht  grosser  als  die  Einheit  ist,   kann 

«lan,  insofern  Arctang  r  immer  den  kleinsten  positiven  Bogen  be* 

s^chnet,  dessen  goniometrische  Tangente  7  ist,  wie  die  Analysis 
lehrt,  bekanntlich 

Arctang  ?  =  fr—  3  Q'  +  5  Q)'  -  J  (l) '  +  - 
•etxen,   so  dass  also  in  diesem  Falle  nach  dem  Obigen: 

Sect9,  =  «68ln«.j|-30y  +  J-(?y-}-Q)'+....| 

ist    Weiter  als  auf  den  Fall,    wo  r  positiv  und  nicht  grosser  als 

dße  Einheit  ist,    darf  man   aber  diese  Formel   nicht   ausdehnen, 
weil  in  der  Gleichung 

A«ta"gj-=i— KD  +5(0  ""KO  +  •• 

bekanntlich  der  absolute  Werth  von  7  die  Einheit  nicht  uberstei- 
ge&  darf  und  Arctang r  Immer  den,  absolut  genommen,  kleinsten 


ert:    Zwei  sehr  meikwiirdige  Sät%e 
positiven  oder   negativen   Bogen   bezeichnet,    deasen   gonio-l 
metrische  Tanifedte    r    ist,  in  der  Gleichung 

fiert  (p  —  all  sin  o  Arctang  i 
dagegen   t   jeden  l)eliebi5eii  positiveii  oder  negativen  reellen  Wertfcl 
haben  kann    und  immer  Arctang^    den  Ideinsten    positiven 
gen,    dessen  goniometrische  Tangente  -,    ist,    bexeichnet. 


II. 

Sei    jetzt    in   Taf.  X.  Fig.  7.    aus     dem    Mittelpunkte   I 
Hyperbel  beschrieben,   und  AA'   und  BB'  seien    zwei    coi] 
Durehmesser  derselben,  deren  [lallten  wir  respective  durctf^ 
fi  bezeichnen  nollen;  die  posKiven  Theile  dieser  conjugirten  L 
en  CA  und    CB ,    und   u  sei   der  von  denselben  t 
scbloRsene    Winkel    ACB.      Legt   man    nun    die  beiden    in  Ked 
«tehenden  conjii,^irten  llurclimcsser  als  Cacrdinatcnaxen  2 
und  bezeichnet  die  TerMnderlichen  oder   laufenden  Coordinaten  \ 
diesem  Systeme  durrh  u,  v;    so  \st  bekaiinllicb 


(:)"-©•= 


die  Gleiehung  der  Hyperbel.  Wenn  nnn  Terner  CA^  ein  belieb 
ger,  auf  der  positiven  Seite  des  Durch nie:«sers  AA'  licgendei 
Hulbmesser  der  Hyperliel  ist,  den  wir  durch  r,  den  Winkel  ACAi 
durch  q>  bezeichnen  «vollen,  so  tvird  von  CA,  CAi  und  dem,  den 
Winkel  <f  entsprechenden  hyperbolischen  Dogen  AA^  ein  bypet- 
bolischer  Sei'tor  hegränzt,  dessen  Fliichenraiim  in  der  Kürze  durch 
Set 9)  bezeichnet  werden  niug,  wo  dann  wieder  nach  einer  allge- 
ineiti  bekannten  E'ormel  der  Integralrechnung 


Sevlf^iß'r^Stp 


ist.     Die   weitere   Eniwickelung  des  FISchenrauius  dieses  Sector» 
soll  uns  nun  im  Folgenden  beschäftigen. 

Zu  dem  Ende  bezeichnen  wir  die  Coordinaten  des  Punktes  J| 
in  dem  angenommenen  Systeme  durch  x,  y^  dann  hat  mau  offen- 
bar die  beiden  folgenden  Proportionen: 


J 


MM  4itT  EUip9e  und  von  d^r  BpperM. 


4M 


6iDa:8in9=r:^; 


woraoff  sich 


8in(a — ®) 

J?= ; ^  r, 

sina 


sinq> 
=  — — r; 


Mglich,    weil  nach  dem  Obigen ,    da  der  Punkt  Ai  oder  {xy)  in 
der  Hyperbel  liegt. 


ist. 


(f)"-(l)'= 


1 


,    |ain(tt^y)i  '  _  |  *''"y  p.^  ^  ^ 


t*== 


sin  (ß  —  9)  I  * 


a»\nu 


1  s'"y  j  * ' 

(  6sina  ' 


fa^ich  nach  dem  Obigen: 
Sect9  =  i 


^1       {sin(a-y)|»_ 

t/        f     asina     J    '^ 
o 


sin 
6  sin 


njp  I 
inai 


•der 9  wie  man  hieraus  leicht  findet: 


o 


9) 


a 


eigiebt. 

Wir  wollen  uns  nun  durch  die  Punkte  A  und  A^  Berührende 
an  die  Hyperbel  gezogen   denken   und   deren   Durchschnittspunkt 
[i  mit  T  bezeichnen.     Die  Gleichung   der  Berührenden    im   Punkte 
ii,  dessen  Coordinaten  üc»  y  sind,  ist  bekanntlich 


-3r=sl("-^)> 


8y 


wo  der  Diiferentialquotient  ^  aus  der  Gleichung 


©■ -(!)•=' 


Grnnert;    Zvet  ukr  meriiwird^  Safe 
entwickelt  «erden  muss;  dadurch  Qrh&lt  man 

also  die  Gleichung  der  Berührenden: 


oder,   wie  sich   hieraus  mit  Fti'icksicht  auf  die  zwischen  x  und  jr 
Statt  findende  Gleichung  bekanntlich  leicht  ergiebt: 


Uezeichot 
-   heiden    A 


Scheitel  A  des  Dur 


wir  jetzt  die  Entfernung  des  Diirchachnittspunkts  T 
■ch   A    und   Ai    gezogenen    Berührenden    von  dem 


I  e  offenb( 

I  darin  u^a  setzt. 


AA' ,  nämlich  die  Linie  AT,  darcb 
orstehenden  Gleichung  er- 
erhält : 


folgt;   und  da  ti 


9  erhSit  man  auch  mittelst  leichter  Rechnuni 


woran»  sich  also  ergiebt,  dasa  die  Coordinaten  x,  y  immer  dacch   ^ 
die  Grösse  v  mittelst  der  For 


L 
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3   - 


lODal  ansgedrfickt  werben  kufinött.    Hieraus  erhält  man 

-  .V.   I      .      •..    :  ..  ....    ...  . 

_  *••  .    ■     *  .      • 

d  da  nach  dem'  Obieen 

sin(a  —  flp)  sing) 

sina  '^      sina 


.,ji'-. 


f  ;■ 


»• 


•  ■   I» 


t,  SO  ist 


^ sinq> 

X  ~öiD(a— 9) 


sing)  26*p  '•  '1:      »       '• 


Iso 


sin  (a-rg))       a(6^  +  o*)' 


tangg)  26?» 


n^oraus  ieiehf 


sin  a  —  cos  a  tang  g)        o  (6^  +  «*) ' 

* 

26^  sin« 

tang  9  -  ß  (^2  ^.  ^«)  j^  26«b  cosä 


folgt  -   '  :  .  V. 

Weil  bekanntlich  >  il 

\      ^       ,         V       tang  a^-^  tang  qp 

^      tang(«— 9')--=t-7-r '. 

/  1  +  tang  a  tang  g? 

ist,  so  erhält  man,  wenn  man  den  vorstehenden  Werth  von  tanggn, 
einfährt^   nach  einigen  leichten  Verwandlungen: 

fl(6^  +  t?*)sina 
tang  («-  g))  =  «  (^2  ^.  ^2)  cos  «  +  26^  *  i 

Femer  find^i'ina'n  iefcht:  ' 


^      a^{V^\  v^)^  -f  4<^6?P  (&^ + v^)  cos  g + 4feM 
1  + tangg)  -  |a(62  +  t?2)+26«rcosa)* 

1     .       /          x.»      a2(62+t?2)«  +  4a62ü(62  +  ü^)cosa+4ÄM 
l  +  taiig(a-g))«.=:^-     .,.     ^^^yk^^,^ntc^<lbh>\^ ' 

Iso:  :  l^r 


Gruttrtt.  Ümt  tht  mertaetrtUn  Situ 
.      ^ 46Msi..^ -] 

.    ,  ,, a'(A^-fp')'6iot.' 

d: 

089  -oa(6a_|.p2)a^4uöap(62^.„S)coso+46*»«*^ 

C08(a     -pj  -„2(is_|_ßaja^4„ftap(ia_j:pa)coiio  +  4ft* 
Endlich  erhalten   ivir   aus  der  Gleichung 


-n(4'  +  t>»)  +  26=i.€ 

durcli 

1  Differentiation   leicht; 

( 

Jt^j 

2oJ»(4'-i'=).ini. 

8,             ' 

l.(4«  +  .'')  +  2S».eo, 

Hl'       '                  1 

also 

nach  dem  Obigen 

: 

d(D  — 

2ii6'(6'-»«).ino 

SvJ 

"r      0»  (*«+-' 

Setzen  wir  der  Kürze  tvegen 

JV« = a»  (fis + r»)»  +  4a6aB  (fi«  +  p")  cos  a  +  4**B» , 
bt 

jsin(^-^j'       /'ft»  +  r>\'       j_sin^r_^^\l 


/     asinu 
folglich,   weil 


3^ JlabHIfl—f)^^ 

in(«  — y)l  =_   [  HJny]  " ~ (6»  + 1>»)»  —  4Ä V '" 


(6»  +  p*)^—  46«B»  =  (6»—  B»)« 


^tMi  m  mUpve  und vmi'dir  Bj^Müf:  "  IM 

^6in(a  — y)j*      ^  siBy^*""    6* — t?*        * 

^     asin«    ^        ^6  sin«'  ,,>.,. 

md  daher,  weil  nach  dem  Obigen  fär  9=rO  auch  «=0  ist: 


8in(«  — ^)^*       1    sin 


c  91IJ  ^w  —  ^J  ^  k     p*"y    ^ 


; ^.^^afflsln'fi  f  ii<^  "h'^'^  '  i 

in^  .*•  *^      o'  —  ü* 


»Iglich  nach  dem  Obigen:  .  /     ;^.i 

O 

llgemein  ist  nun 


Dd 


ISO 


■'  -.      .    :;<i  ■/ 


'  /.     I. 

od  daher  öiFenbar  auch : 


0 

bo  ist  nach  dem  Obigen : 


/«»     dv     _  1  ,6  +  © 


^ectg>  =  4a6,sin«l  j—^ 


1er 


Sect9  =  ia6sin«l 


"+8 


• 


Wenn»  wie  in  Taf.  X.  Fig.  8.»  der  Halbmesser  CA^^  auf  der 
igativen  Seite  des  Durchmessers  AA*  '^^g^'  ^^  hat  man  die  fol- 
»iden  Proportionen : 


■ 

■ 

■ 

8in«:sin(a  +  9=)=r:.T, 

aintt;8inqp  =  r:— 1/: 

woraus  sich 

,_""'«+»>,,  ,__•■-»,, 

■- 

folglich,  weil  nach  dem  Ol.i^'en 

ey-ar- 

y_ 

ist,    wie  oben 

;   ■  ■■! 

-,  u     lC                'f 

J       >     a,m„      (         U.ioa< 

er£;iebt.     Die  Gleichung  der  Berulirenden  im  Punlite  Ji 

ist  wie  ab«s 

•?-|'  =  '. 

woraus  eich  für  «  =  «  wieder 

"  '    y 

ergiebt,   \vo  nun  aber  v  ne(»ativ  ist,   weil  y  negativ  ist,    und  man  1 
also  bloss  das  als  ne^^ativ   hetraclitete  AT,   welches  in  der  Thal  | 

■ 

auch  auf  der  negativen  Seile  des  Durchmessers  AA' 

"«8*7  »»"'dl. 

V  bezeichnen  kann.     Nun  ist  aber  jetzt 

■ 

,=-lv.'-^. 

■lao 

.     MtlA 

"=-'v5=r.=-'V^Sl' 

woraus  umgekehrt 

fta  +  ü« 

folgt;   und  da  nun 

,/=-*W^--«« 

ist',  so  erhält  mau  auch  mittelst  leichter  RechDung 

_ 

Ita 

^^^1 

*v.9fß  4f^  &iipse  und  tan.ikr  ffyper^e^ 

bei  man  za  beachten  hat,  dass  v  eioe  negative  Grosse  Ms 
0  kann  mao  o:  und  y  durch  die  Grösse  v  immer  mittelst  der 
mein 


9Dal  ausdrücken.    Hieraus  erhält  man 


• }  ♦ 


y  ^ 


2bH 


5  weil  nach  dem  Obigen 

y  sing) 

X  sin(a  +  9) 


*^ 


.■   :.;:r' 


r. 


sin  (a  +  g>) "~ "~  o<6? + »«)  ^       ^ 


tang<p  26%» 


sina  4- cosatangg)  a(6*+«?*)  * 


lus  sich 


,  26*t?sina 

tang  («  +  <P)  =  „  (ja  ^  „,)  cos  «+26^ 

ibt.  Die  Ausdrücke  von  sijiy^,  siD(«+g))*;  cos  9*,  cos(a+g?)® 
»en  ganz  dieselben  wie  oben  fär  sin  9^^  sin(a — 9)^;  cos^^, 
a  — ^)^9  und  fiir  dcp  erhält  man: 

_      2fl6^(6^>-f?g)sintt   

Ö9>  -  —  „2  (^2  ^  ^3)2  ^  4a^2p  (ft2  ^  ^2)  cos  tt  +  46*»«  ^^  ' 

,  wenn  man  wieder 


Dl.. 


t: 


c  sin (tt  +  y)  .  ^_  /^i+^Y        5  siny  . «  _  /26p\« 
?      asina      ^    "~  V     ^^    /   '      ?6sina^    '^\N) 


ti 


•  ''..,.  .  "•* 


pp 

H 

■ 

^H          al>o 

-■ 

^^1 

89 

-<>>)ain«l^H 

8iii(B+9>),'        s  ein?  >'■ 

^^H 

aain«    >         '-ftsina^ 

■ 

^H 

weii 

M 

^H 

(4'  +  i,«)»-46V  =  (6«-»')= 

^^^ 

■ 

■ 

8, 

2iit«r 

>•! 

1    ojinK     i        <6«iiio 

-=-T^ 

^^H 

1     / 

8» 

i=-2o//«.iE 

y   4«-.«' 

.»in(.+(p),'       j  ™»  j 

^B 

nach   dem   Obigen; 

M 

H 

Sect.p  =  — QÄ^sin 

•Z''-^' 

1 

^B 

eil  nach  dem  Obigen 

■ 

■ 

/■•     8. 

4'S 

1 

^H 

■ 

■ 

Sect?i=— 4o*BinBlj3^ 

1 

^H           oder 

H 

Sect(p=ioöi 

■'-'f^:- 

jl 

^^^           wobei  man  zu  beachten  hat,  dass 

«  negativ  ist. 

m 

^^H                 Mao  hat  also  in  den  beiden  vorher  betrachteten  Fällen; 

H 

Seclip^iaöt 

--la 



^H 

»in.l|=|, 

ri 

ton  der  Ellipse  und  von  der  Bpperbel.  409 

t  im  ersten  Falle  v  positiv,  im  zn-oiten  Falle  v  negativ  ist. 
bnnit  man  nun  aber  Rieder  c  stets  positiv,  so  erjjeliet,  dass  man 
i  vülliger  Allgemeinheil,  der  Halbmesser  CAx  mag  auf  der  posi- 
Sen  oder  anf  der  negativen  Seite  des  Durchmessers  AA'  liegen. 


Sect  cp  ^^  iaösinßl 


die  tileichui 


A  +  B 


Mitflrlich,    insofern   Sectip  eine    endliche   reelle  Grü»se    iet, 
'niuge  des  obigen  Ausdrucks  des  Flücbeninhalts  dieses  Sectors, 

tlleiner  als  die  Einheit  sein  muss;   folglich  ist  nach  dem  Obigen: 

Sec.9=»4.in..Jj-  +  i(0'  +  s(i)'  +  f(0' +  ....!• 

Weil  das  hier  immer   als  positiv   betrachtete  v  =  b 
H,   so  ist  nach  dem  Ubigen 

\  Sectcp  =^  \ali^\na\  ■  ,. .       i 


t 


bo,  wenn  man  Zähler  und  Nenner  des  Bruchs  unter  dem  Zeichen 
ks  natürlichen  Logarithmus  mit  dem  Zähler  dieses  Bruchs  mul- 

Iplicirt : 


&sin«l^+^^'~'''^i»&sin^l(^+^^'^~''') 


^cr,  insofern  y  als  positiv  angenommen  wird : 
'ihtiixxill. 


410     Büttel:    Integration  einer  Nnearen  BttTerentfalgleichnttg 

''■"  Fa»  die  Axen  der  Hyperbel  ist  dieser  Ausdruck  unter  der  F' 
Sectgj=iafilf  — +  ?^ J  längst  bekannt,  und  es  ist  gewiss  si 
merkwürdig,  dass  derselbe,  nach  blosser  Multiplication  mit  tax 
för  jede  zwei  conjugirte  Durcbmesser  überhaupt  gilt,  Fßr  ( 
hyperbolische  Segment  ABiAi  (ni.  s.  die  Figuren)  erhält  man  . 
der  Stelle: 

ABiAi  =  iBmtttxif—ab\{^  +^A\. 

Andere    Betrachtungen  über   diese  interessanten  Gegenstäi 
will  ich  jetzt  nicht  weiter  anstellen. 


^  xxn. 


eicnuiiK  iwöi 


Integration  einer  lineärea  Differentialgleicfial^ 
Ordnung  zwischen  zwei  Variabelen 


Herrn  Doctor  Büttel 
in   HauiburR. 


Durch  den  Aufsatz  Nr.  V.  im  Archiv  Band  XXI.  wurde  i( 
auf  eine  von  mir  Irüher  bearbeitete  Aufgabe  zurückgeführt,  weld 
darin  bestand,  die  Curve  zu  untersuchen,  deren  Coordiniti 
u,  V,  w  durch  die  unendlichen  Reihen 

!'■  ^8  ~6  _u 

-h,.  «=1  + 


l.'2.3  ^  1.2. 3. ...6  "''  1.2.3.. 


1.2.3.4"''  I.2.3....7  +1.2.3....10"* 


=  1.2"^1.2.3....S  "''1.2.3... 


sMlftr  ßlTiimng  twOcken  zwei  VmrMitieu.  411 

9^ebeD  sind. 

Da  die  Addition  dieser  drei  Gleichungen  u-i-f>+w^=e*  ergiebt 
d  die  Differentiationen  nach  x  unmittelbar  die  Relationen  liefern: 

du  8hi  Sv  dh)  dw  Sho 

&;=*"*  &^=^'  3^="'   35^=«^'  äS=^^  ä^="' 

erhält  man  durch  Substitution  in  obige  Gleichung  tt-\-v+u)=e* 
^ende  drei  lineare  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung: 

Siä  +  äi +«="•'  <'> 

_+_  +  „=«»;  (3) 

'en  Integration  sich  aus  dem  in  Moigno  caicul  int^^grah 
»nte  septieme  legen  248.  III.  i.  dargestellten  Integral  der 
ferentialgleichang 

Dx^y  +  AiDxy  +  A^-X 
riebt.    Dieses  ist  daselbst: 

=  ^  {sin&r(C, +/Äe-'^cos  JarS^r) +  cosgi;(CB--/J:e-«'sin&r8d?)}, 

mn  die  Hülfsgieichung  v*+^iv  +  -^a  =  0  ist,  und  die  Wurzeln 
rselben,  da  sie  imaginär  sind,  diese  Gestalt  haben: 

« 
Berechnen  vrir  hiernach   eine  der  obigen  Differentialgleichun- 

8*if     du. 
m,   etwa  "g~  +  5~+^=^*'  ®®  erhalten  wir  folgende  Beziehun- 

m  zum  dargestellten  Integrale. 

Da  die  Wurzeln  der  Gleichung  v*  +  v+l=0  die  Form  haben: 


10  ist 


V^3 
«=•—4»  ?=  "2" 


'olglich 

28* 


412      Butlel:    !HlegrüUon  einer  linearen  Diff'erenHa/gletem 


+  cos  "ö-^CCa  -/el'sin  -^^äi) 


Die  Integrale  ergeben  eich  aus  den   tiekaimlen  Formeln; 
iBÄai  +  fieinÖÄ 


fe'"cosbxdx=  - 


fe'"B]nbxSx=:- 


i'  +  Ä" 


^  +  0-4- 


I 


wenD  inaD  a= 
ming  erhält: 


6  =  —^-  setzt,  wodurch  n 


f  ei*  COS -^xoa:  =  (j  cos  — g- ; 
/el*  Bin-g— a*a:=  (j  am  —ö-  x 


.    V3 


2V3 


\^3 
cos— s-a:)ri'^+  er- 


setzt man  statt  der  Conslanten   V,  -f  C3  und  Ca  —  d  bezü; 
lieh  C  und  C,  so  wird 


_V'3     ,„,      _,.„_,_V!I  1  VS 


«-  ^j  Lsio    2   :elt.  +«  (.CO.    2   ''  +  2V'3 


•v-3 1 

+  coa-V^:r|C"  — eä»(isi 


^„.    Die  Constanten  C"  und  C"  bestimmen  sich  au«  den  beiden 
dingnagen:    for  ^^Ü  wird  u=l  und  ^  =  0;  also 


Bildet  man  den  Ausdruck  g— ,  so  ergiebt  sich: 


mf0tt9r  Oninung  %wi$ehen  wei  Variaöeien. 


41S 


8 

CD 

1    s 


1 


^ 

a» 


j 


j 


II 

D      5. 


5 
B 


o 


II 
I 


51 


Ml 


lO 


fcO 


091 


o 

CD 


09 

o 


90 

OS 

D 
90 


ST 

r 

P 


II 


51- 


Od 


4- 

CO) 


Od'l 


fcO 


M|w 


Sl- 


COi 


Odi 


«•I- 


0 

li 


II 


3Q 

CD 


«■ 
(D 

D 

CD 

? 

ST 
•^ 


+ 


u» 


031 


HS 

1051 


••« 

o 

o 

QQ 
I  M' 

4- 

09' 
09 

es 

i09i 

4- 
»«• 


lOdi 


1^ 


+ 


osl 


(6 


IS 


C) 

o 

OD 

I  09i 
.5« 


o 

QQ 


«^    HS 


o 

4- 

Mm 

o 

OD 


-  H^ 

4- 

Odi 

•. 
5' 

l0£i 


I 


to 


00^ 


o 

OD 


l>0 


0dl 


+ 

Od.'! 

OD 


fcO 


IS 


.SIS' 

II 
+     I  - 

S 1  «ü' 


I 


H^ 


*1 

I« 


IS 


I 


OB 

P 


HS 


0 

I 


U) 


0^1 


o 

Ott 


H^ 


C5 

O 
OD 

HS 
I 

101» 

et 


MM 

OD 


HS 


HS 

l 

S" 

odi 

o 

HS 

o 

Ott 

HS 

I  Ml 
+ 

4- 

H 

!*>' 

o 

OB 


IS 


1 

+ 

^1- 


091 
Ott 

5 


? 


00^1 


o 

OB 


1 


IS 


HS 


OB 

H<. 


Butte  t.-'TktefiSÜon  einer  aaeArenl 
Nach    Auaführung    einiger    Reduclionen ,    indem    sich    elnmil 
—  iain-s-J^coa -„- X  gegen   +  iain -5-3;  cos -y-a:    neghebt   nnil 

^'""^     2   ^  +  *"'  IT' 

VT 

M  =  Je*  +  le-i-^cos  -n-  ^-  (5) 

Auf  ähnliche  Weise  lassen  sich  die  geschlossenen  AusdrOck 
lür  V  und  tc  aus  den  Gleichungen  (2)  und  (3)  6nden,  nur  dass  bj 

der  Consfa»tcnhesfiinmung  fflr  a:^=()  s— ^zl  wird,  was  bei  i 
Berechnung  zu  berücLsithtigen  ist.  Da  jedoch  5^"=**  ""^flP' 
ist,  60  lassen  sich  v  und  w  diirch  die  Differentialqiintienten  eril 
und  zweiter  Ordnung  herstellen.  Führt  man  die  DiffereutiatiHtf 
niiklicb  aus,  so  ergieht  sich: 

n-^,'x  =  w.     TU) 


8k 
3«- 

|e'— ;e-^'cos 

V3 
2   ^ 

1 

5?= 

=  U^— ie-''co 

VI 
—  « 

^h 

Jod  hierzu 

GleithuiB  (5) 

ie'  +  i 

\'^ 

e-'*co 

>TJ-^ 

Diese  Ausdrücke  müssen,  wie  es  auch  der  Fall  ist, 
die  Gleichung  w  +  u-f-M— e'  geben.  Nach  dem  Obigen  mflMs« 
auch  die  verschiedenen  Differentialquolienten  von  c  und  w  wieda 
auf  u  zuriickliihren ,  ivuvon  man  sich  durch  die  Rechnung  überzeagl 

Wenn  die  Grössen  u,  r,  w  als  Coordinateu  im  Kaum  angs 
nommen  werden,  so  ist  die  daraus  zu  bestimmende  Curve  eliri 
Curre  doppelter  Krümmung.  Durch  Eliniinatio»  von  x  ergebet 
sich  zwei  Gleichungen,  welche  zwei  Oberflächen  re[irSseDlireB 
deres  Dnrcbschnitt  die  Curve  doppelter  Krümmung  giebt.  Bfr 
zeichnen  wir  die  Gleichung 

«  +  i.  +  «,  =  e 

welcbfl  wir  als  Folge  der  Gleichungen  (5),  (6)  und  (7)  eu  HSlIi 
nehmen,  durch  (8),  so  ergiebt  sich  durch  Substitution  von  (8)  II 
(5),  nenn  man 


d 


mfMtr  Orämin§  MoiMcMen  %wei  VmiäMen.  4M 


g— l*=r 


V  tt  +  t>  +  W 


•eCzt: 


«der 


u  +  v+fo  .  2  vT 

tt= K +     ^  ■     cos  -^x 


cos  -5-3?=  l  (2u  — 1> — w)  V  tt  +  ü  +  w- 


t^- 


fVolglich 

sm-o-a?=\  1  —  cos*-s-  d?  =  4  V  4— (2m— t>— w)*(u+t>+to)  • 


VT  vT 

^       Setzen  wir  die  Werthe  für  cos-ö— a:,  sin— s-ar,  c*  uod  «— i* 
is  eine  der  Gleichungen  (6)  oder  (7),  etwa  in  (7)^  so  ergiebt  sich: 


V 


u  +  v  +  w     (2tf — V — w)\/  u-i-v-{-w 

^  öVti+u  +  w 


1  , 

V3(tt  +  t>+to) 


oder 


1  1  ^ 

P-«^=T7^./ — -===■  V4— (2m— p— w)g(K+t?  +  w)' 
V  o  V  tt  +  ü  +  w 

QiadrireD  wir  diese  Gleichung^  so  finden  wir: 

3(r  -  w)«(tt+t>+ w)  =^  4— (2te-ü- w)*(tt+«+f»>, 
mi  aasb  Ausfähning  der  Rechnung: 

3ttr*  +  3Mw* — 6ti«?to  +  3t?'— 3t?«ii>— 3t?to*+3to' 
Ä4--4«»  +  3fit>*+3iiw*  +  6i«w»--V— 3o*w--3p«i»--»* 

oder 

— 12Mt?w  +  4»»+4w»— 4+tt»=0 
oder 

tt'+t^'+w'— 3ut)to— 1=0.  (9) 

Ferner  giebt  die  Snbtraction  von  (6)  und  (7): 


flg    Büttel:  Integration  einer  linearen  DlfferenaalgleiclHmg  t\ 
und    da   3:  =  l(M  +  r+«i)    ist: 


und    die    Addition   vnn  (6)  und  (7) : 


^3 


und  nach  Einführung  der  Werthe  von  e*,  e~l'  und  ;r: 


i,  +  «.=!(»+ö  +  «,)- 


■'VTI+T+S 


Dividire   ich  die 
halte  ich: 


t  Gleichung  in  die  Gleichung  für   \ 


l(U+«  +  M.)  = 


V3 


arct^  < 


i 

(10) 


als  Gleichung  der  zweiten  Oberfläche. 

Dies  Resultat  stimmt  mit  dem  im  Aufsätze  Nr,  V.  Baod  XS 
vollständig  (iherein.  Die  Diskussion  der  Curre  seihst  erforde 
^enn  auch  einzelne  elegante  analytische  Formen  sich  ergebe 
doch  sehr  verwickelte  Rectnungen,  und  würde  daher  hier  . 
weit  fähren. 


ftotimer:  Htung  det  Problem  äer  BetBtgung  eu. 


liösung  des  Problems  der  Bewegung  eines  festen  schwe- 
en,  um  einen  Punkt  der  Uindrehungsaxc  rotlrendeo 
ilevolutionskÜrjiers  in  Functionen,  welche  die  Zeit 
^^^  esplicite  enthalten. 

^^^E  Von 

^^E.  Herrn    Doctor  Lotiner, 

Uhrer  der  Matlicmatib    und  Physik    <in    Aex  Kt^uUrhiile  zii  Lippaladt. 


I. 

C.  G.  J.  Jacob i  hat  in  seiner  berühmten  Abhandlung  im 
Kisten  Bande  des  Crelle'schen  Journals  die  ßDtalionsbeiveguiig 
tiies  beliebigen  Krirpers  um  einen  festen  Punkt,  »enn  keine  be- 
■chleunigenden  Kräfte  wirken,  bestimmt,  und  zwar  aa,  dass  alle 
Inr  Kenntniss  der  Bewegung  nütbigen  Grüsacn  esplicite  durch 
£e  Zeit  ausgedrückt  sind.  Er  fand,  dass  dieselbe  »ich  aus  zwei 
^riodischen  zusanimengetze,  deren  Perioden  im  Allgemeinen  un- 
\s  einander  inconimensurabel  sind.  Diese  Perindicität  ging  klar 
^tvor,  wenn  man,  anstatt  die  x-  und  y\%e  in  der  unverander- 
khen  Ebene  als  fest  anKUtiebinen ,  denselben  in  dieser  eine  ge- 
HMe  gleicbfiirmige  rotatorische  Bewejrurg  ertheilte.  Dann  werden 
■e'beun  CoellScienten ,  durch  welche  die  Richtung  der  Hauptaxen 
jlblinimt  wird,  {icriodiscbe  Functionen  der  Zeit.  Auf  ganz  ähn- 
fclte  Weise  kann  man  anch  den  Fall  behandeln,  wenn  ein  achwe- 
«r  Rotationskörper  um  einen  Punkt  »einer  Rotatinnsaxe  pendulirl, 
^«D  Fall,  den  schon  Lagrange  auf  Quadraturen  geführt  hat. 
Diese  Bewegung  setzt  sich  dann  aus  drei  periodischen,  im  All- 
lemeinen  unter  einander  incommensurabeln  zusammen.  Man  kann 
lieh  dieselben  auf  folgende  Weise   deutlich  machen: 

1)  Man  erthcile,  ebenso  wie  Jacobi,  in  einer  horizontalen, 
kttU^D  festen  Punkt  gehenden  Ebene  den  Äxen  der  x  und  y  eine 
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gleicbfiirmige  Rotation  in  dieser  Eliene  im  Sinne  der  anlanglichen  J 
Betvegung  des  Kurpera,  d.  h.  man  setze 

statt  2,:     ffcos9f((-t,)  +  ^8in'P((-W. 

wo  ^  eine  Constante  ist.     Nach  Verlauf  der  Zeit  ™    vrerdei; 
Axen  vricder  an  derselbe»  Stelle  sein. 

2)  Ausser  dem  festen  Coürdinatensysteme  x,  y,  %  hat 
ein  zweites  x^,  y^,  i|,  welches  aof  die  Hauptaxen  des  rotirendeo 
Kürpers  bezogen  ist.  Man  ertlieite  den  Axen  dei  Xi  und  y,  nn 
die  (lAxe  (die  Umdrehungsaxe)  eine  zneite  gleteb förmige  Ro(B' 
tion,   d.  h.  nmn  setze 

statt  X,:     XiCost^it—Q  +  J/iSW^it—t^), 
statt   1/1 :     y,  cos<^(t~fi,)—.risin0(i—ty), 

wo  O  eine  ziveite  Conatante  ist,  von  deren  negativem  oder  posi- 
tivem Zeichen  es  abhängt,  ob  die  Bewegung  in  demselben  oder  In 
dem  entgegengesetzten  Sinne  wie  die  der  x-  und  ^Axe  geschiebt. 

Nach  Verlauf  der  Zeit  -^  werden    die   beiden  Bauptaxen    wieder 

in  derselben  Lage  sieb  befinden. 

3}  Nach  diesen  Annahmen  »erden  die  nenn  Coefficienten, 
darch  welche  die  Stellung  der  rotatorisch  beivegUchen  Hauptaien 
um  die  ebenfalls  beuegllchen  x-  und  ^Axen  bestimmt  ist,  peri^. 
dische  Functionen  der  Zeit,     Wenn  man  also  setzt: 

Ty^=ax  -\-  by  ^  ci, 

ii  T=«"a;+Ä"j  +  c"i, 

HO  X,  y,  z,  Xi,  yi,  i,  die  in  1)  und  2)  näher  bestimmten  traos- 
formirlen  Coordinaten  sind,  so  sind  a,  b,  c,  a' ,  b' ,  c' ,  a",  b",  C* 
Functionen  der  Zelt,  die  eine  gewisse,  vollkomroea  angebbaiB 
Periode  T  haben. 


Man  sieht  hieraus,  dass,  wenn  m 
weglichen  Kürpers  wührcnd  einer  begri 
daraus  alle  zuliünltigen  und  rergangeni 
kann.     Es  sei  z.  B.  die  Lage  des  Körper 


I  die  Positionen    des  bc- 
ztcn  Zeit  T  kennt,    raan    | 
Positionen  leicht  ableiten    ' 
I  zur  Zeit  t  gegeben  uod 


man  solle    die  zur  Zeit  t  +  iT    (wo  i  irgend  eine  ganze  Zahl  ist) 
stattfiojleDde  bestimmen,  so  dreha  man  den  KLürper  suer^ 


errtJH^^^ 


9.  in  fuactlonen,  welche  äieZeU  expitciU  eathalim.  AtB 

lAxe,  d.  h.  um  die  Richtung  der  Schireri;,  um  einen  conslanten 
Winkel  iWT;  alsdunn  drehe  man  ihn  um  die  x^Axe,  d.  h.  um  die 
Richtung  seiner  Revotuliousaxe ,  um  einen  Winkel  —  IPT'  (beide 
Rotationen  mögen  in  dt^mselben  Sinne  »ie  die  anrängliche  Bewe- 
gung des  Körpers  geschehen).  Hierauf  wird  man  die  verlangte 
Stellung  haben.  Die  entgegengesetzte  Urehung  muss  man  anwenden, 
ireon  die  zur  Zeit  t  —  iT  gehürige  Position  gefunden  werden  soll. 


estiiumung  der  neun  Coerricieiiten    der  Bewegung  uad 
der  Umdrehungsgesch  tvindiiikeiten  durch  die  Zeit  ver- 
mittelst   der    elliptischen   Functionen. 

Im  Folgenden  wollen  nir  üherall  die  Bezeichnungen  von  Pols- 
m  (Mäcanique  Tom  II.  §.  425-42^)  gebrauchen. 

A  und  C  seien  die  Trägheitsuiomenle  in  Bezug  auf  die  x^-  und 
Jii«e. 

Jtf  die  Maese  des  Klirpers,  g  die  Schwere,  Mg^sP. 

f  die  Entferngng  des  Schwerpunkts  von  der  ^Ti^iEbene. 

H  dieUmdrehungisge^chwindJgkeil,  parallel  mit  derselben  Ebene. 

/  das  Moment  der  Grüssen  der  Bewegung  in  Bezug  auf  die 
vertikale  Axe  der  t. 

k  die  bei  der  Bestimmung  der  lebendigen  Kraft  vorkommende 
Coustante. 

<<i>  0^1  f^  die  drei  Wurzeln  der  cubischen  Gleichung 

«3  ist  immer  negativ  und  ">  1. 
k    der    (Modul    aller    vorkommendea     elliptischen     Functionen 
^tT«!  — »^ 

K  der  elliptische   Quadrant  =/  —  —  • 

^  J        VI-A^sinV 

i=yr=\.    siu%mi«,  =  ^^,    8iDaam(i«.  +  tf,  =  ^^f^ 


TöV?»«'r:"£«»Knp  äesyrodfmVa 


.=/ 


\m 


■aVl— A'»- 


I 


H  und  @  die  von  Jacobi  eingelVibrten  Transscendenten. 


Abdann  habe» 


e  (a  +  m,  +  *r)  =  ß". 

rS'ir  folgende 


I 


der  neiiD    Coerficienteu    der    Bewegung. 

'  —HD'  0'« 

*  —~1iD'  &hi  -^ 


HiaiJHiii^  K)  B"B'—A"A' 


Hin,  H(iu^  +  K)  B"B'^A"A'  , 
=  i/J  ©»«  ' 

gfflt  H(ftiB+g)  B'A"—A'B'' 


Hiai  g(t%  +  ff)  BA"  +  ^'g" 

1  gafa^g"^"^  jfa(,-o^^Ajg',J' 


Rerml^tfmisMrp,  in  Functionen,  Kelche  die  Zeit  erplicite  enthalten.  42 1 

Die  Grössen  ^  and  O,  von  ileoen  die  Bewe^uo^en  der  Aien 
ier  X,  y  und  der  Xi  und  y,  abh&ngen,  werden  erhalten  durch  die 
i^ormelo : 


d.\^^H(ia^^^K)\ 


•ff.logHiVii       ri.  log  ■g(iHa+tf)'V 


^     Die  neun  Coefütienten  n,  b,  c  etc.  las. 
Pnnctionen  dreier  Winkel  9,  ip,  ip  ivie  fo 

B=co8'&sini/'siniy +  cosif'co8q),    ö^eos^ 


ich  bekanntlich  ala 
usdrücken : 


a"=  — sinfl'sing!,    li"=^  —  sinfl'cosq),    c":=eoB&. 

Die  geometrische  Bedeutung  von  (p,  ■&,  tp  wollen  wir  übersehen, 
dl  sie  von  Euler,  Poisson  und  Jacnbi  genugsam  dnrgetban 
iri.  Die  dynamischen  DifferenlialgleichuNgen  des  I'rublems  lauten 
fieiPoisson  am  angeführten  Orte: 

CncosO--  Asm^-^  =  l,  \ 

Die  Elimination    ergiebt    hieraus,    wenn    (2APy cns &+ Ah) s\n^ 
-(OicoB*— 0^  mit  R  bezeichnet  wird: 


=p 


^^^ff — 9=0  = 


-/ 


Cw  — fcos9  d^ 

Vü' 
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!{»(,  und  tpö  sind  die  zur  Zeit  r,,  stattfindenden  Werthe  vnn  tff  und  rf. 

AuB  der  ersten  Gleichung  ist  &  als  Function  von  t  zu  bestim- 
racn;  dann  liefern  die  lieitfen  andern  i(i  und  9)  als  Function  zunächst 
von  #,  mithiti  auch  ron  i.    Man  setze  co8^=|,  so  wird 

J   Sfl^APyl  +  ^A) (I  - ^) ^ (Cn| - W        J  VE' 

Um  dieses  integral  auT  die  bekannte  Form  der  elliptisclien 
FuDcliunen  zu  bringen,  ist  es  nSthig,  den  Ausdruck  drifter  Ord- 
nung unter  der  Wurzel  in  seine  drei  Factoren  aufzulrisen.  Die- 
selben mGasen  alle  reell  »sein.  Um  dies  darznthun,  bemerken  ifir 
zunächst,  das«  R  för  reelle  Werthe  von  £  immer  reell  und  stetig 
ist.  Die  Grunzen,  zwischen  denen  S^coh*  lipi>en  kann,  wenn 
*  reell  ist,  sind  +1  und  — 1;  fiir  diese  Werthe  wird  der  Äns- 
druck  respective  — (fVi— /)*  und  — (C'»+/)'-  also  beide  Mate 
negativ.  Er  musa  aber,  während  I  sich  in  dem  Intervalle  von  -fl 
und  — 1  beivegt,  jedenfiills  eine  Zeitlang  positiv  sein,  dann  sonst 
würde  ^~R  und  in  Folge  davon  t  imaginär,  ivas  der  Natur  des 
Problems  widerspricht,  ß  muss  also,  während  ^  von  -1 
bis  -1-1  wächst,  zwei  Mal  durch  0  hindurch  gehen,  also 
die  Gleichung  ß  =  0  zwei  reelle  Wurzeln  haben,  welche 
die  Cosinus  der  grössten  und  kleinsten  Werthe  von* 
ausdrücken.  Daraus  Tolgt  von  selbst,  dass  die  dritte  Wurzel 
von  ß=0  ebenfalls  reell  sein  muss.  Sie  kann  ferner  nicht  posi- 
tiv und  grösser  als  1  sein.  Denn  dies  ktinnte  nur  stattfimlen, 
wenn  R  für  positive  Werthe  von  £,  die  grosser  als  1  sind,  durch 
0  hindurch  vom  Negativen  zum  Positiven  ginge.  Dann  niiissle  R 
aber  nolhwendigerweise  zum  vierten  Male  durch  Null  hindurch 
vom  Positiven  zum  Negativen  geben,  da  es  für  S^-fao,  — os 
wird.  Eine  vierte  Wurzel  ist  aber  unuiilglich.  Ferner  kann  die 
dritte  Wurzel  auch  nicht  zwischen  — 1  und  +1  liegen.  Die« 
n-Qrde  nSmIich  bedingen,  dass  R  zum  dritten  Male  fiir  dieses  In- 
tervall von  £  durch  Null  hindurchginge.  Dann  müsste  dieser  Fall 
auch  ebenfalls  noch  einmal  eintreten,  weil  ß  für  -(-  1  und  — 1  ne- 
gativ  ist.     Es  bleibt  also  nur  übrig,    dass    die    fragliche  Wunel 

~v  und  grosser  als  1  ist.    Setzt  man 


RemMlmi»Mtp.tmF»auUonen,w9MudteZtttt*piUtteb«tllmmm.  üg 

Sj  ^2  VVcOSR  —  f(j  5=  «]  > 

£3 = — -2  V^vcos -g-*  —  ^  =  cfj . 

Da  nun  die  Differenzen  «j — «2  =  4  V"v  cos  — g— =  cos  ^    unil 
^—  0^  =  4  yv  sin  §  sin  q    immer  positiv  sind  (weil  %  immer  unter 

liegend  angenommen  werden  Icann,  also   — ^-^  unter  ^   liegt), 

)  kann  man  sehliessen,  dass  03  die  zuletzt  besprochene  Wurzel 
it  und  £  =  coS'd'  immer  zwischen  a^  und  «2  Hegen  mnss,  um 
>elle  Werthe  für  ^R  zu  geben. 

Um  nun  das  elliptische  Integral 

^  '   2Py J  V-(l-«i)(l-«a)(S-«a) 

of  die  Normalform  zu  bringen,   setzt  man  bekanntlich 

lan  erhält  alsdann : 

r_ ^ 2       /^ ^ 

Is  sei  zur  Abkürzung 

um  wgiebt  sich: 

cos  -Ö"  ==  «1  —  («1  —  «2)  2*  =:  «1  —  («1  —  «2)  sin  *am  ti.  (4) 

Mithin  wäre  ^  explicite  durch  die  Zeit  ausgedruckt.    Der  Zeit- 
nm,   während  dessen  ^  von  seinem  kleinsten    bis  zu   seinem 

'össten  Werthe  äbergeht,    ist  hiernach  -— • 
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d&  1      , 

ist,  BO  haben  wir  zur  Bestimmung  von  i[>  die  Gleichung: 

I       rCncot>&-f  1       f/  Cn~l         Cn  +  t\, 

oder  nach  (4): 

'-"1/   l  +  "l^lf^sin«am«  1 

t/  I— Kl  ( 

6'»+^  r du [ 

J  I-a,  "'"  ""'"  /        > 

y^_    '  ist  eine  positive  Grüsse,    -4-^ — -  ist  ebenfalts    pOBilif 

und  kleiner  wie  1,  k^  war  gleich  — ?;    da  aber  —r.  nachdem 

"1  —  "3 

Vorhergehenden  prüeser  wie  1  ist,  so  ist  -r-r — ^>Ä*und  t^l.  Mbd 
mnss  aisn,  um  die  vorstehenden  Integrale  auT  die  Jacobi'eche 
Form  der  elliptischen  Functionen  dritter  Gattung  zu  bringen  (siebe 
Fuudaroenta  nova.  pag.  170.)>   setzen: 


1+Ui 


—  —  A*  sin 'am  iffj  = — A'sin*f, 
'^  =  AS  sin  'am  (iffj  +  Ä)  =  k^sm^'i 


711(lj  =  A'Bi 


(7) 


Aus  diesen  Formeln  ergeben  sich  leicht  die  folgenden: 

'  1  «1  '  1 «i  '  I «1 

,   ,  «1  —  «a  .  1  +  «3        ,,  1  +  «a 

'  1  +  Ki  •       l  +  aj  »      l  +  oi 

Nach  diesen  Substitutionen  nimmt  die  Gleichung  (9)  die  Form  «ti 
(8) 

.»     ^    2{CMft,— 0    ,    (Cn-/)smt,      /'Ä»sine,cosE,Js,ain«amiui 
f'^-*o)2«^=-T:^i;^«+(l_„.)cos..^.J       l-A»sin%sTi 


((>i+Osintt       /■AgsJntacosfj^iasin'i 
(l  +  ß,)co8E8^'i,/  1— *«ain*E3sin*ai 


sin%isu 
'am  utlu 


Hmf^MkmtUrp.  in  Functionen,  weiche  die  Zeit  expiieite  entkMen.  435 
ist  aber 


sin  gl STcci  —  «3 

(1— ai)cosf,^f,'~V"— (1  — ai)(l-a2)(l^=^' 

81Pg2  V  «1  —  Ofg 

(l  +  ai)cosfa^"-"  V(l  +  ai)(l  +  a2)(l+^" 

»riicksichtigt  man  ferner  den  Werth  von  m  und  macht  von  der 
tcobi'sehen  Bezeichnung  Gebrauch,  so  verwandelt  sieb  (8)  in: 

(9) 
_Cn«i  —  t  tt   ^    Cn  —  i  1 . 


V2JPyV"(l  +  «i)(l  +  «a)a+«3) 
Se  Grössen 

/?3^  V -(l-ai)(l-a2)(l-a3)  und  V^23r/VV  (l+ai)(l+«a)(l+«8) 

'erdeo  erhalten,  wenn  man  in  V^  för  §  respective  +1  und  '— 1 
etzt;  In  diesen  FMlIen  wird  die  Wurzelgrösse  i(Cn — 0  und 
•i{Cn  +  t).    Also  ist  das  Resultat: 

ach  den  Formeln  der  ,,Fundamenta"  pag.  146.  folgt  hieraus: 

%  mass  nun  noch  das  Glied  i^^  2  unJgewandelt  werden.  Be- 
iicboet  man  die  Wurzeigrussen  in  (9)  mit  Ri  und  R^i,  so  ist 

—2f/=V23?^(ß, +/?-!),    2iCn  =  V2ÄPy(Ri'-R^i), 
2i(CHai -/)=  V2:5Py { (1  +  aO  R^  +(J-a^)i^_l), 

cos  am  ifli  /i  am  lai      cos  am  (tog  +  ACj/iam  (igg  -f-  if ) 

*"  sin  am  ioi  sin  am  (iaa  +  K) 
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Nach  einer  leichten  Rechnung  ergiebt  eich  als  Endresultat: 


1-«,«    w 


=-[1 


■ 

1 


-J 

Addirt  man  dieses  Glied  zu   dem   andern  in  u  multiplizirten  i 
(10),   60   heben  sieb    die  3Fuuctinnen   lort.     Man   setze  nnn  » 


*'  = 


'0(w  +  i. 


8j=y,  <,_<,„  + 


i)9(.,-in.-g) 


=^lb 


(11) 


Man  sieht  hieraus,  dass  der  Winkel  if,  ebenso  wie  ii 
Ton  Jacobi  behandelten  Falle,  aus  einem  der  Zeit  prnportionalq 
Cliede  und  einem  oscillatnrischen  besteht.  Nehmen  nir  also  u 
dass  die  Axe  der  x  und  ^  nicht  lest  »üre,  sondern  eine  der  Zeit  pn 
portianale  ümdrebungsbeirei^ung  hatte,  so  dass  sie  in  der  Zeit, 
einen  Winkel  ^  beschriebe,  so  können  wir  in  die  neun  Coefl 
cienten  statt  i^  den  Winkel  ifi'  einführen. 


Wenn  u  um  2Ä  oder  (um  — =7"  wächst,  so  vermhidi 
sich  ifi  nm  - —  ?P"  oder  um  TW,  da  die  Griisse  unter  dem  log  Ai 
selben  Werth  behält.    i^'  hat  also  eine  Periode  von  der  Weite 

Aus  der  Gleichung  (II)  ergiebt  sich  mit  leichter  Hübe: 


^1  &(u-i<.,)&(u^iat-k)^ 


2  VN 


'\ 


(11. 


.      , 9(»+io,)8(o+.»,+A;)-S(»-,o,)8(«-ioi-ä)\ 

'"*  ~  '  %V«  '  'I 

1  iv=e(K+io,)®(«— ioi)e(«+ifli+*r)ö(ii— id,— *). 


Man  liann   auch   der   grusseren    GleicIiiuäBsiglfeit  vregen    i 


B( 


'.  im  fftnettanen^  weiche  die  Zeit  expOeiie  enHkmOen.  437 

rsittetst  der  id  (7),  gegebenen  Werthe  der  a  den  cos<&  darch  die 
i#Fanctiooeo  auedracken.    Es  ergiebt  sieb: 

^ ""  sin  •«!  —  sin  ^s^  * 

_       2sin«gt 2Jg%ie«(taa^-ig) 

■*"*^~8iD«€i  -sin««»'"  H*iViie«(tfl,+  k)-9HaiH*(ia^+Ky 

_  2sin% 2Jg»(taa^-JC)e«Mit 

~     8in«fi  ~sin%~""ir*iaiea(iaa+if)---e%,JGra(uij|+iC)" 

th  der  Formel  (21)  Seite  175.  der  »«Fundament»  nova*': 


Hiu  +  v)H(u-v)=^ 


>D  sieh  diese  AusdrGcke  auch  folgendermassen  schreiben: 


'  +  ^  -      e«OÄ[iK  -t-a^^K]  ir[i(a,— fla)  -  K] ' 


(12) 


'emer 


,   .    _  sin*fi+8in*e«     2/:^in*fisin*fo  .  „ 

sin^Ci  (1  —  j^^sin^sin^am u)  +  sin ^e^ (1  —  Ä:*sin*fjSin^amM) 

sin^fi — sin  ^«2 

lorch  Anwendung  der  Formel  (3)  Seite  152.  der  „Fundamenta*': 
«(tt + a)  B(u — a)  =  (-^^y  (1  ^  ^*  sin  «am  a  sin  «am  u) 


hieraus  erhalten: 


(13) 


C^ssCOS-^SS 


-»(*  («1 + «2) + ^)  ir(i(«i  -«2)- i5f) 


XI 


iaMu-{'ia,+K)eiu-ia,-KHH'{ia^+K)e(u+ia,)e(u- 


--i^) 


}m    die   CoefBcienten  r  und  c'   zu  bestimmen,   muss  man  auch 
im^  darch  die  ^Functionen  ausdrücken.    Man  hat 
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^B                                             .iii'»  =  (I_ooii8)(l+em») 

^K                     =(l-,.,'')(l-4'.iii«.,sin'aim<)(l  -«"«in%»in'anii.) 

^B                                             miiv 

^P                                       -('      «>')8»i„,8«(,V,,  +  K)e«; 

^^V                nach  der  eben  citirten  Formel                                              ^^H 

^1                                            48in''c,sin!'F9                  ««OiV             ^^M 

^B                                    ~      (sin  «t,  —  sin  «Ej)»  ©«(Qi  ©«{Wa  +  K)  @*u  »^^ 

^1               folglich  mit  Beimtzung  von  (VI): 

1                               «iuB                       2/if,«,ff(/«,+  Ar)                  ViV 

B                            ""*      fl[<K  +  «,)-Ht]H[.-{ff,-«,)-Jf]   ©2«- 

^1               Man  »hält  durch  MtiJliplication  von  (11)  und  (U)  die  Werthe 

II 

!  1 

*5                ? 

^^^^■l" 

^^^^^^^^^^V'  1 

"        i 

J 

^^^^^^^^^^K 

M 

^^^H 

>! 
1                ' 

1     ^ 

^^^^^^^B* 

f 

i   J 

f 

''  J^H 

5 

^  .i^M 

^H                                                         ^^^^H 

^^        "      ^ 
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4. 


Wenden  wir  uns  nun  zur  Bestimmung  des  Winkels  9.    Der- 
elbe  war  durch  folgende  Gleichung  gegeben: 

Cn  — /eos^  dd' 


STR 


ifteh  eiqigeo  Umformungen«  die  denen  in  (2)  vollkommen  analog 
sd,  nimmt  die  Gleichung  die  folgende  Gestalt  an: 


1       /-^  Cn^i         Cn  +  i\. 


ler 

V -9to = ^^^ «  +  J  n(«,  ta.) - -.  mu,  iot-^K).   (16) 

^  dass  sich  also  der  Werth  von  g>  in  Hinsicht  des  Gliedes,  das 
18  elliptischen  Functionen  dritter  Gattung  besteht,  nur  durch  das 
ittlere  Zeichen  von  dem  Werthe  von  tf;  unterscheidet.    Ferner  ist 

(17) 

mA      \\^ax^)mA    \      da^  da^         JT 

}_        &(u  —  iai)  Sju  f-  ia^  +  K) 

urcfa  eine  ähnliche  Rechnung  wie  im  §.  III.  findet  man: 

(18) 

Cn^ttti    cosamtai^aintai        cos  am  (la^  -{-K)  J  am  {ia^  -f  K) 

.—u^)mA  tsinamtai  i»\na,m{ia^-\-  K) 

düi  da^ 

Cn    ^^   Kl — -l?-!  cos  am  ioi  A  am  ia^ 

mA  "*"   tV"ffi «3  ^        isinamtci        ^  *' 

cos  am  (»«2  4-  ^)  ^  am  (tog  \  i^)  ^|  , 
*~  tsinam(ta2  +  ^)  ^ 

acb  einigen  Verwandlungen  ergiebt  sich  hieraus: 


\ 
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(10) 


dir  BfKfgung  etneg  /Mta*w 


mÄ ~ ©»OH(i(o,+ffa)+Ä)-ff(»(«i-»»)-Ä^)  ' 


Es  wäre  also  auch  die  Grii 
ausgedrückt. 


Weitläuflgk  eilen    : 
dann  folgt: 


e  Cn  durtb  die  elliptischen  FunctioD« 

?  Ausdrücke  in  (17)  ein,  behalte  aber, 
neiden,    die    Bezeichnung  — -,    bei.      J 


V-^Vo  —  L" 


n{A~V)      A/.losHi«,       ri.logJI(fHa  +  g)' 


')]", 


S8(B  +  ii,,)9(a-i.j_Ä)' 


5.-9>„=»((— W+gjl'S 


Wenn  !J  um  2Ä  oder  f  i 


e(«  +  .«,)8(i 
ZK 


ii)a(B+iv+*:) 


-io,— if)' 


(i 


oder  um  T  «fichst,  so  ist 
um  OT  gewachsen,  (p  besteht  also  auch  aus  zvrei  Gliedern,  ' 
dfnen  das  eine  der  Zeit  prnportional  nächst,  das  andere  periodi 
ist.  Nehmen  ivir  also,  wie  in  der  Einleitung  gesagt  worden 
an,  das«  zwei  Hauptaxen  des  Kiirpers.  die  der  3-,  und  ji ,  ni 
fest  sind,  .londern  eine  der  Zeit  proportionale  t'nidrehungs-Be 
^uiig  haben,  so  dass  sie  wahrend  der  Zeit  t  den  Winkel  <Si 
schreiben,   so  können  wir  statt  des  Winkels  ip  den  Wink^ 

.p'  =  ^  —  q,^  —  <^{t  —  l^) 

in  den  Ausdrücken  der  neun  Cosinus,  die  jetzt  die  Richtung 
der  beweglichen  Hauptaxen  der  .r,  und  y,  um  die  Hanptaxe  der 
heslimmeD,  einführen,  und  erhalten  dann  mit  leichter  ftlühe 

(32) 


Ve(»-i»i)«(»+i».+  g) 
»f  M  + 10, )  ö(«— ifla—  Ä) ' 


L 
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.    ,       8(«-fai)»(ii+i<i,+*r)-«(i.+fai)»(i.— i».— g) 
'■'■ W^ 

CoeflicieDten  u",  b'  bestinmien  sich  daraus  folgenderniaass«D : 


^   5   S  5     I  » 


%    Ä    =    % 


1    "i 


"^  S 

I  I 
1 

S  3 

T  + 

+  + 

r  f 


^ 

^  >! 
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6. 

Bs  bliebe  nun  noch  Obrig ,  die  Geschwindigkeiten  des  Korpers 
iie  Xi"  nod  ^lAxe,  die  Poissoo  mit  p  and  q  bezeichnet,  zu 
mmen.  .  Die  Geschwindigkeit  um  die  ZiAxe  r  ist  bekanntlich 
h  die  Formel 

r=Cn 

ben.  Von  diesen  drei  Grossen  hängt  die  Dmdrebungsgeschwin- 
sit  um  die  augenblickliche  Umdrehungsaxe 

die  Lage  dieser  Axe  ab. 

Die  Gleichungen,  aus  denen  diese  Grössen  zu  bestimmen 
,  heissen: 

A  sind' (p  Hin  w  4-  g  cos  q>)=:  Cn  cos  d'  —  /, 

(25) 
A(p^  +  q^)=:2Pycosd+h. 

erhalten  daraus: 


-T-; — X I  (Cn  cos  '^  —  /)  sin  w 


+cosg)V(2^/^yco8^  +  ^Ä)8ina^— (C/i  cos  d— 0*1, 
j-r^\  (Cn  cos  d-^l)  cos  (p 

+  sin  q>  VQlAPy  cosd  +  Ah)  sin^d-'iCn  cos  d-[)^\. 

handelt  sich  also  darum,    ^r-: — - —    und  die  Quadratwurzel 

:b  die  &  und  H  auszudrücken. 

Aus  dem  Früheren  geht  hervor,   dass  die  Wurzelgrösse 

=  V2l7>yV-(|-«i){|-«a)(|-«3) 
ss^^APyiui — Og)  V  O]  — ogsiDanittcosamtc^aiDu 
Ferner  findet  man: 

(«t,  —  ot2)sinam«co8amt(^aniu 
2H»(tOa+^)g»t«»t  ,jHuH(K—u)e(K—u) 


loltm 

also  folgt  mit  BerückMchli£>iiiig  des  Werthes 


lud  aus  III.: 


(27) 


Die  Unilormunger 
Man  leitet  daraus  al) : 


1  Cn  u 


2( 


— /  sind  in  IL  gegeben  wotdei 


/2APy 


ß,=(l-a,)V«,- 


=  (1+«.)V 


'      Bin  B, 


1  +  cos»      I       Htfli       8(u— lOa  — g)0(M  +  t(iB+* 

1— cos^ _ _  1  fl(to,  +  g)  e(H— ifl|)e(M4<Q,_) 

sin»     ^      i"        ffifli        '  VlV 


>  folgt: 


■JVs'' 


r-.A"B" 


-(l+«l)- 


^%±*>^'ff 


2m    ffin,H(ina  +  /0, 


Hia, 


d.\ogi 


Dio  Einsetzung  dieser  Ausdrücke  (-27)  und  (28)  in  die  Fo^ 
mein  (2Ji)  scheint  jedoch  kein  elegantes  Resultat  zu  liefern,  wes- 
halb wir  die  weitere  Rechnung  übergehen. 

Die  Lr>8ung  dieses  Problems  kann  vielleicht  vermittebt  der 
Stürungsrechnung  auf  die  des  allgemeineren  fuhren,  Treon  der 
KüTper  ein  ganz  beliebiger  ist.  Der  Jacobi'sche  Fall  scheint 
weniger  dazu  geeignet  zu  sein,   wenn  man  die  Analogie  mit  dem 
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riofadien  Raumpendel  {itn  «in  schwerer  PanLt  an  einem  uaaus- 
jetmeamen  Faden  ohne  Schwere  oscülirt)  erwSgt.  Gesetzt  iiüm- 
Geh,  man  wollte  diese  Art  von  Bewegung  durch  die  Melbode  der 
Stürungen  aue  dem  Falle,  wenn  keine  Schwere  wirkt,  ableiten, 
to  würden  die  Gleichungen  der  gestörten  Elemente  iu  Vergleich 
mit  denen  des  ungesllirten  Problems  eine  complicirte  Form  an- 
Dehraen,  da  ja  die  elliptischen  Functionen  erscheinen.  Ein  ahn* 
Jicher  Fall  ist  der  unsrige.  Uie  Jucabi'schen  Formeln  zeichnen 
zwar  durch  grössere  Eiiifacbheit  von  den  oben  abgeleiteten 
da  aber  der  hier  behandelte  Fall  nothwendig  in  der  voll- 
ständigeii  Lüi^ung  des  Rotatiimt-probleius,  wie  sie  die  Berliner 
Akademie  als  Preisaufgabe  aurgestellt  hat,  enthalten  sein  muse, 
K  müssen  die  Reihen,  durch  welche  die  gestriricn  Elemente  dea 
Jacubi'scheu  Falles  ausgedruckt  werden,  augenscheinlich  sehr 
cflfflplicirt  werden.  Man  kunn  daher  eher  hoffen,  dass  dieselben 
ii  Dnserem  Falle,  wo  die  Formeln  des  ungestörten  Problems  schon 
complicirter  sind,  einfacher  werden  könnten.' 


XXIT. 

De  rariis   modis  aequationes    quarti  gradus   soWendi. 

Aur'tore 

D".   C.  F.  Lindmau, 

Lertore   S  trengnesiae,   aypiäo   Sveuiac. 


Inter  omneH  constat,  Italos,    qaum  coraniercio  cum  Arabibns 

iloctt  et  excitati  in  Algebram  studiosius  elaborare  cnepissent,  sub 

medium   Tere  seculum   decimum  sextum  vias  snivendi  aequationes 

Itertii  qnartiqne  gradus  inveni^^se.     Postea  vero  tam  mulla  tamque 

nariu  faac  de  re  scripta  sunt,  ut  nullos  fere  libros  de  Algebra  sis 

freperturus ,  ubi  eadem  via  tradatur.     Ob  eam  caussam  et  quoniam 


t 
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cumpluribus  hujus  Archiv!   locis   a^itur  de    biquadraticis 

albus  aliter  att]ue  antea  sitlveudis  non  prorsus  inutile  Tore 

tus  suni,   si  initia,  a  quibue  principe«  scriptoree  de  aequal 

quarti  gradus  suut  prutecü,    pro  angusta  et  ductrioae   et 

copia  breviter  adunilirare  coiialu^  eisern,    sperans    fore, 

ad  rem  melius  instructus  id  perliceret.  quod  ego  tantummodo  pa- 

tuissero  incipere. 

Primum  e  hex'ico  Klügeliano  (Tom.  II.  p,  401.)  cognoscen 
licet,  rationes  vefuüliares  oninino  esae  tres,  a  Ludovico  Fem- 
riensi  et  Carte»! o  et  F. n  lern  datas,  quae  oroiiea  ea  tantnmmodD 
Gonditione  adhiberi  possiiit,  ut  die;nilas  tertia  quantitatis  iocognitu 
vel  in  aequatione  non  insit  ve\  cublata  sit,  LudoTicus  Ferra- 
riensis  posuit 

et  utrique  membro  addidit  "ia;'(/+j*,  quo  facto  sinistrum  membrnn 
evadit  quadratum.  Deinde  ilu  deternilnat  y,  ut  dextrum  qnoqoc 
membruni  fiat  qiiadralum,  id  est,  ut  (iut 

4(2;y  f  A)f^a  +  ri)  =  c«, 

quae  acquatiu  est  redueta  tertii  gradus,    cujus  radix  quaelibet  iii> 
venta  dabit  radices  aequatioiii»'  propositae. 
Cartesius  aequalioncnt  biquadralicarii 

ex  multiplJcatioiie  aequationiira 

ortani  suniMt.  Multiplicnlione  Facta  et  coniparatis  inter  se  co^fE- 
cientibus  earundem  dignitatum  tpsius  a-,  quuni  f  et  g  exterminatae 
sunt,  elicitur  redueta  tertii  gradus  respectu  d^,  qua  soluta  radicea 
aequationis  datae  facile  itiveriiunlur. 

Initio  a  methndo  Carteeii  facto,  Dr.  Üippe  demonetravit*), 
radices  aequationis  biquadraticae  radicibus  omnibus  reduclae  ei- 
primi  passe.  Positis  enim  radicibus  rediictae  ^f/i,  y^,  y^  resp.j 
radices  aequationis  biquadraticae  haue  sitii  induunt  formam 


+  V"yi  +  V^  +  Vff,, 


•)  Vidr 
hcn  TOD 

niplel   d 


MatliiüDal 
,m.  II.  pag.  1 


LatheniHtill  und  l'h;aili,  I 
I.  VII.  püf^.  334.  Cfr.  Franooe 
]ueB   pures.     Cinq.   Edition. 


ttegpatHnn  gnarll  grmlu»  snlvtudl. 


demni 
aequati<iiii 


libi  (amen  signa  si!>illatim  deterniinanda  snot.     Ex  hi 
Haue   seqaitur,    iit  mclhodus   Euleri,  qui 
|Daiirat)cae  rormae 

e  constituit,  non  sit  nisi  methodui«  Cartesii  inversa  *). 
Methfldis  velustioribus  jaiii  breviasime  perstrictis,  ad  rationein 
I'  Ampere  transeani.    Ille  quoque  aequatioiieni  biqua^aticani  a 
ignitate  tertia  quantitatis  iocogriilae  liberatani  constituit.    Qualtuor 
h  acqitattonibus  esscriptis,  quae  e  coguila  relatione  inier  raitices 
I  coeflicientes  aequatinnit«  orinntur,    et  reduclionibus  quibucilani 
ictis,    ad   reducfam   perveiiit,    cujus  quantitaa  Incognita  stt  qua- 
Iratuni  sunmiae   duariim  radiciim.      Inde    palet,    hanc    methodiini, 
Cel"'  Grunert  hoc  Archive  (Tom.  I.  p.  16.)  exposuit,  iis- 
ein esse  niiani  principüs  alque  Cartesü. 
Deinde  Cel*"  Francoeur**)  in  aequatione 
i^  +  fta^^+c^c  +  rf  — 0 

lit  x^y\i*"),  quo  valore  subetitufo  y  et  i  ita  determina- 
[t,  u,t  evanescant  ü  aequationis  tran^rnrinatae  termini,  in  quibus 
inipares  dlicnitates  alterius  quantitatis  indeterminatae  ex.  c.  ^. 
'alore  ipsius  y  inde  ducto  et  iii  aequatione  tranaformata  siibsti- 
glo,  reducta  tertü  gradu^  respectu  i^  iiiveuitur. 

Dr.  Schlesicke  eandemrationemiiihoc  Archivo  (Tom.  XII. 
f.  166.)  propofiuit.  Postea  vero  iNitlem  (Tom.  XVI.  p.  58)  rafionem 
btttendit,  cujus  beneßcio  aequatiotieni  solvere  licet,  dignilate  ter- 
m  quantitatis  incognitae  non  suiilata.  Praeterea  transformatinne 
Inaeffeeit,  ut  reducta  tennino  secundo  lihorata  prodeat.  Mirandiim 
lue  non  est,  si  omnia  illa  commoda  cum  paucis  incoromodis  iinictii 
pii,  quae  tarnen  non  impediant,  quoniinus  ratio  illa  metbodiN 
jhBtea  commemoratis  praefereiida  videatur  -|-). 

\     ')  Methodus  Cei'  Bnardnn,  qni  X^=y-\-^\U  posiiil,  eiC,  ulf.iijle 

Met,  eadein  ntijne  Euleri,  etiamsi  baoE  niagi*  qtiiui  arlificial»  lidetiir. 

\     ")  1.  c.  pag.  Ui. 

'     "*)  Cel"'  Bu  iirdoD  diicet,  Lagran^iiim  qunqne  ita  fecisio,  nrqno 

lu«B  aut  liBiiu  rem  nut  artifioiB  siia  (jtiilicD  II  naid  iiiii  o)  raaitiim  oli- 

IttaU*  aICultaie,   quin   caiculiii  admodum   moletliu   flat.     Quo   litiro  La- 

t'Klf^iiiK  id   frrfrit,  nedcio,   (ed    crediderTm  in  addilümeatli   ad  Alge* 

Inm  Euierinnum,  qua  milii  nnn  jam  uli  licet. 

'     f)  MethoduiD.  quam  dcdit  Waring,  «ilenlio  praeterü,  quippe  quae, 

!■  »nlautia  ullem  ejus,   nd  neqiiatinnem   biquadraticam  solam  nan  per- 

hwC     tide  Klügel,  Hathematische«  WÖrtcrbucli  T.  II,  p.  410. 


438  Undman:    Dt  varth  KWdta 

Attamen  methndus  illa,  quam  ctriclim  attigi,  una  non  e^t,  ia 
qua  iilenda  terrainum  secundum  tollere  tvitemus.  Abhiiic  centuDi 
Tere  anriis  Thomas  Simpson  dedit  ejusmoili  melhodumi  qaas 
tarnen  aileo  iion  coßiiila  videtur,  ul  in  Lesico  Klügeliano  ne 
meiilio  qnidem  ejus  facta  sit,  qiiamobrem  puuilo  Tusius  eam  disse- 
Tere  milii  liceat.     Simpson  *)  aequalionem  geiieralem  quaTtigradu« 

uogilatioiK  Gnxit  esse  differetitiam  duorum  quadratorum ,  ita  ut  sH 

ubi  A,  B,  C  sunt   quantitatee  iudelermitiatae.     ßeductiane  facti 


i  X  dignitalam   inter  t 


'  Gompi- 


et  coJiriicientibus   earundei 
Tati8,    invenieiitur  aequatiotieN 

iiu'ta.  quater  productum  aequalioüis  primae  et  tertiae  aeqoale  est 
quadi'atn  aequationia  secundae,    divisione  per  2  (acta,    habebinuLt 

A'—iöA^  +  UA—H 


-0, 


si  posiieriDius  k  =  iac  —  d,    /=lc"  +  rf(Jfl 
aequatiotie  iiiveiita  est  A,  aequatioties 


—6).   Postquam  ex  htc 


aA- 


B=:V'iA-\^ia^—b,     C= 
dabuiit  B  et  C.     Aequatio  (c)  jam  suppedttat 

x'^  +  i«x  +  J  =  +  (Bx  +  C), 
unde  prodeunt  radices 


•)  Vido  Troati«! 
iR  lue«  priielcrmitlei 


liuB  Tl.lelur,  mcthmluui 
aaliini  ^aad  ItliigeliuB 
diffcreiitiii  qaadralorDm  i 


ofAlgelirn.  2Ei)iL  L«nd<inlTä5.  p.  1». 
im  uoD  esl.  <|Liod  düil  Monlferrier  in  Üben 
encta  [tlatliem ati  quea.  Deox.  E d i  t.  Parli 
C'Kiilendit  Piiiin  Montferrier,  nieElindiiiu 
)  eaev ,  nisi  iiinplifi<;Btii>neni  ijunndain  me 
lis,  quam  ita  iiramas  eiponlt,  ril  egn 
psoninnam.  Hon  quidem  fieri  pnlFit;  niaiiB« 
nlii  ri'ini^-nnt.     IMihi  qujdem  nliquiiiiLo   iirobabi- 

:  nihil   dixil.    eei\  elium  qula  aequelin, 
aolp  B»— ^»  =  (a  +  j*)fa_^)    tracUtI, 

D  npiMindi  gradua. 


negiialtonea  9«ar/f  ffrattu*  toieendi.  438 

Qaia  A  et  C  in  radiciliuR  quuni  pnsitWae  tum  negativiic  sunt, 
seile  patet,  nihil  rautari  nisi  ordiiieni  railicum,  si  signum  —  quan- 
Hati  B  triliiiitur.  Quaniquam  A  tres  habet  valores,  e  quilius 
[aeinlib«t  eligere  licet,  ratiocinalio  tarnen  commodissima  evadit, 
i  valorem  realem  sumis.  Aequatio  rem  ut  terlii  gradus  ununi 
lodi  Valoren)  semper  suppeditaliJt,  interdum  etiam  tres.  Ue- 
[liodi  suae  commoda  retensens  Simpson  contendit  valorem  ipsius 
^semper  e^ae  rationalem:  quibus  tamen  rebus  in  eam  seilten- 
im  adductus  sit,  ego  quidem  intelligere  non  poseum,  praesertim 
iura  exenipla,  quae  contrarlum  probent,  facillime  reperiantur. 
Datnquam  igitiir  cum  Sinipsonio  hac  de  re  consentire  non 
iBSum,  methoiluä  turnen  ejus  tot  tantaque  commoda  praebere 
idetur,  ot  ab  oblivione  vlndicanda  sIt,  nisi  forte  stndiosior  ''Jum 
actus  sum,  quippe  qui  ea  fere  stmper  uti  consueverim.  Saepe 
amen  roetbodis,  quas  rocant,  iudirectis  facillime  radices  inveni- 
Intur,  praesertim  si  magnum  decimalium  numerum  habere  velimus. 
Metbodum  Lagran^it,  quae  in  thcuria  functionum  synime- 
ricarnm  nitilur,  nisi  cnmniemorare  non  possiim,  qnoniam  expo- 
litio  ejus  multum  spatii  requiiit. 

Cel*"  Schulten  in  tahulis  suis  logarithmicis  *)  formulas  dedit 
trigonometricas ,  quibus  railices  aeqiialionnm  biquadraticarum  in- 
teniri  possinl,  termino  secuiido  non  sublato. 

Cl.  Granlund.  Adjiinctus  Math,  ad  Academiam  Lundenseiu, 
dissertalione  Academka  nielhodum  quoque  dedit,  in  functionihus 
rrnmetricis ,  quas  vocat,  partialibus  nixam.  Quia  hae  functiones 
lon  antea  usurpatae  neque  multum  cognltae  videntur,  expiisitio 
tnjus  methodi  dclinitionibus  et  explicationibus  eget,  quas  hoc  loco 
dare  prnpositum  meiini  non  est,  praesertim  quum  ita  occaslonFm  ■ 
TN  explicandae  **)  auctori  ipsi  praerepturus  viderer. 

Alethodus  novissima  —  quod  equidem  sciam  —  a  Oel"  BjiJr- 
Ing  data  est,  qu!  methodum  suam  hoc  Archiv«  (Tom.XIX.2<l!).) 
pse  GXposuit.     Primum  in  aequatione  generali 
a:^  +  aj:3  +  bx^+cx  +  ä  =  0 
^  X  Bubstltuil  ^tgi-     Deiiide  co^fficientes    a.   c,   d    aeqiiationi 
■=fl'(?  eatisfacere   constituit,    unde  c=aV^d    vel   c=—aV^d^ 


^o  tllo  valore  facit  y  —  V  ä, 
<  invenitur 

')  Lcigaraiiiniiiba    nrh 
sgfors  1838.     pag.  2IU. 
E      ••)  Dh8s   H-rr    Ailjunct    Gin 
{Nuacht  der  HErmisguLer  sehr. 


y=i^d   (i=V—l).    quo 


Lindman:    Obsenaia  i/uaedam  de  Eilipil. 


Sin-2i=s 


7l«+Vn«  +  4CV-*)|. 


Arcu  t  invento,  ^abitur  x.     Siii  autem  aequalio  c*=^a*d  intö 
oSrGcientes  non  exsistit,    dcmonstrat,     aequalionem   quaiiicunii[^ 
biquadratKam,  posito  x^x^^u,  sit  transformari  posse,  ut  b 
relatio  inter    co^fGcieatee  traTisrorniatae   intercedat. 

Plures  methodos    in   meis   quideni    libris  comniemoratas    i 
invent,    qtiod   tarnen    non    impedit,    quominus  nonnulla  me  fu^ont 
Itaque  non  audeu  dicere,  haue  euumeTationem  tarn  perfectam  e 
quam  volui. 


XXV. 

Obserrata  quaedam  de  EUipsi. 

D".  C.  F.  Lindmati, 

Lee  Iure   Streng. 

nB|iectii   aotorutn  Htg.  Acai.  Scient.  Holm 


I 


In  libris  de  caiculo  integrali,  quos  coi;Dogcere  mihi  licuit,  d» 
monstratur,  quomodo  superrities  inveniatur  llgurae,  quae  Ellip^ 
axi  majori  duabusque  asi  perpendioularibus'  ord'matia  terniinalnr, 
Si  idonei  valores  limitibus  integralis  dantur,  Trapezio  detractn, 
superficies  cujustibet  segmenli  reperiri  potest.  Triaiigulo  ad 
menhim  addeiido  vel  ab  eo  subtrahendo  superficies  sectoris  itive 
oitur,  eive  centrum  sive  Tocus  vertex  ejus  est,  At  vero  quum  de 
sectoribus  agitur,  usus  coordinatarum  polarium  maxinie  simples 
et  rei  conveiiiens  videtur.  Quae  ratio  sectores  quadraiitli,  quoruiO 
Vertex  focus  est,  multifariam  ostenditur  iiuperque  Cel"' Griinert*) 


■)  ArchiT 


r  MHliie 


Eik    und  Phvsiti.     Tum.  \Vn.  p.  «1. 


Linämau:    Observata  quaedam  de  Eiiipsi,  441 

iDc  rem  copiose  tractayit  Quanta  affert  commoda  usus  coordi- 
itainm  polarium  in  sectoribus  ellipticis  quadrandis^  quorum  ver- 
^  est  ^entrinn«  ostendere  nunc  conabor,  quum  praesertim  occasio 
a.praebeator  non  solum  demonstrandi  theorematisy  sine  dubio 
nho  ante  cogniti,  quod  tarnen  nusquara  invenire  potui,  sed  etiam 
immemoraDdi  res  nonnullas,  quae  ad  ejusraodi  sectores  pertinent. 


I. 

Si  in  aequatione  Eliipsis  vuigari 

esnerimns  y=:rS\ng>,  x=:rCo8g>,  ubi  q>  est  angulus  inter  posi- 
?am  axis  majoris  partem  et  radium  vectorem  e  centro  duetum, 
abebimus 

r^(a^Sin^<p  +  b^Cos^q>)  =  a%^,  (1) 

nae  est  aequatio  Eliipsis  polaris,  quando  peius  in  centro  coiio- 
itor.     Valore  ipsius  r^  ex  (1)  in  formula  usitata 

obstituto,  prodit 

'^"~    2   J      a^SinV  +  ^^Cos^g)' 

bi  a  denotat  angulum  inter  positivem  axis  majoris  partem  et  eum 
adiom»  quo  sector  terminatur.  Divisione  per  Cos^^  ^Eicta  et  in- 
egratione  instituta,  invenitur 

Sa  =  lab  { Arctg  ((^))  -  Arctg  ((0))  I. 


atg« 


b.  '■  Posito  11=:  minimo  arcui  positivo,  cujus  tangens  est  = — r 

miSit  Arctg  rr^^-f~))  =  A'TT  +  M ;    itidem    est   Arctg  ((0))  =  k'n, 

1M  oomeri  integri  k,  h!  ita  determinandi  sunt,  ut  problemati  sa- 
tkfiat  Sit  7r>a>0;  patet,  esse  jt  >  m,  i:ra6>Äa>0  vel 
«^«-(-(A: — Ä0^>0,   unde  ä:  — ä;'  =  0  atque  ideo 

Sa  =:ifl6  Arctg  ^^,  (2) 

n  tc  tt 
•I  Arctg — jF—  idem  ^i^i  atque  m.    Quando  est  «>«,  facile  appa- 

^  esse 

Theil  XXIII.  30 


Lindma»:    Obtenala  guaadam  de  BIMpti. 


<Sa=iH6|n  + Arctg  — 


atque  antea  modo  eruilur 


;uIo,  ((ui  conilitioni  Tc^ß^a  saÜsfacit;  eon 


Sß  =  iab  Arctg  - 


Sß—  Sa^^labl  Arctg 


'M_ 


Arolg-|-l,  (3) 


quae  aequatio  8U|>peditat  snperficiem  nettoris,  qiii  Hnobus  rad 
vectoribus  e  cetitro  ductis  iticluditur,  quando  neuter  angulorum  inl 
pneitivam  axia  iiiajoris  parlem  et  radios  vectores  duos  rectos  super) 
Jam  qaaeri  potest,  quihns  valonliuR  angularum  a,  ß  ille  sed 
quartae  Ellipsia  parli  adaequet.  Quod  ut  iiiveniatur,  in  (3)  ad 
stituamuB  innö  pro  Sß—Sa,  uiide  oritur  aequatio 


Secundur 
transit  in 


,  quae  supra  dirta  sunt  de  signo  Arctg,  haec  aeqaal 


l/' 


+  aatg«tg^  =  0,   vel  tgßtg|3=--2, 


(«) 


quae  est  relatio    cognita  inter  angtiins,    quos  binae  diametri 
jugatae  cum  eadem  asia   parte  faciunt.      Hinc  jam  colligilur 
theorema:    diametri  conjugatae  Eilipsin  in  quattuorpi 
tes  aequales  divldunt. 


Quarnquam  probabite  non  vide 
arcus,  quos  diametri  i-on jugatae 
necae.     In  formula  igitur  cuguita 


ur,  quaerat  Torfasäe  quis,  sintn 
abscindiiiit,    inter    se   aequili 


lubstituantnr  ex  (1)  valores  ipsius  r^,   ~j~ä-     T^^  habebimm 


Itndmati:  Obtervata  giiaeäem  de  Etliptl. 


443 


(  et  hi  angnli  aequatione  (c)  conjancti.  Ut  arcuin,  quos 
tcoiijagatae  absnndunt,  sint  aetjuale.''  pro  oninibus  angu- 
',  ß  valoribus,  qui  aequafinni  (c)  satiirdn-'iant ,  necesse  est, 
i  pro   ejusmoili   valnribus  aiigulorum  «,  ß.     Assunito 

I  Tariabrti   independenle,    -,-  identice  ^^Opostelimtnationein 


Mus  ß  esse  oportet.     Jam 


identice  ^ 
i  poDitiir 


(a*Sin*^  +  6*Co8*(p)' 


-A-P). 


le  ideo 


I  ope  aequationis  (c)  efprimeodae  ?uiit.    Ita  fit 


"  oft (o» Sin««  +  b^CoB'a)l 


di  _ab{ab  ~  Va-'Sin-^B  +  6*CosM 

Qnia  -j-  non  est  identico  ^0,  arcus,  de  quibus  agitur,  aequa- 
BDn  sunt.  quaiDobrem  exquirendum  est,  num  niaximnm  et  mi- 
lum  adniittant.     Ejnsmodi  valores  ip«ius  a  invenientur  ponendo 

=  0,    unde 


-\n:'Tb'' 


Repeirta  differentiatione  elucet,  a: 
■iore,  minimum  pro  iiiferiore  ipsius  a 


um  esse  maximum  pro  sa- 
alore.    Hoc  c^isn  quaque  ext 


tg«=±-.   tgjS^T-. 

le  seqnitur,  non  modo  ut  diametri  conju^atae  aeqiiales  perl- 
■rlain  Eltipsis  dividant  io  partes  magis  inaeqiiales  quam  atiae 
laeciinque  diametri  conjugatae,  sed  etiam  ut  ex  bis  arcubus  ille 
I  maxinius,  qui  ab  axi  niinori  secalui,  itle  autetn  minimus,  quem 
leat  Rxis  major. 


l.fndmnn:    Ottfirata  ijvneHam  de  EtUptl. 


III. 


'  '  Quoniam  He  sectoribus  etlipticis  agitur,  qiiaeramus  qaoq 
qiiemnam  valorem  angulus  a  habere  debet,  ut  sector  Sa  per  u 
iiatain  puiicli  arcus  extremi  et  per  chordam  arcus  in  dua«  pai 
aequales  dividatur.  Ulroque  casu  dimidium  secfons  est  trian 
liiiii.  Prius  Iriaiiguluni  est  rectangulum,  cujus  tiyputenusa  est: 
et  angulus  ordinatae  oppositus  ^a.  Superficies  (=^  7^  igitur  hi 
trianguli  est  =ir''SinoCosa,  vel  valore  ipsius  r'  ex  (I)  substib 


T=i 


o^fi^SincCos 


Quia  T=:kSa  erit,  tnvenimns 


quae  aequatio,    posito  Arcfg  — 


I  +  ts^^- 


-=!,Aretg- 

—  i^Tf",   abit  in 

Jiff  vel  Sin2i(j=iff. 


Eadem  aeqaatio  apud  Eulerum*)   otcurrit  et  invenit 
ifj=54"  18'  6",8786, 
[ie  tt  racillime  invenlri  potest. 
Abscissa  pancti,    in  quo  r  secat  Ellipsin,    est 


=.  T  Cos  a 


P  =  o  Cosifi " 


i 

4 

i 


"  Vai'Sin'a+iaCof 

Tel  ab  asi  minore  independens,  nnde  coltioitnr,  earn  e)u6dem  e 
magiiitudiiiis]    dummodo  axis  major  sit  ^2a. 

Casu  posteriore  est   T^iarSina.    et  quia  erif  T^=^Sa,  s 
etituto  valore  ipsius  r,  habebiraus 

2a  Sin  ^ 

f> 


V7i*Slna»  +  ösCösS 


:  =  Afctg  - 


PosIto  Arctg 


ntg". 


,  invenitur  2Siuc«^(ti  vel,  iii  =  2i^  facto 


•)  Irtrodiirtio    in    Anal,   infii 
Cfr.  quoq.ir  fagnoli,    Tri^onome 


Tum.  U,    Cap.  WH. 
JE.     Parir 


iTßfi.    pa^^^ 


-  < 

:  Adnoiati'jnfS  ipiaedam  de  rarffs  teeis  Hnjus  ArcA/rf.  443 


Haec  aeijuatio  eadem  est  ütque  antea,  et  Eulerus  ejusmodi 
vblema  de  circulo  solveiis  a<l  eani  pervenit.  Abscissa  punctt, 
'|Do  r  Ellipsin  setral,  nuuc  est  ^aOosra  atque  ideo  ab  axi 
Dore  Don  pendet. 

Qduiii  haec  probloimata  de  circulo  solruntuT,  invenitur  a  =  ^ 
i=2i(i  re^pective.  Perpeiidiculo  deJnde  a  puncto  exEremo  uulus 
iorum ,  qui  sectoreiii  includuiit,  ad  altenim  ductn  ElligiKifjue 
<er  hunc  mdiuni  ut  seniiasem  majorem  descripfa,  punctum, 
quo  perpendiciilum  Ellipy'm  »ecat,  idem  plane  est,  quod  in  h\s 
ibleraalia  quaeritur  *).  ^ 


XXTI. 

Inotationes   4]uaedam  de    variis   locis  hujus  Arcbivi. 


An  Clont 

D".  C.  F.  Liudm 

Leot,  Strengn. 


'..( 


Tomo  XIX.    legitur  dissertatio  D<'.  Schutze    de  integralibus 
^icis  in  seriem  evolvendis.     Auetor  ipse    docet,   digsertationem 
in  Tomo  I.   rekgendani   esse.      Quod   quum   facereni,    haec 
inveoi:    „es  sei  Terner  vi>rE;ele^t   daa  eich  nicht  dlrect  in- 
Kren lassende  Differential  V^4-2  V^''^'^'^  cett."  Si  aenlentiaejus 
integrale,  nisi  forma  niutala,  inveniri  non  posse,  probe  dixisse 
videtur.     IIa  autera  locutus  ad  usitatura,  ut  opinor,  et  vulga- 
loqueiidi  modum   orationeni  suam  parum  conformavit;     credi- 
rim  enim,  ea  tjunque  integralia  directe  e^se  inventa,  quae  sim* 
et  inventn  lacili  snbstitutione  reperhintur,  quod  genus  est  in- 
pale, de  quo  agitur.     Poaito  eniai   Vj^^r,    invenitur 


•)  Ich  habe  mich 
lem  Empfang  nncb 


n  Aiifantz  «oglelch  nach 


,  voratehcndun  i 
•.iem  Htfte  abdru 

?  INr.  X\I,  behandelten  Geg-cnstnnde  ganz  nahe 
Gegenstand  bciriffl.    M,  s.  unten  unter  den  Miscellen.         O. 


446  Uniman. 

Eodem    modo    multa   alia    eademcgue   niulto    getieraliora 
iDveoiuntuT.    Enimvero  integmle 


per  formulas  cognttas   ex)iil>ere   licet,   Hiinimodo  ejnsmodi  foDCfl 
alterius  variatiilis  z  suhxtitualiir  pro  Sfa3\^,    ut    quantitas    t 
signo  V  ad  formam  A^  ^  Bi  +  C  muletur.     Simplicissimum 
ponere 

quo  facto  evadit 

Haec  ratio  tarn  Simplex  tamque  facilis  est,  ut  nmnino  mfi» 
non  videatur.  cui  iti  lilirls  de  eletneiitis  Caiculi  integraRs  h^ 
HetuT,  nisi  forte  res  ipea  Bimplicinr  juilicaiida  est,  quam  coj 
explicatio  prueceptis  iillis  egeat.  I'racterea  patel,  rutionem 
posilam  uBui  esse  poEse,  quitm  fiini-'liones  sub  sigiiis  radicalib 
eint  seciiiidi  gradus.  Enimvero  poslqtiam  alia  variabilis  inlradDi 
est,  ita  ut  radicalis  iNferiur  rationalia  evadat.  obtioetur  func 
hujus  formae 

V  At*  +  Zfi3  +  Ct^  +  Öl  +  £ .  /!":}(/:. 
(f{i)  est  functio  quaedam  ralimialis),  cujus  inte(;rale  per  functioa 
elliplicas  exprijiii  polest.  Quoniani  vero  haec  ralio  ad  calculn 
longum  et  molestuin  dacit,  Don  nihil  inlerease  mihi  visum  n 
«xaminare,  rium  ille  caiculus  umquain  evltari  possit,  et  reperi 
fieri  si  in 


Y^. 


I  +  6.T+C+ V«a:»+A»+)' 


(o3:'+fta;  +  c)*  — (tu:^  +  /9j^  +  y)=   quadrato   vel  =  (jnjr'+nj+jpj 


>i  determinandae  sunt  qii^ntitates  n 
?n)  dignitatum  ipsitiK  t  comparani 


•t,  p.     Cn^riicientibuf     _     . 
habebimus  acquationes 


m*=o»   mn=uf),  n''+2mp  =  /fl  +  lac—a,  2»;j=^26c— j3,  p^=c^ 
Aequafio    prima   et   secunda   suppeditat  m^+a,  n-=^im 
ultima  docet  qnantitatem  r^^  y  esse  debere.     Deinde  invenitar    ' 


M 


de  pariis  lods  hujut  ArckiH.  447 


K  prodeunt  aequationes  conditionis 

ba=:aß,    a^=z4a(ca — ay), 
pdbnB  constantes  satisfacere  debent.    Tum  fit 


Tomi  II  pag.  122.  seqq.  Dr.  Rädell,  Berolinensis,  solutionem 
edit  numericani  aequationis 

A=(l+x)^(l  +  bx), 

[aaodo  est  x=  fractioni  admoduni  parvae  et  6<1.  Ratio  quideoi 
jus  elegans  est  et  comnioda;  at  postquam  dissertatioDem  suam 
ididit,  alia  ratio,  cujus  beneficio  aequationes  hujusmodi  omnes 
wM  possunt,  data  est  a  claro  iilo  viro,  cujus  ingenio  fecundis- 
ino  tain  multa  debet  Mathesis.  Eninivero  abhinc  paucis  annis 
!■■■  Gauss  (Beiträge  zur  Theorie  der  algebraisch.  Glei- 
tlivngeii.  Güttingen  1849.  pM5.)  protulit  raethodum  quandam  in- 
kectam  reperiendi  radices  omnes  omnium  aequationum  trinomialiuin, 
I  qaarura  formani  aequationeni ,  de  qua  nunc  agitur^  faciiiime  inu- 
ire  licet.    Posito  enim  x=y — 1,  invenitiir 

^=(1  —  6)^"«  +  %"»+i, 

i  qua  praeterea  a^quatione  solvenda  ex  methodo  III*"«  Gauss 
eqne  6  <  1  neque  y  paullo  tantum  unitate  majorem  ponere  opus  est. 


Tomi  XX   p.  247.    legitur   observatura    quoddam    Professoris 
Volfers  de  inveniendo  integral! 

xe^dx 

Eni  er  US  posuit 

\^X 

ibi  est  z  functio  quaedam  indeterminata  ipsius  x,    Differentiatione 
nvenitur  aequatio  differentialis 

(1  -|-  x)  dz  -i-xzdx;=:xdx, 


Lindman:    De  aliquot  integralibvs  definlUt. 

„nbi",  nt  ait  Eulerus,  „atatim  palet  esse  z  =  l,  quod  tiÜ 
se  pateret,  ex  regulis  Hifficultet  cof^nosceretiir. "  Cel"  W« 
integrale  J  directe  invenit,  functione  i  non  intrnducta.  V|| 
Bulem  Euleri  sequeiiti  aei|iiationem  OilTerenlialeni- iiuper  i 
iategranilam  arliitror,  id  (jund  faciUiniu  usque  negolio  lieri  [ 
Huic  enim  aequationi  ilare  posäumas  IWmani  J 

dl  xilx 

I— :~  l  +  ic' 
unde,    integratioiic  facta ,    invenilur 


i 


Ita  reperimus 


;r^l— A(I+.r)e-^     (Ä^CoDsf.). 


-*■ 


e  quo  iotegrale  ali  Eulero  datum  prndit,    posito  £^0.        ^ 


XXVII. 

De  aliquot  integralibug  definitis. 

D".    C.  F.  Lindman, 

Lerl.  Strengn. 


Tomo  XVI.  pag.  53.  hujus  Archivi  Professor  DiengCTi 
IS  magoetlcae  exquirens ,   perrenit  ad  integrale 


=/" 


V^Sino-Sini'' 


.*    De  aUguoi  imegraUbus  de/Müt.  4Xd- 

I  qoo  tarnen  nlterius  1.  c.  versari  ei  noo  placuit.     Hoc  integrale 
lihi  contigit  ad  functionem  ellipticam  transformare ,  ita  ut  sequitur. 

Primum  patet  integrale  quaesitum  ob  formuiam  notissimam 

q>{a:)dx=  j     q>{x)dx -{■  1      (p{x)dx 

in  dao  disjungi  posse,    unde  fit 


n 


P^  da  P  ^-y  da 

J      VSina  — Siny    J  V^Sina — Siny 

2" 

Substituto  7t  —  a  pro  a  invenitur 


n 


n ^-y  da Pf  da P^  da 

'         V^Sina  —  Siny         t/      V^Sina  — Siny    «/      V^SIna— Siny 


n  y 

2" 


tqne  ideo 


-/ 


TT 


2  da 


y 


V^Sina — Siny 


i  posuerimas  Siny  =  a,  S\na=:ax,  habebimus 

d€t=  ■  'r-  >     V^Sina — Sin  y  =  V^aVa?  —  1  • 

n  1 

.d    limites  a=y,   «  =  0  respondent  resp.  Iimites  ar=l,    a?  =  — > 

uamobrem  evadit 

1 

t/       V(ar-l)(l-a«:r«) 

Postquam  integrale  ad  hanc  formam  reduetum  est,  iiquet,  id  per 
fimctioneui  ellipticam  exprimi  posse.  Ut  hanc  functionem  inveni- 
rem,  primam  posui 

V"^^l=y,  unde  a;=l  +  y^,  dx=^2ydy. 

Quoniam    est.  2f=ü  pro  «  =  1   et  y  =  V 1  pro  x^—,    in- 

veoitur 


400  Undmam:  De  »Ugvot  fnUgraHMu  definiOi. 


j  =  aV 


4. 


V('~-.0('-±-^.'-) 


.  v^i±^"  di.j 


ijunctd  {)osiEo(|ue  y- 


Y¥.' 


Jam  ti\  iatrotlucamue  Siiiy  |>ru  o,  habebimus 


vel  beneficio  timiiuliir 


2V: 


n-si„,=-2c.,-(:-J). 
In./   . 


-1 


Posito  denique  i=iCn.sq>,    haliebinms 

Quoniam  est  ly— 0,   si  j— 1,    et  qp  =  a-,    si  s=0,    limitibua  coil 
vnsis ,    prodit 


i  =  1<^f^ 


yi_Sin»(j-|)sin-v 


limdmttn:    De  atmot  tnttfraübui  deßntth.  IKl 


II. 

Tomo  IV.pag.  316.  seqq.  Cel<^  Schlu milch  elegante^  ut  solet, 
imonstravif,  quanto  ad  integralia  definita  cognoncenda  sit  usni, 
.  in  alia  aihctiorum  limitum  dividere.  Inter  exempla,  qalbas  me- 
odum  suam  illustravit,  est  quoque  integrale 


J  \I-tgy/     y 


lod  beneficio  methodi  suae  reperit  esse  aeqoale  integrali 


J     tg.p\|-tgg>;  ■  ^*^ 

O 

itegrale  (1)  postea  Tom.  Vit.  pag.  101.  inter  ,,Uebungsaufgaben'' 
1  invenienduni  proposuit.  Quoniam  mihi  ezciderat,  integrale  (1) 
oro.  IV.  jam  tractatum  fuisse,  proprio  Marte  id  reperire  conatus 
im.  Rationem  meam  hie  proferre  iiceat»  quia  paullo  simpUcior 
itione  Cel'  Sehlomileh  yidetur. 

• 

integrali  (1)  per  J  designato  positaque  tg^zrio;»   inyenitiir 

/OD         ^x  /l  +  ar\  * 

S(lT^  *  \f^/  ' 
o 

^pe  formulae  notissimae 

q>{x)dx  =  /      q>{a:)dx  +  /      cp(x)dx, 

.  a  a  b 

D  qua  Dititur  metfaodus  Cel^'  Scbiö milche   evadit 

•^-J      xa^x'^yKl-^a:)    V         x(}^^x^)\\^x)' 
Sabstituendo   —  pro  x  fit 

X 

/*        ^^        /l  +  a? V  _  r  *  xdx     (\  +  x\ 
x{\\x'>)\\-x)  -J      l+a:«'U-*^* 

«^^  ambo  ipsius  J  termini  eosdem  habent  limites,  quaniobrem 
">  unum  contrahi  possunt.     Exsistente  praeterea 


452  Lindman:    D»  aligttol  tHtefraltduii  dt/Mifs. 

invetiitnus 

Funcfio  ify;^  )    '"  seriein  coDVergentem  evolri  potest ,  dam- 

modo  Kit  l>j;>  — I.     Quia  ig'rtur  llmes  siiperior  integralis  quae- 
sili  est  =^1,    caute  tractandum  est  integrale.     Itaqae  ponamus 

Jatn  est 
at<]ue  ideo 

uDde  denique  invenitur 


Eulerus  vero  demonstraril  (I  ti  trod.  itj  Atial.  in  ft  ti.  Tom.  I. 
%.  175.),'  eummam  temiinorum  inter  unCDs  esse  =-&-■      Itaque  est 


J       tg9i    Vl-tg?>/ 


} 


m 


Spiiner:  Imieffrai.  der  Gleich,  x^dx^^dx^'\^x%dx^-\r^dx^=o.iSS& 


Integration  der  Gleichung 

(1)  Xidx  +  x^dXi  +  x^dx^  +  xdx^  =  0. 

Von 

Herrn  Simon  Spitzer^ 

Privatdocenten  der  Mathematik  am  k.  1c.  polytechnischen  Institute  zu  Wien. 


Ich  führe,  den  von  Pfaff  vorgezeichneten  Weg  befolgend,  in- 
i    die  vorgelegte  Gleichung  für  Xi ,  x^  und  x^  Functionen  ein  von  x 
und  dreien  neuen  Variablen  Oi,  a^^  a^  mittelst  Substitutionen,  die 
sich  ergeben  als  Auflösung  nachfolgender  Diflferentialgleichungen : 

(0i))+(0i)^+(02)^+(03)^=jrx  ^         • 

11  denen  N  eine  Hulfsgrusse« 

JLj     JLu     X^i      X^ 

fespective   die   Grossen 

»         Xi  9      X^  f      X^  f      X  '  o  j  ;•!••»- . 

'^^eichnen«  und 


,    ,       SXr         dX, 


4 


r. 


SpU%er:    Megrailoit  dir  SMMtitt 


ist;    Bezeicbnungtm eisen,  welche 
man  im  aweiten  Bande  von  Crell 


Jacobi  eingerührt  sind,  wie 
.lournal  erttehen  kann. 


chiing  (1) 

zu  brinffei 
In  de 


Der  Zweck  dieser  i 
if  die  Form 


icheiiden  Substitutionen  ist,  die  Glei- 


.  unter  Ai ,  .-f^'  ^3  I^'nnctinnen  von  a, ,  a^,  a^  verstandet 
I  specieiien,    uns  vorliegenden  Beispiele  hat  man: 


(01)  = 


a.Y,    , 


(03)  = 


Sxt 


(i*=3s:-ssf=''- 


npd  lbls:1ich  sind  unsere  v 


t  Gleichungen. 


bestimmt  werden  sollen,    folgende: 


>+iS="-.' 


"dx    '' 


rix. 


Durch  Addition  der  ersten  und  dritten  ergibt  sich: 
und  durch  Addition  der  zweiten  und  vierten: 


«,«te+3-s«p,+iärf»,+av*r,  = 

A(.i:  +  »,)=0. 

Beiilen  jjenfigf 

iian  al.o  für 

(4) 

JV  =  0. 

Setzt   mao  diese 

n  Werth  tod  «  In  die  Gleiche 

man   blos.  zwei 

von  einander   vertscliiedene  Gle 

^en  (3) ,  so  erhStt 
ihunsen,   nSmUch 


Sjj       dxs 


(5) 

'   ar^  — a: 

ergibt,  die  nun  nicht  hinreichen  zu 
AVir  sehen  aUo,    A&ss  uns  hi 
nicht  ganz  zum  geivüii sehten  Ziele  Tührt 
lieh,  weil  aus  den  vier  Gleichungen  (3)  i 

A',     a:,,    arj,    -T; 
bestimmt  werden  können. 


Bestimmung  von  x^,  a-^  und  a-j. 
r  der  von  Pfaff  gelehrte  Weg 
aus   dem  Grunde  nSm* 
cht  die  vier  Grüeeen 


verfahre 


Ich 

■iannaasaen  :     leb  substituire  i 
1^  nnd  x^  die  aus  (5)  folgendi 


die  Gleichui 


ielbei 


;  (1)> 


infegriren,  folgen- 
Aeilen   bloss  statt 


Werthe,  nSmIich: 

x^^a^  +  x, 
■i  nnd  Og  als  neue  Variable  betrachtet,  und  erhalte  dadurch 

(6)       (ai+'2xa)da:  +  (ii3+1x)dSii-(a^+x)dai+X3dai=0. 
Jetit  ist  noch    iVir  x^  eine  solche   Function  von  x,  a^,  o,,  a. 


nbstituiren,  auf  d 

ß) 


liese  Gleichung  die  Form 
Aidui  +  A^da^-\- A^da^  =0 


n  man  a^,  a^,  a^ 


^nimmt  und  folglich  identisch  auf  0^0  führt, 
bIb  Constanteu  ansieht. 

Unter  dieser  VorauRsetzung  also,  nämlich,  dass  man  a^,  O],  og 
alti  Cnnstanten  ansieht,  soll  für  ein  schicklich  gewühltes  x^  als 
Function  von  x  die  Gleichung  (6)  identisch  auf  0=0  fiihren;  die 
Gleichung  (6)  ist  aber  unter  Voraussetzung  constanter  o^  und  a^: 


466  spilaer:  IiMffrsi.  der  eitUA,xida>+3;,ilx,-\-»,dx,+xdXt=o. 

(fl,  +  2ars)  (ia:  +  («a  +  ^)  dx^  —  0, 
und  diess  g'ilit; 

Uia:  +  «13:3  +  'ixxi  =  Oj , 

WQ^UH 

tnigt.    VQhrl  man  diesen  Werth  von  ^3  in  (6)  ein,    a, ,  a^  xtad  Of 
als  Variable  ansehend,  sn  hat  man  nach  gehiiriger  Reductior 

(7)  «2rfni  +  (?n3  =  0. 

Wenn  man  daher  in 

(1)  Xidjs  +  x^dxt  +  j-arf^^2  +  ^(/j'3=0 

die  Substitutioneo 


1  a:,=o,  +- 


[■^^—  a^+>x 
macht,    so  geht  dieselbe  über  in 

(7)  fla<?((, +  rff(3  =  0. 

Da  nnii  ferner  aus  (8): 

"i^^-^i — •^3"     ffa  =  ^2 — X,     ffj  ^  cca^j  +  3^33:3 
folgt,    so  kann  man  die  Gleichung  (7)  und  folglich  aucb  die  Glei- 
chung (1)  so  schreiben: 

(x2-x)d{x,—Xs)  +  dtxxi  +x^x:^)=0, 
woraus  man  sieht,  dass  der  vorgelegten  Gleichung  genügt  wird  ßr 

^1  —  ^3  =  C'i ,     xxi  +  X2X3  =  Cj , 
uoter  Ci  und  C^  »illkührliche  Coristanten  verstanden. 

Ganz  auf  dieselbe  Weise  lässt  sich  auch  die  Gleichung 
Xid.i!+X2dxi+x3dx^-\:...+ain~2dxiB—3+Xi«—idx^-2+xdx^tt~i=0 
bebandeln. 


Spii%er:    Note  über  die  Summen/brmei  etc.  IIKT 


Note  über  die  Summenformel 


2:ar'"=C  + 


(m+])Ä 


Von 

Herrn   Simon  Spitzer ^ 
Tatdoc.  der  Mathematik  am  k.  k.  polytechnischen  Institute  zu  Wien. 


In  der  Gleichung  (1)  stellt  C  eine  willkuhrliehe  Constante  vor, 
ler  eine  solche  periodische  Function  von  a:,  welche  die  Eigen- 
haft  besitzt,  ungeändert  zu  bleiben,  wenn  x  um  h  wächst;  fer- 
5r  sind  Bi,  B^,,,.,  die  bekannten  Bernoulli'schen  Zahlen. 

Ich  habe  gefunden ,  dass  sich  die  Gleichung  (I)  auch  so  schrei- 
en  lasse: 

-,  ^  1       ,       Av    , ,     TnhAt  ,       A.  -    , 

'^=  ^+  ÖHHIÄ  (^-2)-+^+  T  (^-  2)'"-' 

»i(i»-l)(m-2)(m-3)(m-4)AMa         A 

ivo  C  dieselbe  Bedeutung  hat,  wie  in  der  Gleichung  (1),  und  wo 
4,  A^y  ^6'***-  Zsilil^n  sind,  deren  Werth  sich  aus  der  Auflösung 
Mgender  Gleichungen  ergibt: 

TkettXXin.  31 


l     11 +31-"' 

11  +31   +  51+71  —  "' 

T+3f+^+f;+ä=»- 

Der  BeH-cb  ist  sehr  eintaeli.     Nimmt  man  nSmlicb  \ 
den  Seiten  der  Gleichung  (2)  die  endlichen  Differenzen,  so  hat  n 


"(»1  +  1)4" 


.7)™+^  +^^-^■(^-9)" 


,  m(m-l)(n-ä)a'.j; 


2)(».-3)(m-4)4M, 


^•(^-2)"1 


m(.»-l)(n.-8)ftM,„        J 
04  l(a;  +  g) 


-[(«+.7)— '-(^-j)"-'J 


Entnickelt  man  die 
so  hat  man: 


I  der  eckigen  Klunnner  stehenden  Ausdriic 


-=(;m^ij/.L(  1  >■■!+(  3  >-V.+(  5  y-f.^-, 

+  -1-L(    1    j*^     2+(    3   >— 2.+(    5   >-V+-. 
jiO»-IHn>;i2)4yj  r/'>»-3\  ^_.4  j^ /'m-3\  __   ,«■ 

+ 2i L(,  I  ;^^2+(,  3  ;»"-'äi 


^(m-l)(«.-2)(7»-3)(iii-4)  «M, 


[(V)-' 


+  (    3    >"-'5.+(    5    > 


J 


ad  da  diese  Gleichuog  nur  identisch  statt  finden  soll,  so  rnnss 
rstens 

Min^  ferner  mos«  der  Coefficient  einer  jeden  Potenz  von  a:  fSr 
ich  Terscbvrinden.  Die  Gleichung  (4)  findet  wirklich  statt;  was  fer- 
ler  den  mit  O"^^  mnltiplicirten  Coefficienten  betrifft,  so  ist  derselbe: 

m(iii-l) (»1—2)^8^8  /»»-  3\A^~» 
+  28  V2r-r3/2«^-» 

,  m(m— l)(m-2)(m— 3)(m~4)AMft/m->5  \  Ä^ 
+  2«  V2r-5/2*^-»"'""' 

ider  anders  geschrieben  : 

■(jii-l)(i«-2)...(m-2r+IX^j]^2HFlT!^(^^ 

Bad  ist,    in  Folge  der  Gleichungen  (3),    gleich  Null. 

;       Die  in   dieser  Rechnung  auftretenden  Zahlen  Ai,  A^,  2I5,.... 

Müehelnen  in  der  Analysis  auch  noch   bei  andern  Gelegenheiten. 

|b  ist  So  B. 

'  1 

cosec  x  = AiX-{-  A^x^ — A^x^ + A^x' — .... 

Denn  schreibt  man  diese  Gleichung  in  folgender  Form : 

"  11 

^ — -^ — ^r — ^9 =  --^Aix  +  A^x^-'A^x^+ArX^-  ...., 


r 


""3!  +  5!  ""  7!  +  9!  "•  •• 


^W  bat  man,   wenn  man  beiderseits  mit  dem  Nenner  des  ersten 
Plhsils  der  Gleichung  multiplicirt: 

r      1  =  1-^1  )         +/<8 

~"3t    )  3!   >  a:4 

^5f    /  5!  l  5!  V  a«— 


A 

+  A 

3!  1 

»^5 

+  3! 

A 

^•+    A 

5!  i 

5! 

1    ' 

f\    1 

+  7! 

4 
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f'eöer  diu  /ttetnstr  Sehne,  die  steh  durch  elnn  fH  der 


was  identisch   ist,    »veil  die   Coeriinenteii  von  x^, 
vermöge  der  Gleichungen  (3)  »iinimHich  Null  sind. 


Aus  dieser  Analyse  folger 


er  k  ward  ige»  Gleichungen 


Sx^'-=C+{a:^^-i)tplx^—/ix  +  -r). 


Za;^'-+'  =C  +  v{.r*  -  Ax  +  -j). 


atxx. 

lieber  die  kleinste  Sehne,  die  sich  durch  einen  j 

Ebene   einer  ebenen   Curve  gegebenen  Punkt  in 

selben  ziehen  lässt. 


Herrn    Dr.   G.  Emsmann, 
Lehrer  an  der  höheren  Bürgettivhule  %u  Frankfurt  a.  d.  0. 


Durch  eine  geometrische  Untersuchunif ,  die  ich  vor  einigfl 
Zeit  anstellte,    veranlasst,    legte  ich  uiir  lolgendp  Aul'gahen  voi: 

I.  Durch  einen  in  der  Ehene  einer  ebenen  Cnrfe 
gegebenen  Funkt  die  kleinste  Sehne  in  derselben  iB 
liehen. 

n.  Dnich  einen  in  der  Ebene  einer  ebenen  Cunt 
gegebenen  Punkt  eine  Seltne  so  zu  ziehen,  dass  der 
gebildete  Abschni  tt  vin  Alininiuni    wird. 

III.     Durch     einen     ge£;ebenen     Punkt    die     k]«^ 
Sehne  in  einer  Oberflache  zu   ziehen. 


t^em  tum»  ebenen  Curve  gegeb,  Punkt  in  dersMen  %iehen  iätsi.  461 

IV.    Uorch  einen  gegebenen   Pankt  eine  Ebene  so 
legen*,  dass  der  durch  dieselbe  gebildete  Abschnitt 
iier  Oberfläche  ein  Minimum  wird. 

Die  -zweite   dieser  Aufgaben   erfordert  die   Bestimmung   von 
{x)da,    die  vierte  die  von  Jff{x,y)dxdy, 

Ich  gebe  hier  die  Auflösung  der  ersten  dieser  Aufgaben. 

$.  1. 

Iirch  einen  in  der  Ebene  einer  ebenen  Curve  gegebe- 
len  Punkt  die   kleinste  Sehne  in   derselben  zu  ziehen. 

Der  Punkt  sei 
Curve 

y  =  f(x)' 

Auflösung.  Gleichung  einer  geraden  Linie  ist  rjz^a^-^fn, 
[ütGrlich  alle  Coordinatcn  auf  dasselbe  Coordinatensystem  bezogen. 

Damit  die  gerade  Linie  durch  den  Punkt  (a:' ,  y')  gehe,  muss 
sh   y' =zax' •{- ^  stattfinden,    folglich   ist 

HchuDg  der  durch  den  Punkt  {x' ,  y')  gehenden  geraden  Linie« 

Sehne  einer  Curve  ist  das  Stück  einer  dieselbe  schneiden- 
den Geraden,  das  zwischen  zwei  Durchseh nittspunkten  liegt.  Es 
nrass  also  unsere  gerade  Linie,  damit  sie  in  der  gegebenen  Curve 
eine  Sehne  bilde,  zwei  Punkte  mit  dieser  gemein  haben,  für 
welche  Durchschnittspunkte  die  beiden  Gleichungen 

y'-y'=ici{x-'x')  und  y=f{x) 

^^csexistiren    müssen.       Aus     der    ersten     derselben    ergiebt    sich 
f=y -|-a(a:— a:')>    folglich 

(2)  A^)=y+«^(^-^o, 

woraus  sich,  wenn  die  Curve  vom  zweiten  Grade  ist,  die  Goordi- 
naten  {x^  yi)  und  {x^,  y^  zweier  Durchschnittspunkte  als  Func- 
tionen von  a  bestimmen  lassen. 

Bezeichnen  wir  die  Länge  der  Sehne  mit  u,    so  ist 

(5)  tt=V(a:i-^a)*  +  (yi-y;)^ 

•0  dass  also  u  =  F{a)  sein  wird. 


;  leber  die  filetmte  sekne,  die  lieh  durclt 


Durch  Differentiatinn  von  H  nach  a,  n'clches  bekanntlich  difrj 
trigonometrische  Tangente  des  Winliels  bedeutet,  den  die  Geradel 
mit  der  Abscissenaxe  bildet,  vird  man  das  lUinimum  der  Sehne 
bestimmen  können. 


8- 2. 
Die  gegebene  Curve  sei  ein  Kreie  ;E*-fy'=:r*. 
Aufliisung.     Wir  haben   also  aus  den  beiden   Gleichung« 
.¥=j'  +  .(i-a:')   und  i«  +  s«=i-s 
die  Coordinaten  der  Durchscbnitlspunkte  zu  bestimmen. 

'       l  +  o''      ""+  1  +  a»  -"■ 


(1) 


=  Y^  ["("»'  -y"i  ±  *^''<i + «')  -  («*'  -t/n- 


-H'^*  rh'  (»(.:r'-j')+ Vr«(l+.«)-  (o?=7)» 


Die   Coordinaten    Her    beideo    Uurch  schnitte  punkte    unserer    dun 
den  Punkt  (x' ,  y')  gezogeneti  Geraden  mit   dem  Kreise  sind  als« 

fiir  den  eiiieti: 


Y:^^  [c («^' - j')  f  V^r^a + "")  - («^'  - 2/')«]. 


liir  den  anderen: 


3,,=-{«x'  -2'')+r^at''(«^'-s')-V?(I+''»)-{«^'-S'n 
Demnach  haben  nir  nach  Cleichun^  (3); 


J 


et€MH  Ctuve  geget.PMUu  in  defteite»  aiekeit  Mist,  463 
®    •^=^fp;?[r»(l+«*)-(«*'-y')«]=4(,^^3^) 


,=,V^C(^L«, 


lem  wir  da«  doppelte  Vorzeichen  weglassen  können  >  da  68  uns 
vr  nur  anf  die  Länge«  nicht  aber  auf  die  Riehtang  der  Sehii^ 
commt. 

Damit  die  Sehne  u  überhaupt  möglich  und  nicht  etwa  imagl- 
olr  werde  9   muss 


(8) 


■eia. 


'  =      1+«« 


§.  3. 
Wir  haben  nun  zu  differentiiren.    Aus  Gleichung  (6)  ergiebt  sich 


2uduz= (1+a*)* °"' 


ftlgBcb 


du 


2(cix'-y')(uy'+x') 


(i+^Wr^-^^f 


und 
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Ms«  etiler  ebenen  Curve  gegeb.  Punkt  in  derselben  Ueken  iäM.  465 

üS  Vit 

Fflr  a= 7  wird  der  Nenner  von   k-  zu: 

ff  da  • 

16  ist  dies   ein  Ausdruck ,    der   nur   Null    werden   kahn^    wenn 
==j?'*+y'*,  d.  h.  wenn  der  gegebene  Punkt  auf  der  Pe- 


x' 


ripberie    liegt.     Es  wird   also  aucb  fqr  a= 7-    entschieden 

Bn  ^ 

K-=:04    so  lange  der  gegebene  Punkt  nicbt  auf  der  Peripherie 

des  Kreises  liegt. 

Liegt  aber  der  gegebene  Punkt  auf  der  Peripherie,    so  wird, 

a/  du     0 

fain  «= — -j  ist,    dann   ö~=n'    Um  den  wahren  Werth  dieses 

Ajisdriickes  zu  finden,   differentiireu  wir  sowohl  die  Function  im 
ZShIer«  als  auch  die  im  Nenner  jede  für  sich  nach  o,  und  erhalten: 


l  +  «2 


Vr«- 


.c' 


•inen  Ansdruck,  der  für  «=  —  '-r  zu 


2(:r'H/*) 


■  «od,   endlich  noch  a:'^  -{-y'^zizr^  eingesetzt,    zu 

2r«  0 


ibo  wieder  unbestimmt  wird. 


Wir  müssen  daher  Zähler  und  Nenner  des  Ausdrucks  in  (13) 
[  ebenfalls  einzeln  nach  a  diflferentiiren,  und    erhalten  dadurch  im 
2ihler  iac'y' ,  also  einep  von  a  unabhängigen  Ausdruck ;  der  Nen- 


or' 


>»«  wird  ein  Ausdruck,  der,  für  «= r  und  dann  a?'*+y'*=rr* 

0 
gesetzt,  wieder  Glieder  von  der  Form  a  enthält,  so  dass  wir  also 


noch    einmal  Zähler  und    Nenner    differentÜren  müssen  und  daDn 
im  Zähler  U  erhalten. - 

Es  ist  demnach  auch  l'ür  a= j  und  dann  jr'*+ j'*:=r*  ge- 

setzt  der  wahre  Werth  von  n    ^0,  ao  dass  also  auch  für  01=—-;! 

S«  % 

bei  jeder  Lage   des  Punktes  {x' ,  y')   UDser  3~=0  wird.  J 


I)  «=:^-,-     Setzen« 
die  Sehi 
so  haben  wir  demnach 


fgtp,  no  idiio  ip  der  Winkel  ist,  den 
bildet,! 


ti  mit  der  ^Axe  nach  der  pogitiven  Hicfatung 

tgip=^^,,    d.  b.   die    Sehne  u    geh 


durch  den  Coordii 
pitiikt  des  Kreises 
ivird  hier 


nanTanf;,    also  durch  den  MitteK| 
rd  also  Durchmesser,    und  wirklich 


"-V^=?5 


äetxen  wir  a^"-;  in  den  utiler  (lOj  ilar^Gstellten  Werth  i 
ein,    so  erhalten  wir: 


55. 
"8." 


(14) 


"■(l+fi' 


>■  (»"  +  »")' 


I 


einen  Ausdruck,  der,  da  r  als  HaIhmeKser  nicht  negativ  sein 
kann,  alle  anderen  GrSssen  aber  positiv  sein  müssen,  wegen  du 
Vorzeichens  unbedingt  negativ  ist. 

Folglich  ist  u='2t,  welchen  Werth  u  für  u  =  ^  aammmUd* 
Maximum,    und  wir  erhalten  den   bekannten  Kreissatz:    Dei 
Durchmesser    ist    die    grusste    Sehne,     die    sich    doreh 
irgend  einen   Punkt  in    der  Ebene   des  Kreises  siftl^j 
Ifisst.  , 


h^mr  AMmh  Cmve  gefft».  Pwtkt  in  derieibe*  üekeH  ISmt.  4/Blf 
8)  (t= j.  Setzen  wirdiesen  Werlli  vou  B^tg^'jSohabeQffir 


tgv'- 


y^'ig^"  -colg9)=tg(!W+9). 


MTon  der  kleinste  Werth  OO^'-f  q:>  ist.  Die  durcli  den  Punkt 
',  y')  gehende  Gerade,  welche  mit  der  positiven  Richtung  der 
Lxe  den  Winkel  <p'~\IO"  +  rp  bildet,  erhält  man  leicht,  wenn 
I  auf  dem  durch  den  Punkt  (x' ,  j/')  gezogenen  Uurcbmesaer 
I  diesem  Punkte  eine  Normale  errichtet.  Diese  Nurmale  ist  die 
Iflangle  Gerade.  Mit  dieser  Geraden  fallen  alle  die  anderen, 
Iciche  einen  nm  2«. 90"  f,'rüsßeren  Winkel  mit  der  positiven  Rich- 
Bg  der  Ä&xe  bilden,  znsammen. 


Dasselbe  Resultat  läest  sich  auch   aus  der  i 

ibtung  von  tg<p'  = ;    herleiten. 

I     Diese  Sehne  selbst  M'ird 

[(15)  u  =  •-'  Vr'-(a;'^  +  y^). 

iBr  B= i   ivird   aber 


uittelbaren  De- 


2(_2j;'a_y'« 


{l+^,-)^V^r«-(. 


-Aosdruck,  welcher,  da  V^r*  — (a7'*+y'*)  nach  (15)  in  diesem 
!•  die  halbe  Sehne  darstellt  und  als  solche,  so  lange  sie  über- 
i])t  reell  ist,  nicht  negativ  sein  kann,  offenbar  positiv  ist. 


Mithin  ist  i 
mhnmt,  ein  Älinim 
kieissatz;     Unter  a 
let  Ebene    eines 
tteise  ziehen   U« 


=  2V^r»—(.r'H»/'*).  welche      <erth  HfurD:= ; 

limum,  und  wir  kommen  so  aul'  den  bekannten 

r  allen  Sehnen,  di  :  sich  durch  einen  in 

es    gege'  enen    Punkt    in     dem 

st  dleje  "ige.    welche  auf  dem 


L 


j  Emimann;  Pebtr  atelimnueSeSe!a^c^ur5^SS!SS^^^ 

'                     du 

rch    den  Punkt    gezogenen    Durehmesser    s 

enkrecH  J 

H 

cht,    die  kleinste. 

m 

Wir  wollen  jetzt  einige  besondere  Lagen  des  gegebenen  Punk-    | 

^^H        tee 

{x',  y')  in  Betrachtung  ziehen. 

Nach  (8)  wird  u  imaginär,    wenn  ^-^ <^''-( ^^i- ■ 

Was   das  MaximTim   der  Sehne  betrilfl,    so  ist  sein  Wertk    | 

^H       ^ 

von  der  Lage   des  Punktes  {x' ,  V)  uriabhüngig;    es 

wird  ntll- 

^^^H        hin  stets  eine  griisste  Sehne  ^ebcn,  der  Punkt  mag 

innerhalb 

^H        odi 

r    ausserbalb   des    Kreises   oder   auf  fieiner   Perlphe 

rie  liegen. 

^H       Et 

ergiebt  sich  dies  auch  aus  dem  obigen  Ansdruck  Iii 

r«,  denn 

^H       da 

liier  a^—,  ist,  so  m&sste,    wenn  diese  Sehne  imaginär  wer-    1 

^^        den 

sollte,    r'<Oeein,    was  unmöglich. 

Für  das  Minimum  der  Sehne,  welches  eintritt,  wen 

haben  wir  m  — 2  V  r*— (»'''  +  ff'*)  oben  gefunden. 

Wenn   r"  < .r'»  +  «'" ,    d.  h.   wenn    der  gegeben 

e  Punkt 

^H        auiserhBlb  de>  Kieiaei  liegt,  wird  die  lileinste  Sehne  im-   | 

^^m 

r,    d.  b.    es   kann   da   von  einer    kleinsten   Se 

hne  gir 

^^M       nie 

ht  die  Hede  ^ein. 

Istr'=y«  +  i,'«,    d.   h.    liegt  der   gesehene   P 

unkl  aur 

P                 de 

Peripherie,   so  wird  u=G.    der  Richtung  n 

ach  aber 

fällt  diese  kleinste  Sehne  in  die  im  gef;elienet 

PuDktC 

L an 

den  Kreis  gezogene  Tangente,  nur  dass  ihr 

3  beideu 

^^ 

rchschnittspunkte   mit  dem  Kreise  in  einen 

in  den 

^H        ^° 

iibrungspunkt,    nusammenfallen. 

Liegt    endlich    der  gegebene    Punkt   innerhalb  de«    1 

r                  Kreises,    so    gilt   ehen    der   am  Schlüsse   des   g.  4. 

ngeRilirlB 

Lehrsatz  in  seiner  vollen  WahHieit.    Fällt  h  ier  der  e 

egebene 

1                 Pu 

ikt    mit    dem  Mittelpunkte    zusammon,    iet    a 

so  y=0 

^K        nnd 

y^O,    so  wird 

^'          0        .           „ 

"=-y=-ü'""*«=2r. 

^H      d.  b 

die  Lage  der  kleinsten  Sehne  ist  in  diesem  Falle  u 

1  bestimmt 

^H      ode 

ni.  a.  W.  jede  durch  den  Mittelpunkt  fezonen 

eSehae 

^^1 

kleinste    für    denselben,    und  zwar  .on   der 

Grösse 

ESetK  einer  eieiteti  Carte  gegeb.  Punkt  in  äersetien  tiehen  lässl.  ÜSSt 

de«  Durchmessers.  Es  kann  also  eigentlich  hier  von  einer 
klehDsteii  Sehne  nicht  Hie  Reile  sein,  da  sie  alle  gleich  gross 
iDil  eben  sn  gut  grTisste  genannt  werden  können,  und  in 
der  Tfaat  er^iebt   die  Rechnung    für  diesen  Fall    u  =  2r  auch  als 

limum  der  Sehne. 

Der  gegebene  Punkt  (j-' ,  y')  liege  auf  der  A'Axe,  also  x'  =.x' 
lind  y  :=  0,    dann  ist 


lange  x'    pusitiv,    aber 
^=270"  oder^'JO",    und 


--f-tx.    so  lange  x'  negativ.    &.  h. 


1'>i{T  +  x%r-x-). 

^.  Coordinatenuxen    künnen   aber,    ohne  die  Gleichung  des 

jede    beliebige   Lage    haben,    vvenn    sie  nur 

ftnfangspuukt  im  Mittelpunkte    behalten    und    rechtninkelig 

'•  daher  kiinnen  wir.  n-eil  wir  jedesmal  den  durch  den  ge- 

1^  Punkt  gezogenen  Durchmesser  zur  A'Äxe  nehmen  können, 

tchung  (17)  den  bekannten  Kreissatz  herleiten:     Die  hiilbe 

pte  Sehne,  die  sich  durch  einen  gegebenen  Punkt 

>^i8e  ziehen  tässt,    ist  die   mittlere  Proport innale 

Snmme  und  aus  der  Differenz  des  Halbmes:4«rs 

r  Entfernung  des   gegebenen  Punktes   vom    Alit- 

pkte. 


-  kann  aber  auch  Null 


b)    der   Nenner  in    dem  Werthe  für    5-     unendlich    wird  .- 


du  (1-1- 


.tV.^ 


OD.     Dieser  Ausdruck  kann  aber 


^jedes  beliebige  x'  und  y'  nur   ce  werden,   wenn  o;=oo,    also 
OD  ist,    d.  h.  wenn    die  Sehne    einen  Winkel  von  90"  mit 
:e  bildet,    und  wir  wissen  schon,   dass  dann  die  Sehne 


x^  ein  r 

wird  nach  Gleichung  (9)  wirklich 


s=-^^-p=-J-.=-"  -  ""'«'•  ('»)  S=4=+»- 


Emimann:    Velter  Hi«  HMiW*  Sehnt,  e«. 


§.  7. 


Endlicli    ist  noch  K-  =  ac  z 


Dieser  Fall    künnte    eintreten  ^ 


r  Nei 


r  0  «ird. 


Der  Zähler   kann   aber  our 

(ä',  3/'),  wenn  «^=00  wird,  nofur  i 

schon  angestellt  ist,  welche  ergebt 
sondern  0  «vird. 

Der  Nenner  kann  0   nerdcn, 
al8o  «  =  ± 
oder  wenn 


weiJii  entweder   der  Zähler 

c  werden  für   jedes    beliel» 
I  g.  6.  die  weitere  Untersachi 

t  hal,  ilaes  dann    f-    nicht 
entweder   wenn    (1  ■+-((*)*= 


Die 


r  Werth 


1,  d.  h.  i^rf  imagitJÜr  würde,  wan  nicht  n 
?nn  «   ist  nur  dann  reell,   wenn  ar'^+y.. 


was    unser   schon   gefundenes   Mi 
Fall,    dass  der  gegebene  Punkt  -„ 


il'di 


1  gieht,    aber  nur  fSr  i 
■  Peripherie  Hegt. 


d.  h.  liegt  der  gegebene  Punkt  ausserb 
I  wird  die  Sehne  w— 0  nach  (ileichnng  (7).  I 
I  bestimmen,  wollen  wir  die  JVAse  durch  den 

sebenen  Punkt  legen,    so  dass  «  =  +- — -r. s — ;=-! == 

wird.  Bezeichnen  wir  die  beiden  durch  den  gegehenen  Punfct 
den  KreiH  gezogenen  Tangenten  zwischen  dem  gegebenen  Pub 
und  ihren  Berührungspunkten  mit  i,  so  ist  ^x'^  —  T^=^t,  t 
«  =  4:^=tgtp.     Der  Winkel  g)  hat  demnach  zwei  Werthe;  set 

wir  den  einen  ^i,  so  ist  der  andere  läO'' — qo,  und  die  beid 
vom  gegebenen  Punkte  an  den  Kreis  gezogenen  Ti 
genten  sind  es,  welche  die  kleinste  durch  den  Pdi 
gebende  Sehne  u=0  mit  dem  Kreise  bilden. 


Ist  x"^  \  y-« 
des  Kreises,  s 
ihre  Richtung  2 


§■ 


:  Für  die  Ellipse  -3  +p=l  wird 


Ueduntfsaunfoäen  tür  Scküier,  471 


V"(l  +  «2)  [a^a*  +  6«  —  («a:'  -  yT\ 

f  9i4 

I       Setztman  in  diesem  Ausdrucke  fiir  ^    den   ZShler    gleich    Nnll, 

I  oci 

>  «0  eriiält  man  eine  Gleichung  vom  vierten  Grade  für  a. 


UebuQgsaufgaben  für  Schüler. 


Von  Herrn  Lector  Lind  in  an  in  Strengnas  in  Schweden. 

1.  Si  tres  circuli  extra  se  mutuo  tangentes  dati  sunt,  tan- 
gentes  rectae  per  puncta  contactus  ductae  in  unum  idemque  punc- 
toin  conveoient,  quod  est  centruni  circuli  inscripti  ejus  trianguii, 
CBJos  lateribus  centra  triuni  circulorum  conjuncta  sunt. 

2.  Demonstrare  formulam  integralem 

0 

(Z'(a)  ex  notatione  C  Legendre  = — -r — ). 

3.  Invenire  integrale  aequationis  differentialis 

4.  Sit  ß=  angulo  inter  axem  et  generatricem  quamcunque 
CODI  recti ;  invenire  arcum  sectoris  circularis  (radius  =  generatrici). 
^vJQs  saperficies  sit  =  superficiei  coni  convexae. 


478  Vebrnigsaafgaben  fSr  ScMler. 

5.     neiuunislrare  formiilas  integrales 

y  *  vti^d,p=~  I  j+i(V2-i)j , 

C.     Cylindrus   aut    Conus    rectus    datus    dato    piano    «ecalur; 
partis  aliscisaae  volumeD  invenire. 


Viin    rien.   11  eraiisgc  ü  pf. 

Das  Quadrat  der  Grüese 

^y'^"  +  Z/i'j^"  +  ^Y  —  xi'y"—yx'i"—ztfx" 
=  x(,'/z"~iY)+y{i-x"—x-t")-f-i(a:Y—y'x") 
luf  die  Form 

ix'^  +  s''+^'^i^'^+y'^  +  ^'')(^''+y''^+^"'') 

-  (x^ + s* + **)  i^-^" + vY-y--'^)^ 

zu   bringen. 


Süll  Ton  Herm  Oilisr  Werner,   Lehrer  der  Hatheinatib  ta  Drecd»  ] 
Sind  dl,  iig,  aa,....tfRj,  mWtirzeln  der  Gleichung 
X'  +  ^3:"-»  +  fia:"-a+  Cj;"-^  —■=0, 
80  werden  die  Übrigen  n  —  niWurzeln  durch  die  Gleicbung^ 

+  C(tti,....o™)la;— "-*+|C-^(b,,....q™).ä+C(«j....ö,»).^ 


Vebtmgiaj^atem  für  sekUtr. 


473 


inden.    id  welcher  C{ai,...-am)  <Iie  Summe  der  Combi  Dationen 

it  Wieilerhnliingcii  aus  den  Elementen  «i,  a^,. ...«„, 
nbination  als  Pruduct  aufgefasst,   bedeutet. 


el  I 


Matbui 


■  I 


I  der  Durchmesser  einer  Kngel,  in  deren  Ober- 
eitigen   ebene 


sechs 
ISen' begrenzt  Kürpers  liegen.     Man  soll  d; 


■  be- 


lesen I 

graphische 
er  die  weiteren  Eigenschaften 
nzeluen  Aufgaben  näher  ange- 


>.  durch  3 
hojeetionen  ihn   darstellen,    wenn 
üben  soll,  die  in  den  folgenden  < 
leben  sind: 

1)  Seine  sechs  Flächen  sollen  einander  congruent  aeio.  Die- 
inigen  zivei  Seilen  einer  Grenzfläche,  die  in  einer  Ecke  zusaii)' 
lenlaufen,  welche  von  drei  nicht  gleichen  Winkeln  eingeschlossen 
kt,   sollen  sich  verhalten  ivie  1  zu  ~2. 

2)  Der  Körper  soll   drei  Arien  von   Flächen   haben  und  zwar 
n  jeder  Art  zwei,    welche  einander  congruent  sind,   er  üoll  vier 

I  Ecken  bei^itzen,   von  jeder  Art  zwei  solche,  die  einan- 
ir  congruent  sind,    zwei  seiner  Flächen   sollen   einasder  parallel 
I   aber  die  Kantenlinien,   welche  nicht  in  diesen  beiden  Grenz- 
bcben  liegen,    sollen  keinen  Parullelismus  darbieten. 

Unter  diesen  vier  Kanten  soll  eine  sich  vorGiiden,  an  welcher 

pni  Grenzflächen  unter  einem  rechten  Neigungswinkel  sich  schnei- 

AJIe  übrigen  Flächenwinkel  .«ollen  schiefe  sein. 

An  einem  Ende    der  rechten    Kante   ist  der  eine  anliegende 

tGrenzwinkel  als  ein  spitziger  Winkel  gegeben,  z.  B.  =60".    unter 

pen  Grenzwinkeln  (welche  Peripheriewinkel  der  Grenzflächen  sind) 

m  vier   rechte  Winkel  vorkommen,    alle  übrigen  Grenzwinkel 

'  schief  sein.     Die  Länge  der   rechten  Kante    ixt  gegeben, 

.  =^l  des  Durchmessers  der  Kugel. 

IDiagonalibus  Parallelogramm!  dati  ductis,  prodeunt  quattuor 
a,    quorum  omnium  latera  sunt  duo   latera  Parailelogrammi 
Tlieil  \XIII.  32 


Theo 


emata 
C.  F.  Li 


et    Problemafa. 
iilTDan,    Lent.  Strengn. 


L 
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et  altera  diagonalis.  Conjurigendis  primam  punctis,  ubi  altitadi-| 
nes  boruni  triangulonini  cnnveniunt,  iDvenilur  parallelogranunumJ 
dato  aequald.  I>eiiide  centria  gravitaÜs  trianguloTimi  coiijungendiM 
prodil  [larallelograminum  dato  siinile  et  cujus  latus  est  t«i(la  parsi 
lateris  homoloi;i  parailelogrammi  dati.  Si  denique  latera  parallel) 
gramnii  dat'i  in  duos  partes  aequales  dividuntur  et  rectae  iia  per- 
pendicubres  ducuntur  per  haec  puncla,  prodit  parallel ogram 
dato  simile,  quad  est  ad  dalum  ^Cot'a;l,  nbi  est  «-=  angula 
parallclogratiinii  dati. 

2,  Quaeranlur  termini  progresisioiiis  aritl^Hcae,  niiinuo  «t 
enrama  tenuiauruni  atquo  summa  culiorum  ^^tis.  (Qti(tiBq4i> 
eligendae  sunt  qaantitates  iiicognltae,  ut  aequatio  finalis  teitil 
gTudus  evitetur?) 

3.  Si  tcrminns  primus  progressionis  aritbmetlcae  est  ^i, 
differcntia  =^d  et  numerus  termlnoruiii  ^n  et  a' .  d',  n  eAsitB 
qaantitates  alterius  pragressionis  designaot,  summa  (i)  producto- 
nim.    quae  ferminis  ejusdem  ordiois  iiitcr  se  multiplicandin  oiiwi- 


j^Mfla'+ 


"("-]) 


(ad'  +  a-d)  + 


2.3 


dd'. 


Sin  Butem  inter  se  miilüplicantur  termini  pro.aressianis  aritbinelitH 
prioris  et  twmini  ejusdem  ordinis  priigrcssionis  geometricaD,  eujoi 
priraus  termiiiu»  est  b'  et  ratio  9,  summa  pniductorum  n  termiiio- 
ram  est 


**  =  ^^ll«(9"-l)+rf«*- 


''li?lrM 


I.    Demonstraie  farmulam 


/" 


8,  Invenire  qnadratum  minin 
tres  es  verliiibus  angulorum  ejut 
dati  sita  sinl. 


t,  quod  sie  construi  poeeit;  rf  1 
I  lateribuB  triangiili   aequilaltri 


6.  Determinare  x,  y,  1  ex  aequationibus 

7,  Si  est  tg(«+^)^3lg«,  semper  sunt  Sin2(«  +  (S),  Sbitf.  \ 
SiD2(i  in  progressione  aritbraetica  vel 

iBtinM)'!'!.. ..        Sin2{«  +  ß)  +  Sin2a  =  2Sin2jS. 


MOeaiim.  47S 

8,  QuaniqnQin  superficiem  Irianguli  sphaerici  ratione  a  Cag- 
BdU  (Trigon.  pag.  281>  Paris  1786.)  tradita  facillinie  atqae  commo- 
(tiMiine  cognosi-ere  licet,  iDveotio  tarnen  bujus  superäciei  ope  cal- 
mli  inlegralis  proponutur. 


Q.    Invenire  radicfe  aequationis 

Cüfi{e(  +  ii(i)  =  Cos  bCo8i(<, 

10.  Oemonstrate  formulam 

11.  A  puncto  dato    liiieam  rectam    narnialem   ad    Parabolam 
Appollonianani   dutani  ducere. 

12.  E^odai^  proprtetates  curvae ,  quae  ad  coordinataii  «rtho- 
mIob  reUta  continetur  aequalione 


r 


IH  i  B  c  e  1  I  e  D. 


deiHrn.  DircrfnrStrchlbein  Danzlg  an  den  Heranigeber. 

DieSeite473im  Tierlen  Hefte  XXII.  Bandes  Ihres  Archivs 
cnrShnte  Ungeuissheit  in  der  Berechnung  der  Zahl  jt  hat  Pro- 
f(88Dr  Richter  in  Elbing  schon  vor  mehTeren  Monaten  gehoben. 
Nach  zwei  verschiedenen  Methoden  hat  er  dasselbe  Resultat  er- 
liallen,  das  mit  dem  Seile  47$  des  Archivs  angegebenen,  mit  Aus- 
ülhme  der  331sten,  332.«ten  und  333stcn  UeciroaUtelle  ü  berein  stimmt. 
iHese  drei  Stellen  sind  nicht  (KJd,  sondern  962.  Ich  rauchte  aber 
'tat  b«i  dec  gelalligen  Bekanntmachung  in  Ihrem  Archive  vorschU- 
rRtt>,  ^  ganze  Zahl  n  mit  dieser  Verbeaaeruiig  noch  einmal  v«U> 


ffOD,  ^  I 


I 

P^^^^i^V^I 

470                                          MOcettoi.                            ^^^^\ 

1 

sageD  kiJnne,  an  dieser  bestimmten  Stelle  eteht  die  richtige  Zabl 

^H 

bis   zur  angegebenen   Grenze. 

^H 

Danzig.  den  2a  August  1854. 

^H 

Indem  icb  dem  von  Herrn  Director  Strehlke  ausgesproche- 

^^1 

nen  Wousche  gern  entsprecbe,    lasse  icli  die  Zabl  w  mit  der  an- 

^H 

gegebenen  Verbesserung  bier  unten  noch  einmal  abdructen.        G. 

■ 

n  =  3,   14159    26535    8il793    23846    26433    83279    5028R    41971 

69399    37510    58'i09    749J4    39230    78164    06286    20899    8628(1 

^^ 

34825    342U    70679    82148    08651    32823    06647    09384    46098 

50B83    23172    53594    08128    48111    7450-2    81102    70193    85211 

05539    64462    29489    5493Ü    38196    44288    10975    66593    34461 

28475    64823    37867    83165    27120    19091    43648    56692    34603 

48610    45432    66482    13393    60726    02491    41273    72458    700M 

1 

06315    58817    48815    20920    96282    92540    91715    30436    78Ü2B 

■ 

90360    01133    05303    4S820    46652    13841    46951    94151    16094 

F 

Schreiben  .leB  Hrn.  Direclor  Strehlke  in  Dinxig  an  den  BerauigebeB 

.■(* 

Sie  werden  wohl  schon  bemerkt  haben,    dasa  die  Seite  474 

des  vierten  Heftee  X  \  11.  Bandes  Ihres  Archivs  von  Herrn 

Professor    Dr.  Wolfers   raifgethellte  Formel    für  die    Oberöätk 

L 

des  Rotations -Sphüroids  auch  in    Klügel's  mathematischeiii 

b 

Wörterbuche  Tbl.  4.  Seite  394  steht«). 

■ 

Um  diesen  Zeilen  etwas  Positives    beizufügen ,    lege  ich  Wie 

■ 

Aufgabe  bei,  die  Bessel  im  Jahre  1819  einigen  seiner  Sch^ergib, 

■ 

Aufgabe. 

■ 

Es  seien  die  positiven  Grössen  a  und  b  gegeben;  man  leltt 

■ 

a'-i(ß+ö),                                                j 

■ 

,                       ß'=W6.                          i 

■ 

^^L>                                           -i^^l 

■ 

^Kr                        'i^l 

■ 

■)  Deiaenmigeaehtet  «ahieo  e«  mir  aber  immer  gnt,  diese  romd,  *  1 

Herr   Frofct<»<ir  WolfetB   unzweifeUuft   für  lieh   Mlbet  gCMMM 

1 

wieder  in  Erinnerung  zq  bringen.               ■     .  ■■    •   '1'  lV    ovj^BH| 

ihsceUem. 


VM  wird  aus  a(")  und  6(")? 


A  u  f  1  5  8  u  n  g. 


Es  sei 


fiiist 


a=6.cos9« 

o' 

^6.  cos  49*, 

b" 

=6  .cos  ig). 

o" 

=:  6 .  cos  lq> .  cos  49*, 

6" 

« 

=:6. cos  ig). cos  lg). 

a(«)  = 


6  sin  9  V^(6* — a*) 


2».tang(|)     2».tong(|) 

ftsin^)  V(6»  — a«) 

6'")  = ^ —  r^ — ^ • 

2».81d(|)     2-.8lu(j) 


a(o>)=6(«)= 


Ifer  säsO»  6=1  ist  7r=: 


V6*— g« 
9 


a(»)' 
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a>6»  so  wird  durch  EiDführung  des  ImagiDären 

V(a«-6«) 


a( »)  =  6( »)  = 


log6— iog(a^  V  a^—b^) 


nbr  a=6.  6=4  ist  log2=jj^ 


asS,  6=3istU>g3=^(^. 
Dans^ig,  den  6.  September  1854. 


Von  dem  Herausgeber. 

leb;  habe  den  Aufsatz  Nr.  XXVI. ,  sogleich  nachdem  ich  ihn 
^bngen,  noch  in  diesem  Hefte  abdrucken  lassen,  weil  er  einen 


dem  von  mir  in  dem  Aarsatze  Nr.  XXI.  behandelten  Geg«nstaDde 
ganz  nahe  verwandten  GegenstAnd  betiiffl.  Natürlich  irar  es  mit 
interessant,  zu  untersuchen,  ob  das  von  Herrn  Lindmaa  gefun- 
dene Resultat  mit  dem  von  mir  erhaltenen  Ergehnisse  Gberetn- 
stinimt  oder  vielmehr  aus  demselben  sich  ableiten  lässt.  Indem 
die  von  mir  gefundene  Formel  alli^emeiner  ist.  Dass  diese  Ueber- 
einstimmung  wirklich  Statt  findet,  nill  ich  hier  nachträglich  noch 
ganz  in  der  Kürze  zeigen.  Ich  habe  für  die  Ellipse  in  Bezug 
auf  jede  zwei  conjugirte  Durcbmessser,  die  den  Winkel 
a  ei  nach  Messen,  auf  Seite  302.  die  folgende  Formel  eibalten 

sinaArctangY  j^^. 

f  die  beiden  Az«! 


Sectqp^aÄsinoArcfangr   oder    SectqD  = 

Herr  Lindman  findet  nur  in  Gezuf 
der  Ellipse  auf  Seite  441.   die  Formel 

Sa  =  iofiArctang^ 
d.  b.  in  meinen  Zeichen: 

Sectf)  =  äaA  Arctang- 


Aus  meiner  vorhergehenden  Formel,  in  welcher   für  das  System  { 
der  beiden  Axen  der  Ellipse  a=90°  zu  setzen   ist,   ergiebt  a 
für  dieses  System:  ~~ 


len  Az«d 


vm 


Seet  9)  =  ab  Arctang 


und  soll  also  diese  meine  Formel  mit   der  vorbergehenden  I 
des  Herrn  Lectors  Lindman  übereinstimmen,    so  moss 


2  Arctang 

sein.  Um  nun  zu  untersuchen,  ob  diese  Gleichung  richtig  Ut>  b»  1 
merken  wir  zuvGrderst,  dass  filr  die  Axen  y:=xtSLDgip,  also'nM  I 
der  Gleichung  der  Ellipse 


©■+(^'^)'=' 


iati  woraus  leicht  x= 


06  c. 


V^a^  sin  (p^  +  b^  cos  if' 


^  folgt.     Also^i 


L  verificir» 


1* + 6'coH  ep^  —  b  coB  fp 


Vft^siiig^'+ö*  cos  qj"  +  fi  et 
xle  (ileichang  ist  folglich; 


.i^ 


'iv^ 


'sin  (p'  +  i'cot^ y'  —  6  cns qj  J  « 

'sing>^  +  b^cosip'^  +  6 cos 5)  J 


PArctang  <  -^==---,^^-_- .  - — — >    = 


itanggi 


Dietrischen  Elementarformel : 


\V'«»aiiLy^  +  6'c. 


W-"; 


!"il)ql''  +  A'''C0Sgi2-|-  &CI 


V^fl^siil  ^i'' +  A^'cos  9.2  +  Ä  cos  q 
ilUi  nie  man  mitfeist  leichter  Rechnung  findet: 


taDg2Arctana< 
^1 V  fl'ain  g)'^+b'^cns^ 


ingi'  +  i^c» 


159)  5 


MJcfaes  die  zu  veriGcirende  Gleichung  war,  so  dass  also  zivUchen 
Äen  von  uns  beiden  gefundenen  Resultaten  in  der  That  völlige 
[Jebereinstimniung  Stalt  tindet,  nur  dass  die  von  mir  gefundene 
Formel  weit  allgemeiner  und  des  Herrn  Leclors  Lindman  For- 
■el  unteT  dersellieD  als  eiu  besonderer  Fall  enthalten  ist. 

Der  Satz,  dass  jede  xwe'i  conjugirte  Durchmesser 
lie  Fläche  der  Ellipse  in  vier  gleiche  Theile  einthet- 
en,  kommt  in  unseren  beiderseitigen  Abbandlungen  S.  305.  und 
J.  vor,  und  ist  von  Herrn  Lind  man,  indem  er  auf  die  be- 
t,  zwischen  den  Wlntteln,  welche  die  conjugirten  Diameter 
mit  demselben  Theile  einer  der  beiden  Äsen  einschliessen.  Statt 
Endende  Relation  zurückgeht,  auf  sehr  schüne  Weise  bewiesen. 
™  freae  mich  sehr,  bei  dieser  Untersuchung  mit  Herrn  Lector 
Llndman,  der  mich  zu  meiner  grüssten  Freude  schon  längst  mit 
^uer  mir  fiberaus  wertheu  Freundschafl  beehrt  hat,  so  ganz  zd- 
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BnehfOUer. 


fällig  zusammengetroffen  au  sein,  wobei  ich  nochmals  tviede 
dass  ich  zu  der  von  mir  angestellten  Untersuchung  lediglich  i 
die  von  mir  im  Eingange  zu  meiner  Abhandlung  angeführte  1 
aus  Leibnizens  Brleren  veranlaget  worden  bin.  Herrn  L 
man's  Abhandlung   enthält   noch  viele  andere  schüne  Beme 

fen  über  die  Ellipse,  und  erlaube  ich  mir  hier,  die  Leser 
esonders  zu  ersuchen,  diese  scbiine  Abhandlung  ja  nicht 
achtet  zu  lassen. 


Druckfehler. 

Theil  XIX. 


Seite  297.  i 
„  301.  . 
„     304. 


6.  statt  Westerls  setze  man  Westeras, 
9.  fehlt  (18). 
K  z»'iscfien  „pa^"  und  „run"8etzemaiidl 

7.  statt  V2744  setze  man  ^2744. 


a^ 


Theil  XXI. 


Seite    I.  Z.  7.  v.  n.  statt  reclue 

d'appendre 


10. : 

10.  , 


21.  , 


21.   , 


m 

e/iil«t  ?>^ 


,  valeuTCbi 


^ 


2.  V.  o.  statt  OmS  I 


if^- 


S.2].Z.3.v.o.statta, 


■  vf-. ....#' 


.  statt  1 
23.Z.3.v.o.stattfl„^i''s.'m.o^_j^.  S.23.Z'4.v.o.stattB; 
,    24.  Z.  &  V.  0.  statt  «„a  b.™!!!.  o^. 

26.    „  6.  y.  u.  fehlt  ein  )  nach    '^^^M. 
a+rcos« 

.  statt   /  setze  man    / 


27. 


/9« 
ü 


dx 


--  setze  man 


n-|rcos,T 
mt,  dais  man  itio  er«tere  ili 


r 


a+rco 


wnzD  nnch  kr 

Seite  30.   hier  herülierfi'ilirrn  und  mit  **)  vorsehen 

.   Z.  7.  T.  o.     Das*)  rälllweg;  die  Note  (die  erstere  u 
gehilrt  der  vorigen  Seite  y" 


33.  Z.  5.  V.  o.  statt  Va»— 6a_ca  setze  man  \ 
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Literarischer  Bericht 


\^   Gesphichte  der  Mathematik  und  Physik. 

J  Briefe  von  LeooharJ  Euler  und  von  Joh.  Alf..  Euler 

^Wenzeelaus  Johann  Gustav  Karaten. 

[Igemeine  Monalsücbrirt  liir  Wiäfieuschuft  und  Literatur.  Mai  1854.) 

*;  WeiizeslauB  Jobann  Gustav^  Karsten,  ü.*h.  den  15.  De- 
tober  1732'  zn  Neu  -  Brandenburg  in  Mecklenburg-  Strelitz ,  gestor- 
b  im  Jabre  1787  als  Professor  der  Mathernntik  nnd  INaturlehre 
üder  Uuiveraitnt  zu  Hnlle,  der  leider  den  jetzigen  Mathemati- 
n  nur  nneb  wenig  bekannt  ist,  bat  aicb  im  vorteil  Jahrbunderf 
k;b  seme  Lebrbiieher;  seinen  grossen  Lehrbegiiff  der  ge- 
fnmten  Malbematik,  seine  aas  drei  Tberlen  bestehenden 
ftrefflichen  A  nfatigstrrflnde  der  mathematischen  Wis- 
taschaften,  nnd  seinen  aus  uwei  Tbeilen  bestehenden  Aus- 
g' aus  den  .'Anfangsgründen  der  mathematiseben  Wia- 
b'scbaften,  welcher  letztere  auch  eine  filr  damalige  Zeit  sehr 
te,  kurze  Darstellnirg  der  in  den  beiilen  ersten  grosseren  Wer- 
fe nicht  beh-andelten  astranomiscben  \Vissenschaften  enthalt,  nm 
1^  Verbreitung  und  gründlichere  Uarstellung  der  mathtsmatische» 
ElMteiTSch arten  ein  sehr  grosses  Verdienst  ern-orben,  und  bat  in 
Ite,  wie  uns  atte  Leute  erzähH  haben,  für  einen  so ansgezeich' 
tttn  l^rer  der  Mathematik  gegolten',  dass  selbst  nicht  wenig« 
tD««r  aus  den  verschiedensten  Standen,  die  gar  keine  soge- 
SfirtenGelehrten  waren  und  werden  woUten,  aus  Neigung,  zn  ihrer 
tefcildang,  an  seinen  Vorlesungen  Theil  nahmen*).     Ausser  d«a 


►  "}  AU  ein  BriHpiel  hieran  kann  tfer  Ifemiispeber  seinen  eigenen  VaCer 
Khren,  Aev  BueMrnckerwar.  sfrb  nber  in  seinem  späteren  Leiien  immer 
IVmit  Aem   gfAcaieo  liitcrtB«e   an   HBrateh'i   Vorleauagen 


■. 


oben  genannten  WerLen  Karsten'»  eeichnet  sich  hanptsftchlicli 
äeine  ach oa  weit  früher  erschienene  Mathesis  theuretica  ele- 
mentaria  atque  sublimior.  Rostochii  et  Grypfaiawil- 
d  i  a  e  1760,  durch  ungemeine  Strenge  und  Präcision  aus ,  ein  Werk, 
welches  u.  A.  auch  das  Verdienst  hat,  dacs  darin  (S.  146.)  in  dn 
Stereometrie  der  Unterschied  iwiscben  Congruenz  und  Symmetrie, 
um  mich  des  neueren  Sprachgehrauchs  zu  hedienen,  in  s«hr  be- 
stimmter Weise  hervorgehohen  wird,  ein  Unterschied,  den  seilwt 
Kästner  gar  nicht  gekannt  r.a  haben  scheint,  und  der  bekannt- 
lieh  zu  sehr  begründeten  Anfechtungen  von  Euclid.  Giern.  XI,  38. 
vielfache  Veranlassung  gegeben  hat.  Karsten  bat  daher  aucb 
das  grosse  Verdienst,  dass  er  vrohl  zuerst  die  jetzt  gebräuchlicfaen 
Beweise  durch  die  Exhaustionsmethode  oder  die  Methode  der 
GrSnzen  in  die  Stereometrie  eingeführt  bat.  Bekannter  als  diu« 
Ton  uns  hier  hervorgehobenen  Verdienste  Karsten'»  udi  dii 
reine  Mathematik  sind  seine  Verdienste  um  die  bessere  und  griod- 
liebere,  anch  namentlich  für  die  praktische  Anwendung  geeigneten 
Darstellung  der  mechanischen  Wissenschafleu,  worüber  wir  n» 
daher  hier  nicht  weiter  zu  verbreiten  brauchen. 

Wegen  des  schon  aus  dem  Vorhergehenden  gewit^s  deuUlcb 
hervorgehenden  Interesses,  welches  wir  immer  an  Wenzeslmt 
Joh,  (lust.  Karslen's  Schriften  genommen  haben,  und  wegnt 
der  vielfacben  Belehrung,  die  wir  selbst  aus  denselben  gescfalpft 
EU  haben  dankbar  bekennen,  hat  es  uns  eine  ungemeine  Freude 
gemacht,  dass  sein  würdiger  Verwandter,  Herr  Prof.  G.  Karsten 
in  Kiel,  durch  die  Herausgabe  der  nhisen  Briefe  diesen  sehrn^ 
dienten  Siteren  Mathematiker  den  jetzigen  Mathemalikern  wieder 
in's  Gedächtniss  zurackgertilen  bat.  Schon  als  mit  einem  Leon- 
hard  Euler  und  seinem  Sohne  J.  Albrecbt  Euler  gewecIiHlte 
Briefe  sind  diese  Briefe  au  ^ich  höchst  inlereesant.  Dieselben 
sind  aber  auch  für  die  Geschichte  der  Mathematik  von  Bedeutn^ 
und  wir  erkennen  vollkommen  das  nicht  geringe  Verdienst  iD^ 
das  Herr  Professor  Karsten  aich  durch  ihre  Publication  um  die» 
Wissenschaft  erworben  hat.  Wir  lernen  z.  B.  aus  diesen  Briefen, 
nie  es  gekommen  ist,  dass  W.  J.  G.  Karsten  der  Herausgeber 
von  Euler's  berühmtem  Werke:  Theoria  motus  corporniR 
solidorumseu  rigidorum.  Ed.  nov.  Gryphisw.  1790,  — daiA 
dessen  vorzügliche  Uebersetzung  (Groifswald  1853.)  8ichnelM^ 
liehst  Herr  Professor  Wolfers  in  Berlin  ein  höchst  aoetkn- 
nnngswertbes  Verdienst  erworben  hat,  —  wurde,  und  boren  n 
unserem  Erstaunen,  dass  E  u  I  e  r  keinen  Verleger  zu  demselben  finden 
konnte  und  Karsten  sich  vielfache  Mühe  geben  musste,  an 
einen  BuchhSndler  zur  Uebernahme  des  Verlags  zu  bewegeu.  Wr 
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krfahren  ans  diesen  Briefen  die  wahrlich  nicht  erfrealichM  Ur- 
icben,  welche  Euler's  achnellen  Weggang  von  Berlin  nach 
'etersburg  herbeifiihrten ,  „mit  seiner  gantzen  aus  18  See- 
sn  bestehenden  raniille."  Diese  BrieTe  bringen  uns  Teroer 
lancbe  interessante  üiage  Über  nicht  nenige  verdiente  und  unver- 
iente  Mathematiker  der  damaligen  Zeit,  z.  B.  Über  Herrn  Fre- 
eric  de  Castitlon,  der  von  J.  A.  Euler  in  einem  vom  letzten 
pril  1765  dalirten  Briefe  bezeichnet  wird   als    „ein  Bursche  von 

[8  Jahren,  der,  wenn  er  das  hiesige  Joacfairastfaalische  Gymna- 
inni  Irequentiren  wollte,  höchstens  in  Secunda  zu  sitzen  kommen 
'flrde",  dessenungeachtet  alier  „Professor  Matbeeeos"  geworden 
el.  Auch  in  wissenscbafilicber  Rücksicht  lassen  uns  diese  Briefe 
eineawegs  leer  ausgehen:     So  theilt  z,  B. ,  mancher  anderer  in- 

frresfianter  Dinge  nicht  zu  gedenken,  J.  A.  Ealer  «ne  „von 
tinem  Schwager  und  Schüler,  einem  hiesigen  Borobardir,  ge- 
iDdeoe  Trisectionem  anguli  mit,  die  nicht  uneben  ist  und  bei  nicht 
Izugrossen  Zeichnungen  die  Probe  hält",  sowie  eine  von  Lam- 
ert  angegebene  geometrische  *)  „Rectilicationem  circull"  dieBe- 
rhtnng  verdient. 

Wir  glauben,  dass  das  Obige  hinreichen  wird,  die  Leser  des 
Irchiv's  auf  diese  interessanten  Briefe  aufmerksam  zu  machen, 
nd  sagen  Herrn  Professor  Karsten  in  Kiel  für  deren  Publica- 
on  unsern  wärmsten  Dank,  möchten  auch  den  Wunsch  aua- 
prechen,  dass  die  Verlagshandlung  der  Allg.  Monafsschr.  f.  Wiss. 
.  Liit.  einen  Abdruck  derselben  in  einem  besonderen  Hettchen, 
^it  besonderem  Titel  versehen,  veranstalten  liesse,  und  ersuchen 
chlieselich  Herrn  Professor  G.  Karsten  recht  sehr,  auch  die  io 
lioem  Besitz  befindlichen  Briefe  von  W.  J.  G.  Karsten  mit 
k.epinu8,  Lambert,  Lagrange,  Kastneru.  A.  dem  mathema- 
Schen  Publicum  nicht  vorzuenthalten,  tvenn  sie,  woran  kaum  zu 
1  Eweifeln  ist,  ein  ähnliches  Interesse  wie  die  jetzt  veröffentlichten 
uler'schen  Briefe  darbieten  sollten. 


Geometrie. 

Zur  Lehre  vom  Dreiecke  mit  dem  umschriebenen 
reise  und  den  berührenden  Kreisen.  Von  Job.  Rog- 
er. Aus  dem  Jahresberichte  über  die  st.  st.  Ober- 
tealschule  in  Grats  für  das  Studienjahr  1852—53  beson- 
ers  abgedruckt.     Gratz.  1853.    i. 


*)  Nstürlicfa  annähernde. 
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So  viel  und  80  oft  auch  schon  das  «beoe  Dreieck  nebst  • 
uiDScbriebeneii  und  seinen  Berdbriingslcreiseu  betrachtet  wotda 
ist,  hat  doch  der  Herr  Verfasser  des  voriiegendeji ,  si^r  leani- 
Ttnd  beachtenswerthen  Pronramnis  dieaeni  Gegenslaiide  eine  ne«e 
Seite  abüD^^winneu  irewuest.  Aii«>6«r  den  vorher  geiia/inteo  Kni- 
seo  Eiebt  der  Herr  VerfaBser  nümlicb  noch  jene  in  lietrathl,  wdcbl 
sfciBchen  jeden  Tan giruDi>e kreis  und  den  ihm  »^iinächat  liegende 
Scheiteln  des  Dreiecke  so  erngefrai^en  werden  kilonen,  dasa  m 
tvech  sei  weis«  eionDder  nnd  ziiirfeich  auch  zwei  Dreiecksseittii' bf 
rühren.  Dies«,  den  ersleren  Ilauptberührilnf^skreieen  SCS* 
tiiier,  von  dem  Herrn  Verl'aNKer  NebenberfihrurigskTeiH 
Kenaünten  Kreise  sind  os,  welche  ihm  %a  verschiedenen  ne« 
ioler«3MiQten  nnd  auch  lür  Schüler  lehrreichen  Betrachtoiljlii 
namentlich  auch  zn  rcrschiedenen  henierkeiiswerthen  Keibeosn- 
niirungen,  Veranlassung  (gegeben  haben.  Es  werden  nach  eiaat 
der  folgende  Fragen  beantwortet:  1.  Nach  welchen)  Vcrr^lfll 
können  die  Nebiinbenihrungvkreise  verzeichnet  werden?  -^  äHw* 
^reichem  Gesetze  folgen  die  dem  nämlichen  Winkel  eiugevcfaDl' 
benen  Neberiberjihrungskreise  aufeinander?  —  3.  Wie  viele  Nelw 
berilhrungskreise  lassen  sich  zwischen  einen  nauptberührungfiktw 
und  einen  der  ihm  zunächst  liegenden  Scheitel  des  Dreiecka  vi* 
tragen?  —  4.  Wie  grnas  ist  die  Summe  der  Umfange  aller  fann&l- 
liehen  Winkel  liegenden  Nebenberahrungslireise?  —  5.  WiegraM 
ist  die  Summe  der  FlSchenräume  aller  im  nämlichen  Winkd  R<' 
genden  Nehenberiihrungskrelne?  —  ü.  Das  Wievielfache  von  Jm 
Umfange  dea  inneren  Hauptberührungskreises  ist  die  Summe  llct 
Umfänge  der  inneren  NebenberÜbrnngskreTBe  ?  —  7.  Qas  WWrftf 
fache  von  dem  Flächeiiraume  des  inneren  Huuplber&hrun^sktnnl 
ist  die  Summe  der  Flächenräume  der  inneren  Neben beriihrnlip' 
kreiset  —  8.  Das  Wievielfache  vcn  dem  Umfange  des  i)niS0lri^ 
benen  Kreises  ist  die  Summe  der  Urninge  der  s.'immMichen  boA- 
renden  Kreise?  -  ».  Das  Wievielfache  von  dem  Flächenraume  A» 
umschriebenen  Kreises  ist  die  Summe  der  Flilclienräume  dv 
eämmtlichen  berührenden  Kreise? 

Die  als  Beantwortungen  dieser  Fragen  von  dem  Uerrn  V«^ 
fasscr  gefundenen  Resultate  zeicbnen  sich  durch  Elinfachfaeit  ad 
Elegans  aus,  so  dass  wir  dieses  Programm  allen  Lehrern  an  blibc 
ren  Lehrai'staUcn  zur  sorgfulligea  Beachtung  zu  empfehlen  «iH 
gedrungen  fühlen,  indem  wir  zugleich  der  Meinung  sind,  dass  MJi 
Inhalt  auch  zu  Uebnngea  Inr  vorgerücktere  Schüler  sehr  zwett^ 
massig  benutzt  werden  kann. 


L 
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Mechanik.      ■"   ""^--"V   a. 
■  *i.i) I .  ■'  ■■ 

'  Vor  Kurzem  erschien  flie  erste  Lieferung,  Text  nni  Tal'eln 
le«  Werkes; 

:   Con«tructtonslehre  für  den  Maschinenbau  von  C.  Li. 
nMdU   und   F.  Reuleaux,    Civil -logenieuren,   Braun- 
scfaff«ig  bei  Vietvei;,   1854.", 

liebes  in  so  naher  Beziehung  tu  den  Werken  nnd  VortrSifen  des 
BIT n  Professor  It  e  d  ten  bacher  steht,  die  derselbe  seit  einer 
eihe  von  Jahren  an  <1er  polytechnischen  Schule  in  Carlsruhe 
•er  denselben  Gegenstand  hält,  da!<s  es  in  dieser  Hinsicht  die 
'irgiältigste  Vergleirhung  mit  letzteren  verdient,  besonders  da  die 
erfasser  noch  vor  1^  Jahren  Redten  bacher's  Schüler  waren, 
dem,  der  an  seinem  Unterrichte  Theil  nahm ,  mtiss  auf  den  ersten 
ick  dre  grosse  U  eberein  Stimmung  der  Tafeln  mit  desseu  Vorla- 
iD  uncl  des  Textes  mit  seinem  Werke  „Resultate  für  den 
aschinenbau"  undc^elnen  Vortragen,  von  denen  ich  als  frilfae- 
r  Schüler  dessell»en  ein  Iren  nu abgeschriebenes  Heft  Tor  mir 
igen  habe,  aiilTallen.  Die  nähere  Verglelchuiig  bestätigt  dieses 
it  wenigen  Ansnaliroen  bis  in  die  Cinzebiheiten  hinein. 

Ich  fohle  mich  sowohl  gegen  meinen  Lehrer  als  gegen  das 
lehrte  und -technische  Publikum  verjjflichtet,  die  Art  der  Ueber- 
istininiuiig  und  die  Entstehungsgeschichte  de;-  obigen  Werkes, 
n'elt  es  vorliegt,  in  Folgendem  darzulegen,  damit  das  Verdienst 
r  Verfasser  und  ihr  Bcnehmeo  gegen  Professor  Redtenbacher 
bhtlg  gewürdigt  werden  künne. 

H  Der  erste  Äb^^chnitt  handelt  von  der  Festigkeit  der  Mate- 
Iklien.  Die  ganze  Anordnung  und  das  Einzelne  im  Anfange  des 
Ibschniltes  ist  dieselbe,  wie  in  den  „Resultaten",-  und  iefa 
Ihre  als  Beispiel  die  Nr.  33.  über  Arbeitsgrüsse  zur  Verlängerung, 
rerküTzung,  Drehung  und  Biegung  eines  Stabes  an,  die  fast 
»»rtlich  mit  der  Nr,  95.  der  Resultate  übereinstimmt.  Am  Ende 
Keses  Abschnittes  dagegen  findet  die  einzige,  einigermaassen  er- 
l^bticbe  Abiveichung  von  Redtenbacher  statt,  indem  die  Ver- 
weser statt  der  gebrSuchlichen  BrucbcoefGcienten  die  so  wenig 
^SB  BU  ermittelnden  Coäfücienten  für  stabile  Festigkeit  anwandten, 
k  b.  statt  von  der  Kraft,  welche  mm  Bruche  eines  Stabes  nUtfaig 
st,  vou  derjenigen  ausgingen,  welche  seine  Form  bis  zur  Glasti- 
fitätsgrenze  verändert,  So  lange  es  sich  um  die  Bestimmung  der 
üiraensioDon  eines  Qoerschnitts  von  gegebener  Gestalt  handelt, 
fTBcbeinen  die  gewöhnlichen  Resultate  und  nur  eine  andere  Sicher* 
leit,  als  die  gegen  Bruch;  sobald  alier  die  Torth eilhafteste  Gestalt 
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des  Qnerschaitta  bestimmt  werden  boII,  tritt  die  grosse  Cnalcbei- 
faeit  der  Elasticitätsgrenze  mit  ihrem  gansen  Gewichte  auf  lod 
macht  die  Polgerungen  ebenso  unsicher. 

Der  zweite  Abschnitt  enthält  die  Einleitung  in  die  Con- 
slructiont^Iehre  l'ür  den  Maschinenbau.  Es  sind  darin  überall  die- 
selben Grundgedanken  ausgesprochen,  welche  Redtenbacfaet 
in  seiner  Einleitung  aufstellt  und  bei  jeder  Gelegenheit  der  An- 
wendung wiederholt.  Ganz  dem  Gange  des  Heries  folgend,  sind 
die  Grundbegriffe  der  Mechanik  auszugsweise,  die  Gesetze  in 
geometrischen  Zusammenhangs,  des  Beharrungszustandes,  die  all- 
gemeinen  Regeln  zur  Anordnung  von  Maschinen  und  zur  BeBtibh 
mung  ihrer  Dimensionen  aus  einander  gesetzt.  Dabei  ist  stets  boT 
Dasselbe  das  Hauptgewicht  gelegt,  was  Kedtenbacher  als  be- 
sonders wichtig  hervorhebt,  nie  auf  den  Begriff  der  Wirknr^ 
grosse,  auf  die  Ursachen,  welche  den  Beharrungszustand  oolb* 
wendig  herbeiführen  messen ,  die  Bedingtheit  fast  aller  Dimensionen 
bis  ins  Kleinste  durch  ein  verlangtes  31aximum  vou  ZweckmS»- 
siglceit,  besonders  aber  die  Professor  Redten  bacher  eiget' 
thiimliche  Methode  der  VerbSItnieszahlen,  von  denen  nachher  netm 
die  Rede  sein  soll. 

Der  dritte  Abschnitt  handelt  von  der  Construction  derHi- 
schinenlheile.  Man  findet  hier  genau  dieselbe  Reihenfolge,  wie 
in  den  Resultaten,  dieselben  Erwägungen  wie  in  den  Vorträgen 
und  dieselben  Regeln,  mit  wenigen  Ausnahmen.  Das  eine  Mal  »■ 
ein  Co^fficient  geändert,  wie  hei  der  Berechnung  der  Wellen,  to 
andre  Mal  die  Regel  eines  anderen  Autors  angenommen,  wie  bil 
der  Construction  der  Schrauben;  dann  sind  noch  einige  wenige 
Construclionen  zugefügt,  wie  die  eines  hohlen  Zapfens  und  ebei 
hohlen  Welle,  einer  anderen  Kuppelung  und  einiger  Waod*  ind 
Hängelager. 

Die  Tafeln  sind  der  grossen  Mehrzahl  nach  nichts  ander«, 
als  Abbildungen  von  den  Vorlagen,  welche  Professor  Redtea- 
b  ach  er  construiren  tiess  mit  derselben  Bezeichnung  der  Abfaiih 
gigkeit  der  Dimensionen  und  derselben  Art  der  Ausführung;  die 
wenigen  Abänderungen  sind  denen  des  Textes  entsprechend. 

Faest  man  Alles  zusammen,  so  stellt  sich  heraus,  dass  du 
fragliche  Werk  grüssteniheils  die  Resultate  Redteubacber'l 
enthält,  verseben  mit  den  von  demselben  in  seinen  Vorträgen  |^ 
gebenen  Herleitungen  und  aufgestellten  Grundsätzen.  Belli 
stimmen  der  Anordnung,  dem  Inhalte  und  theilweiif 
dem  Wortlaute  nach  überein.  -^  Das  grosse  VerdieoA 
welches  sich  Redtenbacher  schon  allein  durch  seine  „Reiol- 


Taf.S. 
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stein,  Adjuncteii  (ier  k.  k.  Sletnwarl« ;  II.  ZusStze  zu  den  Vtr- 
besserungen  zu  «lern  Katalu^e  tler  tiürdliuben  Ärgelander'Bchm 
üoncnbeobacbtungen  von  W  i  I  b  e  1  lu  O  e  1 1  x  e  n ,  Assislenteo  der  Wie- 
ner Steniwarte.  In  der  Einleitung^  giebt  Herr  Director  v,  Litlrew 
eine  Ubrre'iche  ?Jachrichl  über  die  bei  der  Keduction  der  Planeleobe- 
obucbtungeu  gebraucbteii  Verfahrungs weisen  und  die  dabei  in  Anweih 
düng  gebrachte»  Formebi.  Wie  viel  erlreulrche  Früchte  vun  der  fcrtge- 
äctzteii  Thätigkeit  der  k.  k,  Sternkarte  iNWieueieh  unch  envarl«ul>fr 
sen,  gebt  aus  diesem  Tbeite  der  Aiinaleu  von  Neuem  deutlich  hervot 

NeiiesZeitbestiuiniungswerk  von  M.  Eble,  Lehrer  der 
MathematikundPliysikander  Kealanslalt  zu  EllivaDgen, 
rar  Schulen,  Gemeinden,  Techniker,  Forst-  und  Lnml- 
nirthe,  Mathematiker  und  Freunde  der  Hirn  meUkund«. 

Dieses  Ii1r  Nichtastrnnomen  bestininile  instrumentale  und  ffa- 
[ihische  Hulfsmittel  zur  Bestimmung  der  Zeit  ist  sohon  von  ficrn 
Professor  Zech  in  Tübingen,  Herrn  Professor  Reuachle  li 
Stuttgart  und  Herrn  Professor  Encke  in  Berlin  roelirfaci 
ein(iföhlen  worden,  und  scheint,  so  viel  wir  bis  jetzt  dasselli« 
kennen  gelernt  haben,  diese  FnipTehlung  allerdings  auch  zu  ver 
dienen.  Eine  besonders  deutliche  Anschanun;;  von  demselben  wer 
den  aber  die  Leser  des  Archivs  aus  der  Anzeige  gewinnen,  u-elcb( 
Herr  Proressor  v.  Littrow  in  Wien  in  den  „Oes  terreichi- 
sehen  Blättarn  für  Literatnr  und  Kunst.  Beilage  «f 
Oesterreicb.-Kaiserl.  Wiener  Zeitung.  27.  Februar  IS» 
Nr.  Ö.  über  dassellie  geliefert  hat,  weshalb  wir  diese  Anzeige  ein« 
so  competenten  Richl<-rs  unsern  Lesern  im  Folgenden  wurtücb lui^ 
tbeilen  und  zugleich  wünschen,  dadurch  etwas  zur  Verbreitung  dw 
genannten  verdienstlichen  hülfsmittel  zur  Zeitbestimmung  beizutrAgeo. 

„Neues  gemeinfassliches  Mit tel  für  Regulirung  fO« 
Uhren.  Die  bisherigen  wahrball  unzählbaren  Versuche  dem  NicbFi 
astronomen  Mittel  zur  Regulirung  d<:r  Uhren  zu  Gebote  zu  siellei. 
hat  Herr  M.  Eble,  Lehrer  der  Mathematik  und  Physik  an  iU 
Realanstalt  zu  Ellwangen  (WürtembergJ ,  durch  sein  „Neue«  Zdf 
beslimmungswerk  (Tübingen  1)453)"  hei  Weitem  übertroffen,  wu 
leichte  und  allgemeine  Anwendbarkeit  mit  veihSltnissmässiger  G*" 
nauigkcit  verbunden  betrifft.  Wir  können  dahot  nicht  umhin,  U 
allen  Jenen,  welchen  daran  liegt,  ihre  Uhren  unmittelbar  zu  ptS' 
fen,  anf  das  Angelegentlichste  zu  empfehlen, 

Die  Sonnenuhr,  immer  noch  da^  pupulürste  Mittel  dieser  Art, 
leidet  an  bedeutenden  Mlingeln,  da  ihre  Aufstellung  an  gewisM 
Oertlicbkeiten  gebunden ,  und  in  den  seltensten  Fällen  fo II komm« 
verbürgt  ist,   überdies  auf  diesem  Wege,    wenn  nicht  besonden 
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ind  daher  schwer  zu  erreichende  EiDrichtuugen  getroffen  »erden, 
nr  sehr  rohe  Resultate  zu  erhalten    sind.     Man  »ar  deshalb  von 

lier  hemüht,  eigentlich  astronomische  Methoden  l'Ür  Jedermann 
Dgänglich  zu  machen.  Unter  diesen  Methoden  bleibt  die  rorzüg- 
vbste,  weil  in  ivenigen  Minuten  anslifbrbare  und  nicht  gerade  an 

nMitta);  gebundene,  immer  die,  bei  welcher  man  ans  der  HOhe 
Mler  sonstigen  Stellung  eines  gewissen  liestirnes,  z.B.  der  Sonne, 

I   irgend   einer  Zell  auf  die  eben  stattlindende  Stunde  schltesst. 

s  galt  aber  dabei,  zwei  Veceinrachungen  einzufahren  :  einmal  Mittel 
luszudenken,  durch  welche  die  Stellung  des  Gestirnes  ohne  Kotn« 
»litcationen ,  denen  nur  der  Astronom  gewaclisen  ist,  sicher  genug 
irkannl  wird,  und  dann  die  zur  Ableitung  der  Zeit  aus  der  Beob- 
kcfatang  nöthige  Rechnung  möglichst  zu  erleichtern.  In  ersterer 
Seziebuug  heschrünkte  man  sich,  wenn  von  den  an  sich  sehr 
genauen  und  praktischen,  aber  im  Gebrauche  ausser  dem  Meri- 
liane  doch  iuiiner  schon  gewisse  Kenntnisse  voraussetzenden  Er- 
indungen  Dent's  (Oipleidoskop)  und  Steinheü's  (Passagen- 
irisma)  abgesehen  wird,  mit  Recht  im  allgemeinen  auf  Hüben 
neesende  Werkzeuge  und  leistete  in  Herstellung  solcher  lustrn- 
nente  von  der  hier  errorderlicben  Einfachheit  manches  Erspriess- 
Icfae.  Herr  Eble  hat  diesen  Theil  seiner  Aufgabe  gehörig  berQck- 
lichtigt,  und  an  seinem  Sextanten  gegen  frühere  Einrichtungen 
reseniliche  Verbesserungen  angebracht.  Sein  eigentliches  Ver- 
lienst  aber,  durch  das  er  eben  allen  Vorgängern  den  Rang 
ibgewonneii,  besteht  in  der  Erleichterung  oder  besser  völligen  Du- 
[ehung  der  Rechnung,  indem  er  alte  und  so  zu  sagen  verscho^ 
ene  Methoden,  geometrische  Aufgaben  graphisch  zu  berechnen, 
ehr  sinnreich  modiGcirte  und  zu  dem  hier  verfolgten  Zwecke  in 
iioer  Weise  benutzte,  die  nichts  zu  wünschen  übrig  lässt.  Sein 
kstronomisches  Netz  ist  eine  Art  von  Rechenstab,  darcH  wel- 
iben  alle  Schwierigkeit  dieses  Theiles  der  Arbeit  auch  für  den 
^ungeübtesten  völlig  beseitigt  und  eine  Genauigkeit  (bis  auf  etwa 
iinc  halbe  Minute)  erreicht  wird,  wie  sie  bisher  kein  hierzu  er- 
lachtes,  ebenso  leicht  nn^iendbares  Mittel  bietet.  Die  Klarheit 
r  beigegehenen  Gebrauchsanwcieung  und  die  Billigkeit  des  Prei- 
i  (in'drei  Sotten  zu  3  Thir.,  3  Thtr.  18  Ngr.,  4  Tbir.  10  Ngr.)  ver- 
oefart  die  Zuganglichkeit  dieses  nützlichen  Apparates,  dessen 
^äcisioB  durch  Ausführung  in  grösseren  Verhältnissen  und  auf 
tfetall  sich  bedeutend  steit^ern  Hesse,  und  der  durch  die  von  Herrn 
Sble  gegebenen  Nebenanwendungen,  z.  B.  Itir  beiläufige  Bestim- 
nungen  von  Zeit  und  Azimut  zur  See  auch  in  wiasenscbatlliche- 
«n  Kreisen  Beachtung  zu  finden  in  hohem  Maasse  verdient. 
K.  V.  Littrt 
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H  LHenHscAer  BtrMu  LXXUX. 

"  ! '  Physik. 

Herr  Dr.  August  Wiegand,  Oberlehrer  an  der  Kealsdule 
zu  Halle,  hat  uns  naqhsiteheiidc  Anzeige  üherHandt,  die  wir  nn 
des  edlen  Zivecfeea  willen,  wesen  dessen  die  Herausgabe  des  a»- 
geEfllgten  Buehi  unternommen  worden,  nicht  auf  dem  Umschlag, 
sondern  im  Literarischen  Berichte  selbst  abdrucken  lassen,  imd 
den  WunHcli  aussiirecheii ,  dass  durch  recht  viele  Abuebiuer  dieiu 
Buchs  der  in  Rede  stehendij  Zweck  kräftiget  gefiirdert  «erden  iiiüge- 

In  romniission  bei  H.  W.  Schmidt  in  Halle  a.  d.  S.  ist  er 
M:hiei>eu: 

Physikalische  Aufgabeu. 

Mit    Auflüsunt^en    herausgegeben 
Dr.  AagDBt  Wienand, 

Olitrlelirer    Hn    cfcr    KiaUcJiiilr    7.U    Hiill.'. 

Mit  ciiigednicklcn  HoUstlmitlen. 

Der  Reinertrag  der  ganzeu  Aul'lage  ist  lilrden  Ban   eines  nAatl 

Realschulbauties  in  den  Franc  keuchen  Stil'tongenbestiBUil 

Preis  lO  S|rr. 

Wenn  der  Unterzeiclinete  hofft,  durch  Herausgabe  vorgeoaili- 
tcr  ächrift  einen  Theil  der  fehlenden  Geldmittel  zu  dem  so  dringend 
noth wendigen  Bau  eines  Realscfaulhuuses  in  den  PrauchesciKn 
iStillungen  aufzubringen,  so  beseelt  ihn  hierbei  die  UeberzennnfTi 
dass  die  Stiftungen  Aug.  Herrn.  Fraucke's,  n-elche  seit  Jtk- 
hunderten  eo  segensreich  gewirlit  haben,  einen  wohl  begrtinitetn 
Anspruch  auf  die  Tbeilnahme  und  Unterstiitaiing  aller  Fremde 
christlicher  Schulbildung  sich  erworben  haben  dürften  und  ilus 
die  Nachwelt  des  grossen  Stifters  als  ihr  heiligstes  VermäcbtinH 
die  Pflicht  erkennen  werde,  an  seinem  grossen  Werke  zam  Se^ 
des  Vaterlandes  immer  for  tau  arbeiten. 
^„Aufträge  nimmt  jede  Buchhandlung  an. 
'.,.,  ,,,  Dl 

Oliericlirer  uii  der  itcaUotiiile  zu  Uulle  a.  d.  & 


Berichtigung. 

In  dem  Anftalze  Nr.  XXXL  in  Thl.  Wll.  S.  444  — S.  447.  iat  «dB 
B  überall  9  la  «etzon.  Wenn  ti  aoch  durchunti  zu  beineiD  SlisSTenlÜi' 
niaa  fuhrt,  ■»  i«c  diioh  an  d«r  Stalle  dai  „malheniiiliacbca  Vii- 
terbucha'',  worauf  «ich  der  AufaaU  Nr.  XXXI,  ttoTehi,  überall  &p 
b'raucht  wArden.  Ferner  lelze  man  noch  S.  445.  Z.  12.  in  dem  AnidnKU 
von  9*  BDI  Ende  dcaaellien  atalt  S  emlge  Pnnkta.   iinmlicfi  .... 

Wegen  dieser  gröan^ren  Anzahl  von  Aendernngen  sind  der  ndip 
cenden  Niiinmcr  des  Literariacheii  Beriehta  am  Ende  zwui  Carttm 
beigegetien  wunfcn,  die  in  Thl.  \\11.  H^ft  IV.  «tad  der  heiden  BHlt« 
Bog.  2».  S.  443.  nnd  S.  444.  nnd  Bog.  30.  S.  44i>.  nnd  S.  446.    «ingelMtW 
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Literarischer  Bericht      ■»'' 
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Geschichte  der  Mathematik  und  Physik. 

Extrait  du  Pakhrl,  Trait^  d'Al^eltre  par  Abod  Bebr 
lohammed  beii  Alhuc""  AJkarkln  (M  annscrit  dQ2>  sup- 
leiDent  arabe   de  la  ßib  liiithüi)ue  im|ieriale);    pr^ced^ 

un  Sl^moire  sut  l'Algelire  indeterminee  cbez  let>  Ara- 

ae.     Par  F.  VVoepcke.     Paria  1853.     H. 

HetT  Doctor  Woepcke  bat  sich  scfaan  diircb  so  viele  vor* 
iliiKl)<:)>e  LeitituDKeii,  die  aucb  tust  säiui|itlirh  in  deei  Literariscben 
B*ricb(e  unsers  Artbiva  angezeigt  wnrdeo  sind,  uui  die  Gescbichte 
dar  Mathematik  verdient  gemacht,  daäs  man  jedem  neuen  Werlce 
^esalben  erbühete  AufmerkGanikeit  zuwenden  ma^. 

Ueber  die  Algebra  der  Araber  besitzen  "ir  scbnii  eine  grös- 
'iere  AnzabI  von  PuUicaliorien,  neicihe  der  Herr  Verfasser  des 
vorliegenden  Werkes  in  der  demselben  voran  geschickten  „Notice 

r  le  Fakhri"   namhal'I  macht  und  etwas  genauer   charakteri- 

t.     Im  Jabre  181-2  erschien  su  C.ilcutta: 

The  Khoolasut-nol-Hisah,  a  Comiien  d  ium  of  Arith- 
loetic  and  Geonietrvi  in  the  iirabic  language,  by 
Buliae-ood.  Dcen  of  Aniool  in  Syria,  with  a  transUtion 
iota  persian  and  cnnimentary.  by  the  late  Itluolowee 
Ruosbun  Ulee  of  Juonpoor,  to  which  is  added  a  Trea- 
tise  on  Algebra  by  Nu  djm-ood-Deen  Ulee  Khan  etc. 
Calcutta,  printed  by  P.  Pereira  in  the  hindoosta,nee 
press,   1812. 

Wir  kennen   diese  Schrift,   trielcfaa  der  Herr  VerfaBS«  „Is 
Khll&eet  AlhicAb  de  Behä  Eddis  (-f- 162^)"  nennt,  nicfat; 
Tbl.  XXllI.  Hft.  2.  a 


nach  Herrn  Dr.  Wöpcke's  sachkundigem  Ürtheil  kann  dieitibt 
aber  keinen  Uc^riff  geben  von  den  Fortschritten,  wetche  die  Alt 
ber  in  der  Algebra  gemacht  halten. 

Später  gab  Rosen  t.h  London  die  Algebra  des  Mohani- 
med  Ucn  Moüga  unter  dem  Titel: 

The  Algebra  nf  Mohammed  ben  Mnsa,  editedaul 
translated  by  Frederic  Rosen.     London.  183L 

heraas  und  wies  in  diesem,  auf  Veranlassung  des  Khdiren 
Almamoiln  verfassten  Werke  deutlJLbe  Spuren  indischen  Eirf 
flusses  nach,  welcher  sich  erklärt  durch  das  Ansehen,  das  die  in- 
dischen tlelehrten  an  dem  Hofe  der  ersten  Abaseiden  aU  Aetr* 
nomen,  Mathematiker  und  Aer/.te  genossen. 

Durch  dieses  Werk  gewann  die  allgemein  angenommene  Mo- 
nung,  dass  die  Araber  nicht  über  die  bestimmten  Gleichnnf^en  dH 
ersten  und  zueilen  Grades  mit  einer  uniiekannten  Grusse  hin- 
auf gekommen  seien,  neue  Nahrung,  bis  der  berühmte  Sedillotanf 
der  Kaiserliuhen  Bibliothek  zu  Paris  ein  Fragment  der  Algebra  dtt 
Alkhayydm!  entdeckte,  aus  welchem  der  Nachweis  gel'uhrt  trv 
den  konnte,  dass  die  Araber  sich  auch  schon  mit  der  Anflüging 
der  bestimmten  Gleichungen  des  dritten  Grades  beschärcigt  haben- 

Dass  Herr  Dr.  Wöpcke  durch  die  Herausgabe  des  vollstip- 
dJgen  Werkes  Ton  Alkhayyftmi  sieh  ein  hesondercN  Verdiensl  an 
die  Geschichte  der  Mathenialik  erworben  hat,  ist  den  Lesern  de« 
Archivs  aus  dem  Literar.  Ber.  Nr.  LXVIL  bekannt.  Auch  bll 
Herr  Dr.  Wöpcke  in  diesem  Werke  nachgewiesen,  dase  di« 
Araber  den  Durchschnitt  zweier  Kegelschnitte  zur  Constmettol 
der  bestimfnten  Gleichungen  des  dritten  und  auch  des  vjeitfl 
Grades  angewandt  haben. 

Nach  diesen  Arbeiten  war  nun  noch  eine  wichtige  Lücke  an» 
lufiillen,  indem  es  immer  noch  zweirelhal't  blieb,  ob  die  ArabR 
sich  auch  mit  der  unbestimmten  Analytik  beschsrtigt  haben.  Heir 
Dr.  Wöpcke  war  so  glücklich,  auf  der  Kaiserlichen  Bibliothek 
zu  Paris  ein  Manuscript  zu  entdecken,  deissen  Inhalt  ihm  dk 
Mittel  an  die  Hand  gab,  die  Forlschritfe  zu  ermitteln,  welcfae  Ü» 
Araber  am  Ende  des  lOten  Jahrhunderts  in  dem  genannten  wiA 
tigen  Theile  der  Algebra  gemacht  hatten.  Dieses  Werk  hat  nio 
Verfasser  den  Aboil  Beqr  Mohammed  Ben  Alha^aii  il- 
karkhi,  war  von  ihm  gewidmet  dem  Ahoö  Ghälib  Moha»- 
med  Ihn  Khalaf,  mit  dem  Beinamen  Fakhr  Alnioulq,  VeÄ 
des  Fürsten  Boui'de  Behä  Aldaoulah,  Sohn  des  berGltmta 
Adhad  Aldaontah,    nnd  hat  auch  Je  den  falls  zu  Ehrea  dieatf 
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Tezirs  den  TUel  Alfalchri  erhalten.  Dasselbe  ivunle  wahrscheita- 
I  lieb  am  Anfange  ties  Uten  Jahrhunderts  verrasst  und  liefert  uns 
die  einzige  Thenrie  <les  algebraischen  Calculs  hei  den  Arahern, 
welche  wir  bis  jetKl  besitzen,  wird  aher  noch  weit  «ichtiifer  und 
inlereseaDter  durch  eine  Sammlung  von  Aufgaben,  welche  aU  eine 
I  fa^t  genaue  Reproduction    mehrerer  Bücher  des  Diophant  zu  bt- 

! trachten  sind.     Herr  Dr.  Wlipcke  hat  sich  nun  die  von  ihm  nach 
unserer  Meinung    auch    vollständig  und    mit  grossem  Scharfsinne 
gelüste  Aufgabe  gestellt,  iiacbzmveiseD : 
!".     Que  les  Arsbes  connaissaieiil  l'algebre  indetermin^e. 
2".    Que  leurs  travaux  sur  ce  sujet  sont  hasi^s  sur  l'ouvrage 
de  Dinphante. 
3".     Qu'ils  ont  ajoute  a  l'algebre  de  Dioplianfe,  tant  en  inveii- 
Ibitt  de  nouveaux   procädes,    qu'en    proposant   des  probl^mes  ' de 
fle^ös  plus  eleves. 

14°.     Que  jiisqii'ä  la  lin  du  X'  si^cle  ils  ont  ignore  les  metho- 
des  4'aDalyse  indeterminee  qu'on  trouve  chez  les  Indiens. 
■        5°.    Qne  les  tratiius  de  Fibonacci  n'onl  pas  le  degrö  d'origi- 
^  nalit^  qu'ou  a  ete  lente  de  leur  aCtrilmer ;  mais  qu'ils  snnt  en  grande 
lartie  empruntes  aux  Arubes,  et  particuli^rement  ä  Altarkbi. 

ir  müssen  uns  leider  hier  mit  der  vorhergehenden  kurzen 
[Dzeige  dieses  neuen  wichtigen  Beitrags  zur  Geschichte  der  Ma- 
Ebematik,  wofür  die  Leser  mit  uns  Herrn  Dr.  Wüpcke  den  wSrm- 
hten  Dank  sagen  werden,  begnügen,  machen  aber  nicht  bloss  in 
[itllgemeinei  historischer  Beziehnng  die  Leser  auf  denselben  auf- 
lerksam,  sondern  auch  in  matbematischer  Beziehung  wegen  der 
[  grossen  Anzahl  interessanter  Probleme,  die  Herr  Dr.  Wüpcice 
'  ans  dem  von  ihm  entdeckten  wichtigen  Werke  hier  mitgetbeilt  bat. 

I  MiJge  Herr  Dr.  Wüpcke  nicht  ermüden,  das  lange  brach  ge- 

.  legene  Feld  der  Geschichte  der  Mathematik  fortdauernd  zu  be- 
r  bauen,  wie  er  so  ruhmvoll  angefangen!  Dass  hier  noch  viel  xu 
Kernten  ist,  liisst  sich  nach  den  bisher  gemachten  Funden  kaum 
^b^zweifeln,  und  Dank  und  Anerkennung  Seitens  der  Mathematiker 
RcÖnnen  und  werden  solchen  in  jeder  Beziehung  trefflichen  Be&tre- 
^liangen  nicht  fehlen. 

Auf  dem  Titel  trügt  das  Werk  den  Zusatz:  „Imprime  par 
[autorisatinn  de  l'Empereur,  ä  l'imprim^rie  imperiale", 
nvoraus  das  Interesse  hervorgeht,  welches  die  Kaiserlich  franzü- 
MtUche  Regierung  an  diesen  Publicationen  aus  den  reichen  Schätzen 
threr  Bibliothek  nimmt,  und  die  Forderung  und  Unterstützung, 
tvelche  sie    denselben  in    liberalster   und  ruhmreichster  Weise  zu 
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Theil  werden  läest,  wofür  die  Mathematik,  nelebe  in  Freokreid  I 
Ton  jeber,  vorzüglich  aber  seil  der  Zeit  Napoleon  i.  bis  jetit,  aiik  I 
einpr  ßrrissercn  FörderunG;  als  in  gleicher  Weise  in  nenis;  a 
Ländern  zu  erfreuen  ßebabt  hat,  der  Kaiserlich  franzüaificluB  I 
Regiernng  za  dem  grüssten  Dunke  ^ich  auf  das  LebhaÜleste  itt-  | 
pflichtet   ballen  mux«:. 


Systeme,   Iveltr-  und  Wörterbüdier.   - 

Lehrhuch  der  Mathematik  für  denSchul-  nndSelbet- 
UDterrichl  heatbeilet  von  Ur.  Hermann  Geriach,  Leb 
Ter  der  Mathematik  und  Physik  an  der  Ban.IeUschuU 
zu  Dessau.  Erster  Cursus  der  Arithmetik.  Eleraealt 
der  Planimetrie.     Dessau.  Katz.  1853.    8.    2  Bändchen. 

Dti  nur  kurze,  aber  doch  ziemlich  relA- 
vtin  der  Handelsschule  ku  DessaD,  Itt 
jchst  bestimmt  isl,  einen  sehr  Torthnl- 
Bei  aller  Einfacfaheit  der  Darstellmig  ut 
■ergeben,   und  besonders 


Dieses  im  Allirenielr 
haltige  Lehrbuch  muss 
welche  es  jerlenfalla  zun 
haften  Begriff  erwecken, 
der  Strenge  nirgends  etw 

In  der  Geometrie  fmrlet  sich  ein  grosser  Reichthum  ^ 
aufgaben,  die,  so  wie  das  Bücli lein  überhaupt, 
rem  zur  Beachtung  empfoMen  n-ertlen  ki'mneii. 


n  UebnngS' 
ndeieoLe^ 


Arithmetik. 

Glementarny  Wyklad  Matematy ki 
tego  Steczkonskiego,  Professora  Ws 
lonskiej.  Czej*l.  Arytraetyka.  W  Krako 
AlgebrA.    W  Krakoivie.   I85'2. 


;ez  Jana  Kid- 

:bnicy  Jagi«!' 
.  1851.  CzetJÜ 


Wenn  wir  uns  auch  nicht 
so  vreit   mächtig  xu   sein, 
lesen    zu   künnen,   so   ist   u 
desselben  mit  Hülfe  eines  h 


iDien  dürfen,  der  polnischen  Sprach 
I  das  vorliegende  Werk  vollstiüiitig 
doch  das  allgemeine  Verstäodni» 
i'lglicb  ^ewordH. 


wait  wir  ausserdem  namentlich  auch  der  Allgemeinheit  der 
malischen  Zeichensprache  verdanken ,  von  welcher  nadlrlicb  in 
diesem  Werke  in  fiebr  ausgedehnter  WeiseGebraueb  gemacht  iH- 
Eine  Anzeige  dieses  Werkes  liefern  »ir  aber  in  diesen  literarisefMD 
Berkhten  um  so  lieher.  weil  in  polnischer  Sprache  verfasste  nuttt- 


UUrariaeher  BerUM  XC, 

latiBcbe  Werke  im  Gnnsen  nicht  bäafig  sind,  da  die  vielen  aua- 
[ezeichneten  Mathematiker,  wie  2.  B.,  um  Dur  ein  Fear  zu  nennei^ 
ier  treffliche  Sniadecki  •},  Poczobut  u.  A.,  »eiche  die  Polen 
mmer  besessen  haben,  sieh  bei  ihren  Vorlräpen  wohl  vielfach 
ranzösischer  LehrbGcher  als  Cornpcndien  bedient  haben. 

Das  vorliegende  Werk  ist  jedenfalls  ein  sehr  gründlidi«»  und 
lollständiges  Lehrbuch  der  Arithmetik  und  Algebra  in  äusserst 
leutlicber  Darstellung,  so  dass  ivir  nur  bedauem  künnen,  daes 
!s  dem  Herrn  Verfasser,  was,  nach  dem  allgemeiDeo  Titel  £U 
Arlheilen,  jedenfalls  seine  ursprüiigltehe  Absicht  war,  bis  jetzt 
ht  möglich  gewesen  ist,  auch  die  übrigeu  Theile  der  bo- 
Henannten  Elementar-  und  vielleicht  auch  der  hüheren  Mathema- 
Jc  in  gleich  an:i:prechender  und  lehrreicher  Weise  zu  behaudsln. 
"ita  dem  Le8.er  einen  Betriff  von  der  Reichhaltigkeit  dieses  Wer- 
:es  zu  verschaffen,  nollen  wir  im  Folgenden  seinen  Inhalt  etwas 
([enauer  angeben. 

Der  erste  Theil  enthält  ausser  den  gewöhnlichen  arilhmett- 
ichen  Lehren,  die  sich  in  jedem  Lehrbuche  finden,  lehrreiche 
Ifcllgemeine  Betrachtungen  Aber  die  Theiler  der  Zahlen,  die  uns 
Itesooders  an!;esprochen  haben,  und  eine  sehr  i>ründliche  Behand- 
Imig  ist  anch  den  Decimalhriichen,  zugleich  mit  Kücksicht  auf  die 
'abgekürzten  Rechnungen,  und  den  Keltenbrü'cben,  deren  Anwen- 
lg  Kur  Wurzelausziehung  auch  [gelehrt  worden  Ist,  ±a  Theil 
^worden.  Die  Combinationslebre  ist  für  den  beabsichtigten  Zweck 
'kiemltch  vollständig  behandelt  worden,  und  bei  dem  btiiomiscben 
Lehrsätze  hat  der  Herr  Verfasser  auch  des.ien  Anivendung  Snf 
■rfte  WurzelausKiehong  in  sehr  instmctiver  Weise,  wIb  man  diesen 
'Ciegenstand  nur  selten  behandelt  findet,  gezeigt,  so  wie  nach  nn- 
r  Meinung  im  Allgemeinen  als  ein  Vurzug  dieses  Lehrbuchs 
^jedenfalls  hervorzuheben  ist,  dass  dasselbe  mit  sehr  richtigem 
"^akte  und  grosser  Umsicht  auch  auf  die  Anwendiin[>en  zurGckgehf, 
'Svelche  sich  von  den  theoretischen  Lehren  in  so  reichem  Maasse 
ansehen  lassen.  An  das  Blnomiat- Theorem  schliesst  sich  eine 
kurze  Behandlung  des  jiolynomisclien  Lehrsatzes  an,  nnd  hierauf 
"Tritgt  die  in  theoretischer  und  praktischer  Rficksicht  auf  gleich  Vor- 
igliche  Weise  behandelte  Lehre  von  den  Logarithmen,  «nbei 
auch  die  Einrichtung  und  der  Gebrauch  der  Uauss'schen  Taleln 
sehr  deutlich  gezeigt  worden  ist.  Den  Beschluss  dieses  ersten  Tif«ilcs 
macht  die  Lekre  von  den  Proportionen  und  deren  Anwendung  auf  die 
sogenannten  hüheren  praktischen   Rechnungsarten,   welchem  le.t;!- 


•)  Der  Bbnr   aach   aelh^l   mehrere   in    polaUcher  S)|rach(l< :)T«rftiis|a 
■Dalbemalitnlie  T.elirliBcher  heraus^ei^eben  fast.   .  1   iii" 
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teren  GegeiMtanHe  gleichfalls  eine  sehr  grfindltche  und  amfaBstndt 
Behandlung  %\x  Theil  geworden  ist. 

Der  zweite,  die  eii^eiitliche  Algebra,  d.  h.  die  I-.ehTe  von  d«g 
Gleichungen  und  deren  Anneudnn^,  enlhultende  Tbeil  beginnt  mit 
einer  kurzen  Geschichte  ilie«er  VVissenwchaft  und  der  Entnick» 
lung  ihres  Begriffs.  Ahtveiclieiid  von  dem  gewühnltchen  Gang» 
der  algebraischen  ElemenlarhQcher  werden  dann  zuerst  die  n-icb- 
tigsten  allgemeinen  Eigenschaften  der  Gleichungen  bewiesen  anJ 
die  hauptsächlichsten  Transformationen  derselben  gelehrt,  vni 
natürlich  von  dem  Standpunkte  der  strengen  Theorie  aus  nur  voll' 
Btündii!  gebilligt  werden  kann.  Dem  Halionalmachen  der  Gleichun- 
gen ist  besondere  Aufmerksamkeit  gewidmet  worden,  und  wir  sind 
dabei  auf  viele  Üusserst  Uhrreiche  Beispiele,  an  denen  das  Werk 
flberhaupt  reich  ist,  gestossen,  die  »ir  Lehrern  der  Matbematil 
dringend  zur  weiteren  Beachtnng  empfehlen.  Dann  folgt  die  AüA 
liisung  der  Gleichungen  des  ersten,  zweiten  —  diese  auch  mil 
Hülfe  der  Ketlenbriiche  —  und  dritten  Grades  mit  einer  nuht- 
kannten  üriisse,  und  die  Auflösung  der  büberen  Gleichungen  niil 
einer  unbekannten  Griisse  durch  Nüherung,  vrelchem  ietzlem 
Gegenstände  besondere  Aufmerksamkeit  ge»ldmet  worden  Itt 
Hieran  schliesst  sieb  die  Theorie  der  Eliminatioa  für  Gleichnnga 
des  ersten  Grades  und,  tyeit  ausführlicher  als  in  den  nieistd 
deutschen  Lehrbüchern  der  Algebra,  für  Gleichungen  hühew 
Grade,  so  dass  wir  auch  die  Behandlung  des  letzteren  Gage«- 
Standes  zur  Beachtung  besonders  empfehlen  köoueri.  Dann  we»- 
det  sich  der  Herr  Verfasser  zu  der  unbestimmten  Analytik  niri 
kommt  endlich  zu  einer  ziemlich  ausführlichen  Darstellung  dei 
Differenzenrechnung,  welche  sndiinn  in  vortrefflichster  Weise  ittt 
Entwickelung  der  Theorie  der  arithmetischen  Reiben  der  erstes 
und  büherer  Ordnungen,  zur  Summirung  der  Reihen  der  PoteDteo 
der  nalurlichea  Zahlen,  der  Berechnung  der  Kugelhaufen,  vaA 
~r-  was  wiederum  sehr  mit  Unrecht  nur  selten  in  Schriften  dlew 
Art  geschieht  —  auf  die  Theorie  des  Einscbaltens,  überall  dank 
vielfache  Beispiele  erläutert,  angewandt  wird.  Den  BesebbM 
wacht  die  Theorie  der  geometrischen  Keibcn  und  deren  Anira- 
dung  auf  die  Zins-  und  Kentenrecbnung. 

Es  hat  uns  besondere  Genugthuung  gewahrt,  dieses  In 
mehveren  Beziehungen,  namentlich  durch  den  Reichtfauni  leirr 
reicher  Beispiele  und  seine  hrichst  insfructive  Richtung  auf  die 
fruchtreiche  Anwendung  der  Theorie  ausgezeichnete  Werk  nn^rtii 
Lesern  hier  etwas  näher  bekannt  machen  zu  können.  Auch  der 
polnischen  Sprache  ganz  unkundige  Leser  und  Lehrer  werde« 
von  den  vielen  lehrreichen  Rech nungsb eis pielen,  die  selbst  in  vie- 
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,  len  onaerer  Aurgabeneammlungen  fehleo,  bei  ihrem  Uiilerdchte 
k  vielfachen  zweckniässigen  (^eitraucli  lUftL-hen  kiiiiiieri.  Gluck  hüh- 
tochen  wir  der  polnischen  niathenmliiichen  Literatur  zu  dem  Be- 
Ijjtitze  eines  so  ausgezeiclmeteii  LehrbuL'hjs ,  und  Gltick  wünechen 
Wyrii  der  Universität  au  Krukau  zu  dem  Besitze  eines  so  avsgHr 
Iceichneten  Lebiers,  irie  des  Herrn  Verfasser»  dieses  Werkettlm 


G  eo  ni  e  trie^,,.  *  „^^„.jj^„^  , 

1     ,       Sammlung     von    steroüraetrischen    Aufgaben.      Ffir 
[  JBymnasien    und  (i  civerb  eschule  n  hearb.eitet  von  Frie- 
!   drich  Hofmarin,   Professor   der  Mathematik  am  k.  Gyra,t 
nasium  zu  Bayreuth.     Bayreuth.   Grau.    1834.     8. 

Die  enipfebleiiswerthe  Sanimluiig  algebraischer  Aufgaben  des 

,  Herrn  Professor  Uofmann  ist  im  Lilerar.  Ber.  Nr.  LXSlVI.  und 
liXXXVIII.  angezeigt,    und    es  sind    ilort  zai,'leich  die  Principien 

'  sngegeben  viorden,  welche  den  Herrn  Verfasser  bei  der  Herauf; 
f;(ibe  dieser  Aurgabensamnilung  geleitet  haben.  Die  vorliegende 
JEammlung  sfereoniefriacher  Aulgabeii  ist  als  eine  erste  Fortsetzung 
Jener  algebraischen  Aufgabensammlung  zu  betrachten,  und  im  All- 
gemeinen ganz  nach  denselben  Principien  bearbeitet,  auf  welche 
wir  daher  hier  nicht  von  ]Neueni  einzugeben  brauchen.  Die  An- 
zahl dieser  stereomelrischen  Aufgaben  \»l  sehr  gross  und  belünft 
»ich  auf  534.     Dieselben  bähen  zum  Theil  sehr  ztveckmässig  eine 

]  ftnf  das  Praktische  gerichtete  Tendenz,  und  auf  den  Gebratich  des 
Dednial-  und  Duodecimalmaasses  ist  gleichmSssig  Rücksicht  gc- 

'  bämmen  worden.  Auf  unreine  qaadratische  Gleichungen  führende 
Aufgabe»  sind  durch  ein  vorgesetztes  ISterncben  (*)  bezeichnet; 
doch    führen  auch  mehrere   der  nicht  so    bezeichneten  Aufgaben 

(auf  solche  Gleichungen,    wenn  die  Unbekannten  nicht  auf  die  g^ 
«(ignetste  Weise  gewählt  werden;   ein  grosser  Theil  der  quadi-ati- 
«chen   Gleichungen    gieht    rationale    Resultate.     Der   Inhalt    na^li 
«euißn  Hauptabschnitten  ist  folgender;     I.  Würfel.     H.   Paralleta- 
j  pipedon.     III.   Prisma.    IV.   Cylinder.     V,   Pyramule.     VI.    Kegel. 
.   TIL  Abgekürzte  Pyramide.     VIII.  Abgekürzter  Kegel.     IX.  Kugel. 
I    X.  Kugel- Ausschnitt,    Abschnitt    und    Zone.      XI.  Regelmässige 
KSrper.     XII.  Vermischte   Aufgaben.     XIII.  Stereometrische    Auf;- 
gaben  vom  dritten  oder  vierten  Grade,  \ 

,  Eben  so  wie  die  Sammlung  algebraischer  Aufgaben  halten  nir 

I  auch  diese  Sammlung  stereometriacher  Anfgabeo  för  ein  den  be- 


L 
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treffenden  Unterricht  «ebr  zu  fördern  geeignetes  Hülbnilttat  mA 
machen  daher  alle  Lehrer  auf  dieselbe  aurmerltsam ,  indem  tril 
zDgleich,  ebenso  tvie  bei  den  algebraischen  Aufgaben,  den  Wunsch 
aussprechen,  dase  en  dem  Uerrn  Verlaüser  gefallen  luQ^,  aDoh 
die  Resultate  der  Aur^aben,  welche  die  vorliegende  Sammlaag 
noch  nicht  enthält,  bald  in  einem  besonderen  Hefte  au  verilfcot 
liehen,  ivolfir  sich  ihm  alle  Lehrer  gewiss  zu  Dank  verpflichtet 
halten  werden. 


Uebu 


Kegels 


Lebre 
boitlB- 
rhaopt 


ufgaben   über  die  Anivi 
vom    Maximum    und   Minimum    auf   d 
liüien    und    die  Theorie    der    ebenen  ( 
Von  Johann  Rogner,     Aus  dem  Jahresberichte  di 
Ober-Realschule  in    Gratz   für    das   Studienjahr    189^ 
besonders  abgedruckt.     Gratz.     Kienreich.     18S4.     i. 

Die  Anzahl  recht  zweckmassiger  und  instrucÜver  Aufgaben 
für  die  Lehre  von  dem  Maximum  und  Minimum  ist  nicht  xehr  gros«, 
und  jeder  neue  Beilrug  dazu  ist  mit  Dank  aufzunehmen.  Hht 
Professor  Rogner  an  der  st.  st.  Ober -Realschule  zu  Gratz  hit 
in  dem  vorliegenden,  eine  weitere  Verbreifung  verdienenden  Prin 
gramm  einen  solchen  Beitrag  geliefert,  auf  den  wir  die  Lese) 
unserer  Zeitschrift,  namentlich  die  Lehrer  der  Mathematik,  auf- 
rüerksam  zii  machen  nicht  unterlassen.  Die  Anzahl  der  mitgetheil- 
ten  Aufgaben  ist  14;  sie  alte  mitzulheilen,  fehlt  uns  hier  derRantu, 
vreshalh  wir  uns  mit  der  ersten  und  letzten  begnügen  : 


Aufgabe  1. 

ben    zwei    Punkte 


egehe 


jen 


fange 


r  Punkte  d 
abgeschnitten  wird. 

Aafi^abe  KIT.     Man  i 

lipse  durch   ei 
scfanittspunkte    b 


ei»  und  auf  dems4l' 
beätiianie  die  Lsg« 
1  den  verl.'ingaTtei 
niiglichste  SegmABt 


oll  f 


■  Seg 


ebenen  El- 
le  Dutcl' 


hei    und   di 

r  Curven  bestimmte  S 
Flüche  schneiden,  wobei  der  Herr  Verfu- 
Ser,  wie  aus  der  Auflitsung  hervorgeht,  annimmt,  da^s  die  gesucht« 
Parabel  durch  den  einen  Scheitel  der  Ellipse  gehen  imd  mit  iet- 
selben  die  Hauptaxe  gemein  haben  soll.  ' 

Neu  scheinen  die  Aufgaben  alle  zu  sein,  und  die  Auflüsnogw 
befriedigen  vollkommen,  indem  auch  der  zweite  Differentialquolienl 
überall  vollständig  entwickelt,  und  mittelst  desselben  das  Ma»- 
inum  uad  Minimum  gehürig  von  einander  unterschieden  wordwiisL 
Auch  uirUebungimDifferentüren  sind  diese  Aufgaben  sehr  gaeigoA 
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t  nach  dem  Vorwort  der  Herr  V^rrasser  diese  Aufgaben  jeden- 
falls auch  für  seine  Scbiiier  besUninit  zu  haben  sclieint,  so  legt 
dies  zugleich  Zeuir^iss  ab,  duas  flie  Matheiimfilc  auf  der  st.  st. 
Ober-Realschule  zu  Gralz  bis  ku  eiuer  ziemlich  heträchtlicben 
Uühe  mit  steter  Rücksicht  auf  Anwendung  getrieben  wird,  wozu 
wir  dieser  Lehranstalt  unter  der  Leitung  eines  so  ausgezeich- 
neten Lehrers,  wie  de«  Herrn  Verfassers,  nur  Gliicb  wfln- 
schen  können. 


Trigünometrie. 

Die  Elemente  der  ebenen  und  sphärischen  Trigo- 
nometrie. Nebsl  vielen  Aufgaben.  Von  Dr.  T.  Pranke, 
Professor  und  ziveitem  Direclor  der  palytecbnischt:n 
Schule  zu  Hannover.  Mit  einer  Kupfertafel.  Zweit« 
vermehrte  Annale.     Hannover.    Hehving.    1854.     S. 

Ein  deutliches  und  ziemlich  vollständiges,  die  gotiiometriacheii 
und  cyclonietriächen  Reihen  jedoch  nicht  enthaltendes  Elementar- 
Lehrbuch  der  ebenen  und  sphärischen  Trigonometrie,  das  nach 
einer  gemischten,  theils  geouielrischen,  theils  analytischen  Me- 
thode verfasst  ist  und  auch  eine  ziemliche  Reihe  von  Aufgaben 
und  eine  hinreichende  Anzahl  ganz  vollständig  aasgerechneter  nume- 
rischer Beisjiiete  enihhil.  Ks  enthalt  auch  das  Legend  re'scbe 
Theorem,  jedoch  noch  ganz  eben  so  beiviesenund  entwickelt,  wie  schon 
Liegendre  that,  obgleich  man  jetzt  viel  bessere  und  lehrreicberft 
Beweise  besitzt;  auch  über  den  Flächeninhalt  sphärischer  Drei- 
eck« i.st  das  Nuthige  beii^ebracht.  Auffallend  ist  es,  dass  der 
Uerr  Verfasser  die  neuesten  Bearbeitungen  der  spbüriscben  Tri- 
eonomelrie  gSnzlich  ignorirt  bat,  wodurch  die  Darstellung  dieser 
Wissenschaft  so  ungemein  erleichtert  und  vereinfacht  worden  ist; 
(lass  zur  vollsländlgen  Entwickelung  der  Grnndformeln  jetzt  ein 
Paar  Stunden  ausreichen,  und  der  Gebrauch  des  so  fatalen  Sup- 
plementär'Dreiecks  ganz  unnüthig  gemacht  wird.  Das  vüllig6 
Ignoriren  dieser  neuen,  unerkanulermassen  einen  wesentlichen 
Fortschritt  bedingenden  Darstellungsweise  ist  aber  um  so  anffal- 
lender,  weil  schon  eine  nicht  geringe  Anzahl  von  Schriften  er- 
schienen sind,  welche  sich  die  weitere  Entwickelung  dieser  neuen 
Methode  der  Darstellung  der  sphärischen  Trigiinnmetrie  zur  ganz 
besondern  Aufgabe  gemacht  haben,  woraus  der  Werlh  deutlich 
liervoTgeht,  welchen  die  Lehrer  der  Mathematik  auf  dieselbe  zu 
legen  geneigt  sind,  ein  Ignoriren  derselben  daher  künftig  nicht 
nebr  statthaft  sein  dGrfte  und  als  ein  Rückschritt  betrachtet  wer* 
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den  mufis,  den  tvir  am  allerivcnigstrn  in  Bezug  anf  den  noch  vi«l- 
facher  Verbesserungen  beiliirfeiiilen  und  solche  zulas.sendeu  niathe- 
matischen  Uoterncht  billigen  können. 


Astronomie. 


Di 


1843. 


Astron« 
Im  Lichte  und   Seh 


d  die  Astr. 


men  seit  dem 
^rer  Zeit  beln 


von  einem  Astronomen.     Leijixig.  Remn 

Ein  mit    Snchkenntniss    verfassteg ,    hijher 
machendes,  recht  irohl^'emciiites  ISchril'tclie 


An: 


welches  wirauchjriB- 
n  IVIatheinatikern  zur  Lcctiire  em|irchlen.  indem  sie  aus  demi«cllit)i 
in  der  Kürze  ein  im  Ganzen  ziemlich  voll»tündiges  und  deullichet 
Bild  von  den  wichtigitten  Arbeiten,  welche  seit  dem  «uf  deo 
Titel  genannten  Jahre  auf  dem  Felde  der  astronomischen  Wissen- 
schaften in  theoretischer  und  praktischer  Rücksicht  geliefert  wor 
den  sind,  sich  verschaffen  künnen. 


Vermftchte  Schriften. 


i 


chte   der    Kaiserlicl 
zu  Wien.     (S.  Liter. 


Akademie  iw 
^r.  Nr.  LXXXVa 


S.  12.) 

JahrRantilSSS.  XI.  Band.  3.  Heft.  S.  4li4.  Schönleir: 
üeher  Farbenveranderungcn.  —  S.  J'J2.  Fritsch:  Celjer  Schutt 
Gguren.  —  S.  409.  Fritsch:  Weitere  Belpfie  filr  eine  secußf» 
Aenderun:;  der  Lufttempernlur.  —  S.  504.  Pohl:  Beitrüge  rt 
Prüfung  der  Mikroskope  (sehr  sriindliche  und  lieachlenswerlheÄi- 
handluns)  — S.  604.  Keiin[;ott:  Mineralogische  Notizen.  —  8.631 
Pohl:  üeber  Saebammeter,  deren  Aiifertiauni;  und  PtSCang. — 
S.  674.  Partsch:  Ueher  den  Meteorsleln-Mederrull  unweit  Mei» 
MfldarasinSleheiiliürgenami.  September  1S53.  -  S.675.  PartscJil 
Anszu^  aus  dem  amtlichen  Berichte  über  den  am  4.  Se|iteniber  188 
bei  Mezö-i\l adaras  in  tSieheiibürgen  slattgthahten  Meteonten-FlIL 

Jahrgang  1853.  XI.  Band.  4.  Heft.  S.  730.  G  inti:  Schrri- 
ben  des  Herrn  Professor  Zantedeschi  über  die  Existenz  uad  dis 
Natur  der  elektrischen  Strünie,  welche  in  den  Telegraphen>liet- 
tungen  beobachtet  wurden.  —  S.  73S.  Littrotv;     Ueber  das«f> 
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leine  Niveau  der  Meere.  —  S.  742.  Llttrow:  Die  Ciilmina- 
pBpunkte  der  «stüchVn  Central- Alpen.  -  S.  750.  Kenngott; 
leralogUche  Nolizeu.  -  S.  773.  Fritscb:  Die  Lulttempera- 
steigt  und  Tallt  liinnen  einer  annln^en  eiirphrigen  Periode,  in 
Icher  sich  die  Soiinenllecken  vermindern  und  vermehren.  — 
J774.  Bericht  des  w.  M.  Herrn  Prof.  Peliival  iiher  eine  Abhand- 
Fg  des  Herrn  Olier-Ingenieuis  Johann  Arcari  (betrifft  das 
;ende,  von  Herrn  Arcari  geliisfe  Problem;  „Es  seien  frei  im 
ime  die  zwei  Massen  m  und  M  im  Zustande  der  Ruhe,  es  sei 
itw  materieller  elastischer  Verband  ohne  Gewicht,  dessen  ur- 
riingUche  Länge  gleich  a  ist,  es  sei  Q  eine  dritte  Masse,  welche 
(jeschivindiglieit  c  in  der  Richtung  mül  die  letzte  Masse 
80  sfüsst,  dass  eine  Verlängerung  x  des  Verbandes  a  binnen 
Zeit  (  erfolgt,  und  es  sei  die  Bewennng  von  m  und  5t  nnzu- 
ien."  Der  Bericht  des  Herrn  Professor  Petzval  spricht  sich 
sehr  saclikundiger  Weise  ül>er  die  Arheit  des  Herrn  Arcari 
l.)  _  S.  817.  Grailich:  Bewegung  des  Lichts  in  optisch  ein- 
gen  Zwillingskrystallen. 
Jahrgang  1853.  XL  Band.  S.  Heft.  S.  943.*  Vintsch- 
i:  Ricerche  sulia  struttura  microscopica  della  Retina  dcll'.Uomo, 
gli  Aniniali  verlebrati  et  de  Cefylop.idi.  —  S.  1006.  ünger: 
liges  über  die  Organisation  der  Biälter  der  Victoria  regia  Lindl. 
S.  lOlä.  Haidinger:  Die  grüne  Farbe  der  oxalsauren  Eisen- 
fd-Altalien  und  die  weisse  Farbe  der  Eisenoxyd- Alaune.  — 
Vm.  Bngeh  Ueber  die  EntxJckelung  des  Auces  und  des 
llürorganes.  -  S.  105>.  Oeltzen:  Ueber  die  Bahn  des  Pia- 
Thalia.  -  S.  1070.  Brücke:  Ueber  den  DichroJsmus  des 
ütrarbeetnlTs. 

Jahrgang  1854.  XIL  Band.  L  Heft.  S.  3.  Haldinger: 
^trag  zur  Erklärung  der  Farben  der  Polarisatinnebüschel  durch 
lugung.  —  S.  9.  Haidinger:  Tabelle  der  Eisbedeckung  der 
u  bei  Galacz  in  den  Jahren  1836  bis  1853.  —  S.  IL  Horn- 
n:  Bestimmnn!;  der  Bahn  des  ersten  Kamelen  vom  Jahre 
BUS  sSmmtlichen  Beobachtungen.  —  S.  22.  Kenngott:  Mi- 
'alogische  Notizen.  —  S.  41.  Littrotv;  BahnnJihen  zwischen 
periodischen  Gestirnen  des  Sonnensystems.  —  S.  SO.  Pohl: 
iysikolisch- chemische  Notizen.  —  S.  113.  Oeltzen:  Terglei- 
ziviseben  den  Zoncnbeobacfatungen  von  Bessel  und 
'rgelander, 

Proceedings  of  the  Royal  Society  (London.) 

Wir  hoffen   In  den  >Stand  gesetzt  zu   werden,    unsern  Lesern 
I  jetzt   ao  in  nnuatetbrochener  Folge  eine  Anzeige  der  „Pro- 
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ceedings"  derKOiii^l.  Geaetlschart  der  Wieaenscbaftcn  zu  Looöm 
lierern  zakünnen.  Wegen  der  RrossenWichtigkeil  dieser  Proceedlngg, 
und  weil  dieselben  wnhl  nenis^en  Leeern  unsererZeitschrift  au  GesicW 
Icommen  dürlten,  ivcrden  »ir  den  Inhalt  dereelhen  stets  TolUtüa- 
dig  anheben,  ohne  bestimmte  Ri'icksicbt  auf  die  durch  das  Ärchi* 
vertreteciftn  Wissenschaften,  iveil  doch  vielleicht  für  den  einen 
oder  anderen  Leser  auch  eine  botanische,  cherai^che  u.  s,  n.  Ab- 
handlung Ton  Interesee  8eiii  kirnnte,  ivnbei  ivir  jedoch  eriunecn, 
daes  uns  nur  in  Hcni^ien  Fallen  der  Raum  unserer  literarischn 
Berichte  erlauben  wird,  mehr  als  die  Titel  der  einzelnen  Abhand- 
lungen zu  geben. 

Vol.  VII.  No.  I.  p.  1.  Conlinuntion  nf  a  paper  on  Square 
Nürnberg  etc.  read  Dec.  -22.  1833.  By  Sir  Frederiuk  Pollocfc. 
—  p.  4.  The  Grst  part  of  a  paper  „On  a  Class  of  Differential 
Eqitatians,  including  thuse  tvbich  occur  in  Dynamical  Probleme." 
By  W.  F.  Donkin,  Savilian  Professor  of  Astronomy  in  Ihe  Coi- 
versity  of  Oxford.  Der  Herr  Verfasser  sagt  am  Anlange  dies« 
Aulsatzes:  „Tliis  paper  is  iiifended  to  contain  a  discussion  nt 
fiome  properties  of  a  claes  of  simiillnneous  dlfferential  eqnalloni 
of  the  ■first  order,  includrng  as  a  parlicuiar  case  the  form  (nhlek 
again  includes  the  dynamical  cquatians] 

tvhere  :ri  — .Tg,  ^, i/q  are  ttvo  sefs  of  n   variables   each,  ind 

accents  denofe  total  differenliation  with  respect  to  the  independnl 
variable  (;  Z  being  any  functiim  of  x,  etc.,  t/i  etc.,  vvliich  ntj 
also  contain  (  explidtly. "  —  p.  8.  On  Ihe  firowth  of  Land  Slielk 
By  E.  J.  Lowe.  —  p.  II.  Kote  on  Ihe  Decompositi.m  of  Sulphlh 
Tic  Acidl  by  Pentachloride  of  PhosphoruR.  By  Alexander  Wü- 
liamson.  —  p.  16.  On  a  new  and  morc  correct  method  of  detu- 
mining  the  Angle  of  Aperfnre  of  Microscnpic  Objett-Glasses.  Bj 
W.  SrOillet.  —  p.  18.  On  sooie  new  Compounds  of  Phenjl. 
By  Alexander  Williamson. 

Vol.  VII.  No.  2.  p.  21.  Note  on  an  indication  of  deplh  «f 
Primaeval  Seas,  afforded  by  the  rcniains  ofcoloui  iu  Fossil  Tesli- 
cea.  By  Edward  Forbes.  —  p. '24.  Note  on  the  Meltiiig-polll 
and  Translormalions  of  Sglphur.  By  B.  C  Brodie.  —  p.  SSa 
Ou  the  Sfruclure  and  Aflinities  of  Trigonoearpon  (a  fossil  fiult  >( 
the  Coal-roeasures).  By  Joseph  D.  Hooker.  —  p.  Si.  On  * 
peculiur  Arraugement  of  the  Sanguifemus  System  in  Terebralall 
and  certain  olher  Brachinpoda.  By  W.  B,  Carpenter.  —  p.  37. 
On  a  new  Seriee  of  Sulphuretted  Acids.    By  Dr.  Aug,  Kekp]^ 
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Lehrer  der  Mathi 
uen.     Mit  1  FiEure 


en  Änatysis.  Von  Dr.  Richard 
niatik  aii  der  Geiverbesohnle 
itafel.     Plauen.  1833.     8. 


den  Unterricht 
I  aU  Leitraden 
!  Elemente  der 


Wir  erlcennen  bei  dieneni  Schriftchen,  das  fi'ir 
{d   der  erslen  Klasse  der  Gewerbeschule  zu  Plaue 
I  dienen  beslinimt  ist,  das  luhliche  Beetrebeu,  di 

I; sogenannten  algebraischen  Annlysis  im  Geiste  der 
geren  analytischen  Methoden,  die  hauptsächlich  immer  auf  den 
Begriff  der  Gränze  zurückgehen  nnd  z.  B.  die  ganz  vagen  und 
verwerflichen  Entwickeluiigen  mittelst  der  sogenannten  unbestimm- 
ten Coefücienten  ganz  verschmähen,  darzustellen,  gern  und  be- 
Teitnilligst  an.  Mit  der  Art  und  Weise  aber,  nie  der  Herr  Verf. 
Siese  neueren  Methoden  in  Anwendung  bringt,  können  wir  keines- 
wegs überall  einverstanden  sein.  Auf  eine  ausführlichere  Kritik 
einzulassen,    gestattet   hier  der  Raum    nicht  und  würde  auch 

k  dnrch  die  Bedeutung  des  Scbriflcbens  nicht  gerechtfertigt  ert^chei- 
nen.  Um  aber  unser  Urlheil  doch  auf  irgend  Etwas  zu  basi- 
wollen  wir  nur  bemerken,  dass  am  Ende  des  Schriftchens 
der  Herr  Verfasser  sich  auch  mit  dem  Taylor'schen  Theoreme 
beschäftigt.  Ausser  an  seinem  sogenannten  Beweise  desselben. 
In  der  Art  wenigstens,  wie  er  denselben  darstellt,  müssen  wir 
billig  auch  schon  an  dem  Ausdrucke,  auf  welchen  der  Herr  Ver- 
fasser den  Satz  gebracht  hat,  Anstoes  nehmen.  Derselbe  lautet 
nämlich  bei  dem  Herrn  Verfasser  wie  folgt: 

„Ist  f(x  +  h)  eine  in  dem  Intervall  x  bis  x  +  k  stetige  Func- 
Thl.&Xin.  Hft.3.  3 


tion,  die  beiden  Grenzen  mit  einlie[rriffen ,  sind  l'ernpr  die  sSnmit- 

liehen  Uenvatianen  f(xj.  f"(a),  f"(x) eltenfalla  conlinaillicl, 

so  gilt  die  (üleicbniig 

/^(a;+A)=A.r)+A/-'(:i)+  ^  rv)  +  y^^r'w+™ 

so  lange,  alii  die  Reihe  recht»  conwrgirl." 

Ja  Treilich  hat  die  Reihe  reclitei  immer  eine  i;eiviasfl  Samme, 
HO  lange  sie  converi;irl!  aber  ob  diese  Snmme  in  ullen  Fällen  der 
Convergens  der  Reihe  auch  ivirklich  f{x^k)  ist,  wie  der  Siti 
bei  dem  Herrn  Verfasser  behauptet,  das  bleibt  ^etrles  »ehr  frag- 
lich und  wird  am  aliemenigslen  durch  den  sogenannten  Benrä 
des  Herrn  Verfassers  in's  Licht  ^eetellt.  üass  di«  Niimine  «ifk- 
lieh  f{x\h)  ist,  geht  vielmehr  in  allen  Fällen  erst  aus  einer  seht 
aorgfiilligen  Discutiruog  d^s  der  Taylor'sehen  Reihe  beizufügen- 
den sogenannten  Restes  derselben  mit  viiltiger  Bestimmtheit  hw 
vor,  aber  nicht  ans  ihrer  blossen  Convergenz  naih  den  gewBlra' 
liehen  Bedingungen  derselben.  Von  diesem  Reste,  desan 
Borgfällige  Discutirung  nun  einmal  bei  der  Taylor' sehen  niul 
Alaciaurin'schen  Reihe  nicht  umgangen  iverden  zii  kSoncs 
scheint,  ist  aber  bei  dem  Herrn  Verfasser  in  höchst  auffalleiKtei 
'Weise  mit  keinem  Worte  die  Rede,  und  sein  ganzes  Gerede  Qiic( 
diese  Reiben  ist  daher  ohne  allen  Grund  und  Hall.  Wir  glaubeB 
sehr  wohl  die  Quelle  zu  kennen,  aus  welcirer  die  falschen  Vor 
atcllungs-  und  Anschauungsweisen  des  Herrn  Verlassers  ursprüng- 
lich stammen,  wollen  aber  darüber  ein  Wort  hier  riichl  wdta 
verlieren,  hielten  uns  jedoch  für  verpilichtet,  den  Lesern  io  B^ 
zug  auf  dieses  Hüchlein  grosse  Vorsiebt  aii/ucnipfehlen,  un 
zu  bitten,  dem  Herrn  Verfasser  ja  nicht  Alles  anf  sein  Wort  w 
glauben.  Eine  strengere  und  weiter  ausgreifende  Kritik  zu  bauK 
spruchen,  scheint  uns  das  Büchlein,  wie  schon  erinnert,  oicU 
hinreichende  Berechtigung  zu  haben. 


Geometrie. 

Grundzüge  der  Geometrie  des  Maasses.  Ein  Lekl- 
buch  von  Dr.  Oskar  Schlümilch.  Erster  Tbeil,  enthd- 
tend  Planimetrie  und  ebene  Trigonometrie.  Zwei» 
Auflage.  Zweiter  Theil,  enthaltend  Stereometri  e,  Ke- 
gelschnitte, ephSrische  Trigonometrie  und  deäcriplive 
Geometrie.  Mit  in  den  Text  eingedruckten  Holzscbnit- 
teo.  Eisenach.  Bädecker.  1854.  8.  Beide  Theile  2Tlilr.lGSgt. 
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I  Wir  freuen  uns,    <Ias8  das  günstige  Urlbeil,    welches  wir  im 

\  Uterarischen  llerichte  Nr.  LIV.  S.  75].  ü'lier  dea  ersten  Theil  die- 
I  «e?  „GruiidKÜge  der  Geometrie  des  Maasses"  getallt  haben,  inso- 
fern eine  Bestätigung  gefunden  hat,  dis  lon  deniüelben  schon 
^  jetzt  eine  neue  Auflage  erschienen  und  diesem  Theile  ein  zwei- 
ter, die  Sterenmetrie  und  damit  verwandle  Gegenstände  enthal- 
tender Theil  lieigeftigt  worden  ist.  Der  erste  Theil  hat  in  dieser 
zweiten  Auflage  mehrere  Zusätze  und  Verbesserungen  erhalten, 
welche  der  Uerr  Veifasser  in  der  Vorrede  aiigiebt  und  die  äus- 
sere Ausstattung  ist  in  zw  eck  massig  er  Weise  dahin  abgeändert 
worden,  dass,  »ie  auch  in  dem  zweiten  Theile,  die  Figuren  in 
recht  gut  ausgeführten  Holzsehnitten  in  den  Text  eingedruckt  wor- 
den eind.  Uer  Inhalt  des  zweiten  Theils  ist  auf  dessen  Titel 
tgezeigt,  und  wir  künneu  den  Lesern  die  Versicherung  geben, 
dasB  sie  in  demselben  eine  gleich  ansprechende  Darstellung  und 
Eutwickelung  der  sterenmetrischen  Partieen  der  Geometrie  finden 
werden,  wie  in  dem  ersten  Tbeüe  der  Planimetrie  zu  Theil  ge- 
worden ist,  irobei  auch  manches  dem  Elerrii  Verfasser  Eigenthüm- 
Jiche  vorkommt.  Besonders  anerkennen  müssen  wir  in  Uezug  auf 
«tiesen  zweiten  Theit  drei  Dinge.  Erstens  hat  der  Herr  Verfas- 
ichtigem  Takte  und  genauer  Kenntoiss  der  Bedürf* 
thematischen  Unterrichts,  besonders  auch 
•uf  den  zu  unserer  Freude  immer  mehr  an  Bedeutung  gewinnen- 
den, eine  mehr  praktische  liicbtung  verfolgenden  Lehranstalten, 
l  eine  recht  gute  Darstellung  der  Elemente  der  descriptiven  Geo- 
metrie in  sein  Buch  aufgenoraraen,  Zweitens  freuen  wir  uns, 
dass  er  der  synthetischen  Darstellung  der  Lehre  von  den  Kegel- 
■ehnittea  eine  eben  solche  Bedeutung  für  den  mathematischen 
Unterricht  beilegt,  wie  ivir  selbst  von  jeher  zu  thun  gewohnt  ge- 
wesen sind,  und  deshalb  auch  eine  solche  Durstellung  dieser  Lehre 
In  sein  Buch  aufgenommen  hat,  wobei  wir  jedoch  Folgendes  zu 
bemerken  uns  erlauben  niuchten.  Uer  Herr  Verfasser  hat  die 
Kegelschnitte  gleich  von  vorn  herein  aus  dem  Kegel  entstehen 
lassen,  wie  z.  B.  auch  schon  Apollonius  gethan  hat,  und  mauche 
englische  Schrittsteller,  die  bekanntlich  in  dieser  Beziehung  als 
Muster  zu  betrachten  sind.  Nicht  wenige  andere  englische  Schrift- 
Bteller  gehen  dagegen  von  der  Entstehung  der  Kegelschnitte  In 
der  Ebene  aus,  und  zeigen  nur  zuletzt,  dass  die  betreffenden 
Linien  auch  mittelst  Uurchschneidung  eines  Kegels  erhalten  trer- 
den  können.  Dieser  letztere  Weg  hat  nach  unserer  Erfahrung 
fiir  den  Unterricht  sieh  immer  zweckmässiger  erwiesen,  theils 
darum,  weil  auf  demselben  der  so  wichtige  Begriff  des  geonie- 
tiischen  Orts  dem  Schüler  sich  am  Deutlichsten  zur  Anschauung 
bringen  läest,  und  weil  ferner  auf  diesem  Wege  die  Lehre  von  den 
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K^dscbnHtei)  sieb  unmittelbar  an  die  ebene  Gconetrie  aBsebliessl 
QDd  £0  sehr  vielen,  buchet  ziteckniässigen  l.'ebDn>;en  in  der  leti- 
teren  Veranlassnitg  giebt  Jedenfalls  ist  aiicb  die  E-isenscfaal^  äa 
Linien  des  ziretten  Grailes,  dass  8ie  sich  aas  dem  Ke<ie\  schnn- 
den  oder  als  KegeUchnitle  betracbten  lassen,  eiDe  nur  secoiidgre 
oder  abgeleitete  Ki^vnschart  dieser  Curven,  wie  wohl  am  Bestn 
ans  ihrer  analytischen  Theorie  hervorgehen  durdte,  and  schtlnt 
daher  nicht  ganz  geeignet  zn  sein,  an  die  Spitze  einer  Theorie  dersel- 
ben i^estellt  zu  werden,  n-enn  auch,  wie  schon  erinnert,  dem  Hern 
Verfasser  sehr  berühmte  Namen  in  dieser  Beziehung  zur  S^te 
stehen.  Auch  erkennen  »vir  die  Eleganz  der  von  dem  Herrn  Ver- 
fasser in  neiner  Weise  gegebenen  Darstellung  gern  an,  uDtW' 
drticlien  aber  auf  der  anderen  Seite  den  Wunsch  nitht,  dass  n 
einmal  einem  tGchligen  Mathematiker  und  Lehrer  gefallen  möchte 
eine  niSglicbst  kurze  und  elegante,  ganz  fiir  die  J^n-ecke  des  Ele- 
mentar-Unterrichts  berechnete  syolhetische  Uarstellnng  der  Lein 
von  den  Kegelschnitten  in  der  von  uns  vorher  angedeuteten  Weiw 
zu  liefern,  die  uns  noch  zu  fehlen  scheint,  und  gewiss  selbst  in 
dem  Archive  gern  Aufnahme  linden  ivürde,  vielleicht  unter  Vh- 
anstallung  eines  besonderen  Abdrucks  tur  die  Zwecke  des  üa- 
terrichts.  Drittens  endlich  hat  der  Herr  Verfasser  in  der  ephl- 
Tischen  Trigonometrie  die  frühere  vielfach  unbeholfene  DarsteUosg 
mit  Hülfe  des  Supplementardreiecks  u.  s,  m'.  ganz  verlassen,  nrd 
sich,  bei  Qbrigens  selbsHtändiger  Verarbeitung,  völlig  der  neneren, 
aus  dem  Archive  Tbl.  XVI.  Nr.  II.  Tbl.  XVII.  Nr.  lU.  jeUt  f»U 
allgemein  bekannten  Darstell ungsiveise  angesehlossen.  Das  Le- 
gendre'scbe  Theorem  hat  auch  Aufnahme  gefunden  nach  der 
ursprünglichen  Darstellungsweise  seines  Erfinders,  die  wir  freilich 
gern  mit  einer  besseren,  neueren  verlauscht  gesehen  hätten, 
dem  Herrn  Verfasser  daraus  einen  besonderen  Vornurf  machen 
zu  wollen.  Die  Beschränktheit  des  Raumes  verbietet  uns,  n 
Aber  dieses  empfehlenawerthe  Buch  zu  sagen,  und  die  oben 
uns  besonders  hervorgehobenen  Vorzüge  und  Eigeiith  Gm  lieh  keilen 
desselben  sind  keineswegs  die  einzigen.  Wir  wünschen  sehr, 
demselben,  nanienliich  in  seiner  jetzigen  neuen  Gestutt,  die  sdir 
wobi  verdiente  Beachtung  der  Leser  des  Archivs  in  jeder  Be- 
ziehung auch  fernerhin  zu  Theil  werden  miige,  besonders  artA 
von  den  Lehrern  der  Matlieniatik  auf  Gymnasien  und  Realschule^ 
die  aus  demselben  vielfache,  den  Zwecken  des  Dnterricbta  fS^ 
derliche  Belehrung  schupfen  können. 

Ueber  einen  merkwürdigen  Punkt  im  Dreieeki- 
Eine  mathematische  Aufgabe  für  Schüler  zur  UebuBf 
im  trigonometrischen  Rechnen.    Behandelt  von  Docter 
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fJterariMlur  Bertckt  XCI. 

Gnstav  Ememann,  otJ  entlichem  Lehr 
reu  Bürgerschule  zu  Frankrurt  a.  d.  O 
der  Mathematisch  BD  Studien  für  die  Zit 
Halle.  Berner.  1854.    8. 

Diese  Schrift  betrifft  die  folgende 


Zireites  Heft 
cke  der  Schule. 


Aufgabe. 

Innerhalb  eines  Dreiecks  einen 
HO  dass  die  drei  Winkel,  welche  die 
nach  den  Ureiecksecken  gezogenen 
den,  in  derselben  Kichtung  genoni 
•  eiteti  bilden,  einander  gleich  sind. 


Punkt  EU   finden, 
on  diesem  Punkte 


welche  der  Herr  Verfasser  nach  tc 
und  daran  eine  grössere  Anzahl  von 
und  für  dusselbe  gellenden  Relatioi 
Cn interessante  darbieten ,    und   \n'\ 


schiedenen  Methoden  auflüst 
Lehrsätzen  über  das  Dreieck 
en  knfipft,  die  manches  nicht 
deren    Enlnicketung  sich    der 


Herr  Verfasser  überall  der  geometrisch -trigonometriEihen  Methode, 
wenn  man  sn  sagen  darf,  bedient.  Zugleich  sind  einige  numerische 
Beispiele  beigefügt.  Das  erste  Heft  dieser  Mathematischen 
Studien  für  die  Zwecke  der  Schule,  welches  den  Titel 
fährt:  Ein  mathematisches  Tliema  aus  der  Schule.  Von 
l)r.  A.  Wiegand.  Halle.  Berner.  1854.  ist  noch  nicht  zu  un- 
serer Kenntniäs  gelangt.  Jeilenfalls  aber  scheint  das  Unterneh- 
men, solche  mathematische  Scbullhemata  in  einzelnen  kleineren 
Heftchen  zu  behandeln,  in  pädagogischer  Rücksicht  wobl 
Empfehlung  zu  rerdienen. 


Trigonometrie. 


Die  ebene  Polygononietrie,  vollstSndig  dargeatell 
und  durch  zablreicJie  Beispiele  erUutert  von  Dr.  J.  Dien- 
ger, Professor  der  Malhenialik  au  der  polytechnischen 
Schule  zu  Carleruhe.  Mit  3'J  in  den  Text  eingedruck 
teu  Figuren  in  Holzschnitt.     Stuttgart.  Metzler.  18Q4.    8. 


Wir  empTchlen  diese  Schrift  in  mehreren  Beziehungen  der 
Aufmerksamkeit  unserer  Leser.  Erstens  hat  der  Herr  Verfasser 
in  derselben  die  Zahl  der  Aufgaben,  welche  die  ebene  Pnlygo- 
nometrie  darbietet,  erschöpft  und  eine  so  vollständige  Darstellung 
derselben  geliefert,   dass  der  Lehrling  in  den  Stand  gesetzt  wird. 
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Jede  sieb  ihm  darbietende  Aufgabe  lösen  und  auch  in  den  TCP 
wickeiteren  Fällen  sich  helfen  au  hünneii,  in  trelcber  Bezielitnf 
der  Herr  Verfastier  jedenfalls  mehr  als  die  meisten  seiner  Vo^ 
gfinger  geleistet  hat.  Ganz  besondere  Anerkennung  rerdieot  es 
ferner,  dass  er,  worin  sonst  so  vielfach  gefehlt  n-ird,  eifrig  be- 
müht gewesen  ist,  dem  Leser  gleich  In  den  ersten  Grnndsitzen 
die  üeberzeugung  der  ausnahmslosen  Gültigkeit  der  erhaltenen 
Resultate  xu  verschaffen,  «eil,  wie  er  sehr  richtig  bemerkt,  ohne 
diese  klare  Ueberzeugung  zwar  tvohl  ein  mechanisches  Nachtreten 
vorgeschriebener  Formeln,  nie  aber  eine  selbstbewusste  Benutzung 
derselben  möglich  ist,  eine  Ansicht,  die  wir  ganz  zu  der  unsriyeo 
machen,  und  dem  Herrn  Verfasser  im  Kamen  der  Wissenscbaft 
danken,  dass  er,  wie  in  seinen  früheren,  in  vielen  Beziehungen 
ausgezeichneten  Schrilten,  diesen  Grundsatz  auch  in  der  loHie- 
genden  zur  vollständigen  Gellung  zu  briugen  sucht,  und  zwar  in 
einer  Weise,  die  jedenfalls  ohne  zu  groi^se  Weitläufigkeit  das  er- 
strebte Ziel  glücklich  erreicht.  In  unmittelbarem  Zusammenhange 
hiermit  steht  es  auch,  dass  der  Herr  Verfasser  sich  keineswegli 
wie  meistens  geschieht,  bloss  mit  der  lietracblung  snlcher  Poly- 
gone beschSitigt,  bei  denen  die  G|iäteren  Seiten  die  frilheren  uichl 
mehr  durchkreuzen,  sondern  auch  solche  Figuren,  bei  denen  euA 
Durchkreuzung  der  Seiten  Statt  findet,  in  den  Kreis  seiner  Be- 
trachtungen zieht  und  fiir  dieselben  die  unbeschränkte  GSitigkalt 
der  erhaltenen  Formeln  nachweist.  Endlich  ist  hervorzuheben, 
dass  eine  ziemliche  Anzahl  numerischer  Uebungsbeispiele  beige- 
fügt ist,  wodurch  die  Brauchbarkeit  des  Werkchens  sowohl  im 
Allgemeinen,  als  auch  namentlich  für  sniche,  welche  praktiscbe 
Anwendungen  von  der  Polygonometrie,  deren  dieselbe  bebanntlich 
in  so  reichem  Maasse  z.  B.  in  der  Geodäsie  fähig  ist,  raachea 
wollen,  wesentlich  erhöhet  wird.  Die  vorliegende  Schrift  ist  vod 
dem  Herrn  Verfasser  zweckmässig  unabhängig  von  jedem  Leh^ 
bildet  jedoch  mit  dem  „Handbucbe  der 
Trigonometrie",    das  von   ihm  Bächstens 

I erscheinen  wird  und  dem  wir  mit  Verlangen  entgegen  sehen,  ge- 
wissermaassen  ein  Ganzes.  Es  wird  uns  freuen,  wenn  die  tot- 
hergehenden  wenigen  Bemerkungen  geeignet  sein  solltenj 
Aufmerksamkeit  unserer  Leser  auf  das  vorliegende  empfel 
we  ' 
: 


iche  gehalfen  worden 
ebenen  und  sphärischei 
erscheinen  wird  und  dt 
wissermaassen  ein  Gan 
hergehenden  wenigen 
Aufmerksa 
werthe  Schriftcbea  zu  lenken. 


Vermischte  Schriften. 


Wisi 
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Jahrgang  1854.  XII.  Band.  2.  Heft.  S.  109.  Natterer: 
GasverdichliiTigH- Versuche.  —  S,  230.  Grailicfa:  Bewegung  des 
Lichts  in  optisch  eliiaxigen  ZwillmgekrystaUen.  —  S.  263.  Pekä- 
rek:     Ueher  elektrische   Lampen. 


Jahrgang  T854.     XIL  Band, 
mann:    Theorie  nnd  Bet'chreiliiing  einer  neuer 
S.  303.  Hornstein:     Bestimmung'  der  Bahn  d< 
vom  Jahre  1847,    nelist*)  Beujerkungen  über  d 


S.  2S1.    SchBne- 

n  BrückenM-age.  — 

i  erelen  Kometen 

II  üebergarig  von 


der  Parallel  zur  Ellipse  oder  Hyperbel.  —  S.  : 
Bestimmung  der  Bahn  des  ersten  Kometen  vom  Jahre  JF^'>3.  — 
S.  400.  Haidinger:  Ueber  Senarmont's  gerärbte  Krystalle.  — 
S.  401.  Haidinger:  L'eber  den  Pleochroismus  und  die  Krystall- 
structur  des  AmelhyBtes.  —  S.  464.  A.  v.  Ettingshausen :  Be- 
rieht  über  das  von  J.  Anathoii  zur  Beurtheilung  eingereichte 
Nanuscript:  „Die  natürlichen  Gesetze  der  Musik"  mit  dem  Motto: 
Wahre  Musik  ist  Jedem  versländlich.  (Auf  diesen  hÜLhst  inter- 
essanten Bericht  A.  v.  Ettingshauseii's  über  ein  Werk,  wel- 
ches für  die  Musik  von  grosser  Wichtigkeit  zu  seiu  und  in  der- 
selben neue  Bahnen  ku  erüffnen  scheint,  machen  wir  alle,  die  Rir 
Musik  sich  interessiren,  im  Allgemeiuen,  insbesondere  aber  auch 
die  Physiker,  aufmerksam.)  —  S.  515.  J.  H.  T.  Möller:  Allge- 
meine Ableitung  der  krystallometrischen  GrundE^leicbuogen.  — 
S.  527.  Boue;  Versuch  einer  naturgemSssen  Erklärung  der  ehe- 
maligen Temperatur-Verhältnisse  auf  dem  Erdballe,  insbesondere 
während  der  iilteren  Steinkohlen -Periode,  so  nie  auch  der  Mög- 
lichkeit der  Entstehung  der  .Steinkohle  in  den  Polargegenden.  — 
S.  536.    Grailich:     Note  in  Betreff  der  Grundgestalt  der  Glimmer. 

Jahrgang  1854.  XII.  Band.  4.  Heft.  8.  545.  Haidin-  ' 
ger;  Note  über  gewundene  Bergkry stalle!  —  S.  600.  C.  v.  Et- 
tingshausen:  lieber  die  Nervation  der  Blätter  der  Papiliona- 
ceen.  (Schon  durch  die  z"'eiiinilzwanzig  trefflich  ausgeführten  Tafeln 
in  Naturselbstdruck  der  k.  k.  Hof-  und  Staatsdruckerei  auch  für 
den  Nicht -Botaniker  buchst  interessant.)  —  S.  664.  Alth:  Bei- 
träge zur  Frage :  Ueber  den  Isomorphismus  homologer  Verbindun- 
gen. —  S,  670.  Haidinger:  Mittheiluiig  aus  einem  Schreiben 
des  Herrn  Professor  Stokes  über  das  optische  Schachbrettmuster. 
—  S,  678.  Derselbe:  Dauer  des  Eindrucks  der  Polarisations- 
büschel auf  die  Netzhaut.  —  S.  680,  Derselbe:  Berichtigung 
einer  früheren  Angabe,  —  S.  685.  Derselbe:  Die  Richtung  der 
Schwingungen  des  Lichtiithers  im  polarisirten  Lichte.  Mittheilung 
aus  einem  Schreiben  des  Herrn  Prof.  Stokes  nebst  Bemerkungen, 
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Bulletins  de  TAcadi^iaie  Royale  des  Hcience«,  d«» 
leltres  et  des  beaux-arts  de  B^lgiqne.  (Vergl.  LfU> 
rarischer  Bericht  Nr.  LXXXVII.  S.  U.J 

Tome  XX.  lll-'Partie.  1853.  u.  27.  A.  Quetelet:  Äppli- 
cation  de  la  t^legraphie  ^lectrique  ä  I'astroDomie.  —  p.  28.  Siit 
la  möt^orologie  nautiqiie  et  la  cunference  maritime  tenue  ä  ßruiel- 
les;  note  par  A.  Quetelet.  — '  p.  35.  Sur  las  eloiles  ülantes 
p^riodiquesdesäet  lOaoät;  par  A.  Quetelet.—  p.  129.  Mäl^- 
Tolügie  nautique.  Rapport  sur  uiie  demande  du  GouvernemeDl 
beige;  par  A.  Quetelet.  —  p.  137.  Sur  I 'Organisation  des  cais- 
ses  des  veuves,  avec  des  appÜcations  ä  la  caisse  des  veuves  et 
orpbelins  dea  ofGciers  de  l'armäe  beige.  Memoire  de  M.  Liagre, 
Rapport  de  M.  Schaar.  —  p.  U2.    Rapport  de  M.  Quetelet.  — 

tl4fi.  Sur  la  diminutlon  de  rincliiiaison  magnetiqne  en  Eorope. 
ettre  adressee  le  22.  Septbr.  1853  k  M.  Quetelet  par  M.  Haa- 
steen.  (Ein  auch  in  theoretischer  Rücksicht  sehr  interessanter 
"rief  des  berühmten  norwegischen  Astronomen.)  —  p.  '"'  " 
"       '      ■'      '   -  "■  •     ■  ■         Mitt 


von  Herrn  Quetelet.)  ~  p.267.    Memoire  de  M.  Duprez,  ayani 

Kiur  tilre:  Sur  un  cas  particulier  de  l'äquilibre  des  liquides, 
apports  de  M.  Crahay  et  de  M.  Plateau.  —  p.  270.  Obse^ 
vations  sur  les  hortoges  ^lecfriques,  par  le  S''  Jaspar,  fabricant 
d'instruments  de  physi<tue,  ä  Liege.  Rapport  de  Sl.  De  Vaui. 
—  p.  281.  Descnption  de  quelques  modiucations  apporttfes  aoi 
borloges  electriques,  par  J.  Jaspar.  —  p.  .351.  Sur  une  naine 
n^e  dans  les  environs  de  BruKelles-  Note  par  M.  Quetelet.  — 
Ausser  diesen  Aul'sätzeu  enthält  der  vorliegende  Band  noch  ver- 
schiedene andere  interessante  Einzelheiten,  die  sich  hier  ntcbt 
alle  nanihaft  machen  lassen. 

Tome  XXI.  I"  Partie.  1854.  |>.  GO.  Sur  an  memoire  de M.Hon- 
ligny,  et  inlitn16:  Esa.ii  aiir  des  cffela  de  rcfrac;inii  et  de  diapertiDil 
prniluiU  par  l'air  ntmciB|ih«rique.  Rapijort  de  M.  Plateau.  —  p.  Tt 
Sur  le  iKiuTel  Obiervatnire  megn^tique  äe  Itnme;  par  A.  QueteleL  — 
p.  79.  Sur  le  principe  älectrnatntiqiie  de  Palni;!  et  »ea  (Mperlencesi  Lettre 
de  M.  te  prrifeineiir  Zan  teileinh  i  ile  Pailniiu  ä  M.  Qiipiclet.  —  p.  B4 
Sur  qnelqiiei  pnrliciilaritä«  de  fnrmiitea  d'anHlTie  matli^mntiqite.  Lettre 
de  M.  GenoRchi  A  M.  QoctBlot.  —  p.  96.  '  Sur  leg  pr.ipnrdane  de  la 
race  nnire;  par  M.  Quetelet.  —  p.  14U.  Sur  l'nrigide  au  la  natara  im 
cainriqiie :  par  M,  Martena.  —  p.  218.  Snr  la  dfclinaiaon ,  l'inrlinat- 
■on  et  la  force  de  rnigiiille  ma^n^tiqne  a  Briiicllea  et  aar  lea  variatieaa 
de  cea  Irnia  ^l^menl»  dcpuls  qoelquea  anneea;  par  M.  A.  Quetelet,  — 
p.  2T8.  Sur  iine  nnufelle  melhode  fnurnle  par  la  g^omätrle  deactiptiTC. 
pDur  rccherr.her  et  dämnalrer  les  prnpri^t^a  de  l'^tendiic;  par  M.  Brai- 
■  eur.  —  p.  282.  Sur  les  anrorcs  fanrealea;  par  M.  A.  Quetelet.  (Wn 
ea  una  acheial,  ein  mehrfach  wichtiger  Aufsatz  über  daa  Nardlicbt.) 

Annexe  aux  Bnllctina.  1S53  — 1834.  Enlhätt  auaaer  mehrerca 
Abhandlangen  natnrwiaienaehafllichen  und  liiatorMclien  Inlialla  die  fol* 
gende  jedenfalls  sehr  beachtcasirerlhe  und  allgemein  interensanle  grnsaeN 
Alihandlnnf;:  Mcmiiire  anr  l'nrganisalii'n  dea  cai^xEs  dra  leuica  avec  itt 
applinatinna  h  la  caisae  de«  »euiea  et  orphelins  des  officieri  de  Varm^e 
beige;    par  H.  le  Capilaine  Liagre, 
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Literarischer  Bericht 
xcn. 

Arithmetik. 

Anküiidi  ijung. 
In  Folge  wiederholter  Aiirrnrderiirigeri  h&lie  ich  die  Resultate 
zu  meinen  Aufgalien  aus  der  Arillimetik  und  Algebra  aulograpbirt. 
DiejenipRn  geehrten  Herren  Collegen,  welche  die  Aufgaben  bei 
ihrem  Unterrichte  benutzen,  wollen  die  [Jesultate  von  der  Gran- 
schen  Buchhandlung  in  Bayreuth  beziehen. 
Bayreuth  im  November  1854. 

Professor  Uofniann. 


Auf  der  Universität  zu  Upsala  sind  neuerlich  die  folgenden 
akademischen  Schriften  mathematisdien  Inhalts  erschienen,  die 
in  jeder  Ueziehiing  eehr  verdienen,  in  Deutschland  xu  einer  grös- 
seren und  allgemeineren  Bekanntschaft  zn  gelangen ,  als  den  mathe- 
matischen Erzeugnissen  trefflicber  schtvediscbcr  Mathematiker 
raeistene  su  Theil  wird; 

BidragtillTheorien  omElliptiskaFnnctioner.  Inbjad' 
ningsskrift  af  Promotor  Carl  .lohan  Malmst^n.     Upsala 

Bidrag  tili  Lüran  om  Com  t  i  nnerliga  Brak.  Äcade 
mlsk  Afhandiing.  Praes.  Mag.  Carl  Joban  Malmatrfn^ 
Professor  iRena  Mathematiken.  Respp.  P.  VV.  Hult 
man,  Y.  Nyber^,  S.  T.  Göranson,  R.  Buhenson,  H.  F 
Neren,  H.Schulz,  A.  M.  Myrherg,  J.  V.  Wretman.     üpaala 

Om  Upplüsningen  af  Fjcrde  Gradeus  Equationer 
Acaderalsk  Afhandiing.  Praes.  Mag.  Carl  Johan  Malm 
Thl-XXlIl.  Hft.  4.  4 


atibei).     Resp.  C.  F.  Rad- 


el«n,  Professor  i  Rena  Ma 
berg.     Upsala. 

Oro  Grunderna  Tür  Difreren  lialkalkylen.  Akaäenisk 
ATlianrlline.  Praes.  Carl  Johan  Malmslön,  Proressori 
Rena  MalhemaliLen.   Resp.  Fürf.  T.  R.  ThaUn.    Cpsala. 

Inlednidg  tili  Mathematiken.  Akademisk  Afhand- 
ling,  Praes.  Mag.  Carl  Johan  Malmsien,  Prof.  i  Reos 
Hathem.     Besp.  Fürf.  N.  G.  Ljunsiell.     Upsala- 

Wir  machen  nochnials  dte  Leser  des  Archivs  auT  diese  du 
Interessanten  Vieles  darhjetenden  Abhandlungen  auOnerksaiiii  denn 
Inhalt  wegen  Mangel  an  Itaum  wir  leider  nicht  besondera  «gt* 
ben  können. 


1'heoric  der  analytischen  Facultäten  nebst  ihrer 
Anwendung  auT  Analysis,  Kreis  functionen  und  be- 
stimmte Inteprale.  Von  Dr.  Ludwig  Oetting«r,  Grase 
herzoglich  Badischem  Hofrathe  und  Professor  der  Mt- 
theniatik  an  der  Universität  Freiburg  i.  B.  PreibnrK 
i.  B.  Diernfelder.  1^0.     4. 

Dieses  ausrührliche  Werk  über  die  immer  nocb  nicht  hinrei- 
chend behandelte  Theorie  der  analytischen  FacaltSlcn  zerfällt  in 
ewei  Abtheilungen,  wovon  die  erste  die  Theorie  der  FacullSteD, 
die  zweite  ihre  Anwendung  auf  Analysls,  ßifferenKenrechnnng, 
Kreisfunctionen  und  bestimmte  Inle<rrale  enihälf,  und  bietet  dem 
Leser  vielfache  eigenthümliche  Untersnchunpeu  des  geehrten  Hern 
Verfassers  dar.  Bei  der  Begründung  der  Theorie  ging  derselb« 
nm  so  mehr  mit  Recht  auf  die  ersten  Elemente  zuriick,  da  die 
mit  diesen  Gebilden  sich  beschäftigenden  Srliril'lsteller  bei  ihren 
Untersuchungen  von  ziemlich  verschiedenen  Ansichten  ausgingen, 
wobei  manche  Lücken  getussen  wurden.  Der  Bildung  einer  zneck- 
mSssigen  Bezeichnung  hat  der  Herr  Verfasser  besondere  Aiifnierlt- 
sanikeit  gewidmet,  was  besonders  verdienstlich  ist,  weil  bei  die- 
sem Gegenstände,  wie  jeder  Kenner  desselben  zugeben  wird,  eine 
möglichst  einfache  und  zweckmässige  Bezeichnung  von  besonderer 
Bedeutung  ist.  Die  fiir  die  Enfivickelung  der  Facul täten  in  Reihen, 
geordnet  nach  den  Potenzen  der  Grundgrüsse  und  Zunahme,  aof- 
gestellten  Sätze  sind  die  Brücke  für  die  von  Kramp  gelassene 
Lifcke,  und  scheinen  von  besonderer  Wichtigkeit  zu  sein,  wdl 
sie  hei  anderweitigen  Entwickelungen  in  der  Analysis  und  Diffe- 
renzenrechnung  von  grosser  Brauchbarkeit  sind  und  dort  Probleme 
in  organischem  Zusammenhang  losen,  die  bisher  nur  einzeln  und 
getrennt   und   mit   grosser  Mühe  behandelt   wurden,  sich  auch  in 


UlerariscHer  Bericht  XClt. 


ganz  entfernt  liegenden  Zweigen  der  Integralrechnung,  z.  B.  bei 
der  Darstellung  der  Integral-Logarithmen ,  sehr  dienstbar  erneiGen. 
Die  UmrurmuDg  der  Pacultüten  im  Allgemeinen  (o"l'*)  als  eines 
Ausdrucks  von  drei  unter  einander  uuabhängigen  (positiven  und 
negativen,  ganzen  und  gebrnchenen)  Grössen  ist  im  Kach trage  zu 
Abschnitt  I.  und  il.  ausführlich  behandelt,  und  es  sind  S.  146.  24 
Umformungen  aufgefunden  worden ,  von  denen  Kramp  nur  7  ohne 
ihre  Begrfindung  zu  gehen  aufgestellt  hal.  Für  die  Zurückführuiig 
einer  Facultät  von  der  allgemeinen  Form  a"!''  auf  die  specielle, 
deren  Basis  und  Zunahme  die  l?linheit  ist,  naren  bisher  nur  zwei 
Falle,  je  einer  von  Kramp  und  Gauss,  und  beide  von  Bessel 
entwickelt,  wogegen  die  Theorie  des  Herrn  Verfassers  acht  Um- 
formungsgleichungen aufweist,  die  allen  Anforderungen,  welche, 
wie  der  Herr  Verfasser  sagt,  an  die  Theorie  eines  Gegenstandes 
consequenter  Weise  geslellt  werden  können  und  müssen,  zu  ge- 
pSgen  und  alle  Widerspruche  zu  lusen  scheinen,  worin  man  seit 
Kramp  gerieth,  und  deren  Entrerriung  bisher,  aber  nicht  immer 
mit  gewünschtem  Erfolge,  versucht  wurde.  Die  Anwendung  der 
in  II.  entwickelten  Facultälen-Cneriicienten  oder  Summenausdriicke 
für  die  Verbindungen  mit  und  ohne  Wiederholungen  ist  im  dritten 
Abschnitte  hervorgehoben.  Der  vierte  Abschnitt  heschäFtigt  sich 
mit  der  Darstellung  der  Kreisfunctionen  durch  Facultaten,  und 
der  sechste,  ein  Eiberaus  reiches  Material  darbietender  Abschnitt 
ist  der  Anwendung  der  Facultaten  auf  die  Darstellung  der  be- 
stimmten Integrale  gewidmet.  Am  Ende  der  Vorrede  bemerkt 
der  Herr  Verfasser,  dass  die  einzelnen  Abschnitte  dieses  Wer- 
kes, die  schon  vor  einem  Jahrzehend  nieder  geschrieben  waren, 
froher  in  Crelle's  Journal  erschienen  sind. 

Die  Leser  des  Archivs  des  Weiteren  wegen  auf  das  umfang- 
reiche Werk  selbst  verweisend,  müssen  wir  uns  mit  der  vorstehen- 
den allgemeinen  Angabe  seines  Inhalts  hier  begnügen,  glauben 
aber,  dass  dasselbe  jedenfalls  eine  gute  Grundlage  für  weitere 
Untersuchungen  darbietet,  und  wünschen  daher,  namentlich  auch 
der  Vollständigkeit  wegen,  mit  der  es  seineu  Gegenstand  behan- 
delt und  die  Punkte  hervorhebt,  welche  bei  demselben  besondere 
Beachtung  und  «eitere  Enlwiclielung  verdienen,  sehr,  dass  es 
sich  der  Aufmerksamkeit  der  Lehrer  unserer  Zeitschrift  nicht 
entziehen  möge,  wenn  auch  sein  Inhalt  allerdings  vielen  derselben 
schon  aus  dem  Crelle'acben  Journale  bekannt  sein  wird. 
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Geometrie. 

Sämling  af  (leometrlska  Probletner  utgifvren  af 
C.  F.  Liiidnian,  niath.  Lector  i  SlrengiiHs.  Andra  npp- 
lagan.     Slren^'tiKs    1S5;). 

Fflr  die  Güte  und  EniiirehlungswürdiifkeU  dieser  SainniliiDg 
geomelrUcher  Aul'gaben  bür;;!  xclion  der  üinstand,  dass  dieselbe 
in  doer  zH'eilen  Auriage  erücbietien  ist,  neun  aaeb  ni<:bt  der 
Name  des  Herrn  Verfassers  nur  Ausgezeichnetes  erwarten  Hesse. 
Wir  machen  daher  die  Leser  des  Archivs  auf  diese  Aufgabeu- 
Sammlung  aulnierksam. 

Die  Seiten II liehe  des  schiefen  Kegels.  Abhandlung 
des  Oberlehrers  Trliger.  Programm  der  Petriscbule 
EU  DaiiziK  von  Ustern  ISS2.     Oanzig.     4« 

Diese  gründliche  Untersuchung  über  die  Seitenfläche  des 
schiefen  Kegels,  uekhe  die  betreffenden  Integrale  auf  die  elli|i- 
tischen  Functionen  zurückführt,  verdient  recht  sehr  tioch  nacli- 
träglicl)  der  Beachtung  der  Leser  des  Archivs  empfohleu  su  tverden. 


Geodäsie. 

Lehrbuch 
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Brauraüller.     1834 

8. 

Dieses  neue  Lehrbuch  der  niederen  Gendäsie  enthSIt  eine 
sehr  gründliche  und  vollständige  Anleitung  zu  dieser  Wissenschaft 
setzt  dabei  aber  ein  ziemliches  Maass  von  Kenntnissen  aus  der 
Elementar-Matfaematik,  hauptsächlich  aus  der  ebenen  Trigonome- 
trie Dud  analytischen  Geometrie  oder,  irie  wir  hier  lieber  sagen 
ivollen,  aus  der  Conrdinatea- Geometrie  vurnus,  wenn  auch  der 
Herr  Verfasser  allerdings  sich  vielfach  angelegen  sein  ISsst,  du 
Meiste,  was  er  namentlich  aus  der  letzteren  Wissenschaft  b» 
seinem  Vortrage  gebraucht,  sehr  deutlich  und  ausführlich  zu  ei> 
läutern.  Dass  er  so  vielen  Gebrauch  von  der  Coordinaten- Geo- 
metrie hei  der  Aufnahme  des  Terrains  gemacht  hat,   verdient  die 
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l^rüsäte  Auerkenimii^,  da  diese  Alctliode  eioinat  überhaupt  mcbt 
genug  emprohlen  werden  kann,  und  dann  insbesondere  bei  forat- 
ticben  Anl'nahmen  oder  der  Forstierraessuiig,  vvelcbe  der  Herr 
Verfasser  »ühl  vorzugsweise  im  Auge  gehabt  hat,  durch  keine 
andere  an  eckmäüsigere  und  bessere  Methode  «ich  erseUcii  läsat. 
In  Rücksicht  auf  Vollständigkeit  der  in athema tischen  AuflÜaung 
BÜer  in  <ler  niederen  Geodüsie  vorkommenden  Aufgaben  nach  ver- 
schiedenen Methoden  durch  die  synthetische  und  analytische  oder 
Ci'ordJnafen-Geometrie  und  durch  die  ebene  Trigonometrie  wtiasten 
wir  diesem  Werke  kaum  ein  anderes  an  die  Seite  zu  setzen,  und 
empfehlen  es  nicht  bloss  Praktikern,  sondern  auch  jungen  Mathe- 
matikern zu  ihrer  Uebung  in  der  Auflösung  solcher  geodätischen 
AuTgaben,  die  wir.  unter  allen  Bedingungen  fiir  sehr  lehrreich  und 
bildend  hallen,  recht  sehr.  Der  Flüchenberechnung  hat  der  Herr 
Verfasser  mit  Recht  besondere  Aul'uierkeanikeit  gewidmet,  und, 
nas  ganz  besondere  Anerkennung  verdient  und  in  »enigeti  ahnli- 
chen Werken  sich  in  gleicher  Vidlsländigkeit  finden  durfte,  auch 
anf  die  verschiedene  Bonität  des  Bodens,  also  auf  die  bei  allen 
Separationen  vorkoiiiMondeu  Geschälte,  in  sehr  ausgedehnter  Weise 
Rücksicht  genommen,  wobei  auch  manches  dem  Herrn  Verfasser 
EigeuthOmliche  vorkommt,  wie  sich  bei  einem  so  keontntssteichen 
Schriftsteller  schon  vcm  selbst  versteht.  Das  Hühenmegsen  is* 
gleichfalls  gelehrt,  insbesondere  auch  das  barometrische,  welches 
zugleich  der  einzige  Gegenstand  ist,  bei  welchem  der  Herr  Ver- 
fasser sich  genüthigt  sah,  zu  ein  Paar  einfachen  Formeln  der  Dif- 
ferential- und  Integralrechnung  seine  Zuflucht  zu  nehmen.  Sonst 
ist  der  Gebrauch  dieser  Wissenschaften  ganz  vermieden,  auch 
bei  der  sogenannten  Fehlerrechnnng,  welcho  tiberall  bloss  mittelst 
elementar  mathematischer  Kenntnisse  iu  lehrreicher  Weise  ausge- 
(lihrt  wird.  Je  mehr  zu  wünschen  ist  und  je  mehr  es  zur  Pürde- 
rung  der  Wissenschaften  beiträgt,  wenn  auch  aus  der  niederen 
Geodäsie  oder  sogenannten  Feldmesskunst  immer  mehr  und  mehr 
das  bloss  Mechanische  und  Handwerks  massige  verbannt,  und  überall 
der  Anwendung  einer  gesunden  Theorie,  welche  die  Operationen 
ganz  ungemein  erleichtert  und  deren  Genauigkeit  bedeutend  erhübt, 
Eingang  verschafft  wird  :  desto  melir  Anerkennung  verdienen  Werke 
wie  das  vorliegende,  denen  man  auf  den  ersten  Anblick  ansieht, 
wie  hoch  ihre  Verfasser  die  Anwendung  der  strengen  theoretischen 
Lehren  auch  bei  praktischen  Geschähen  anschlagen  und  wie  sehr 
sie  deren  Werth  fdr  solche  Geschäfte  erkennen.  Noch  erfreiili> 
eher  aber  wird  ein  solches  Bestreben,  wenn  Werke,  wie  das  vor- 
liegende, zunächst  lediglich  als  Grundlage  für  den  Unterricht  auf 
ganz  eine  praktische  Richtung  verfolgenden  Lehranstalten  bestimmt 
sind,   indem  dann  Grundsätze,    wie  die  oben  näher  bezeichnetea. 
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Dothnendig  unmittelbar  ihre»  Weg  in  das  praktieche  Leben  Gnden 
müssen;  und  in  lier  That  erregt  es  keine  geringe  lUeinung  von 
dem  wissenschariiichen  Standpunkte,  welche  die  k.  k.  Forsllefar- 
anstatt  zu  Marialirunn  einnimmt,  wenn  auf  derselben  bei  dem  geo- 
datiscben  Unterriublo  ein,  eine  so  gründliche,  vollständige  und 
genaue  Kenntniss  der  gesamniten  Elementar  Mathematik,  selbst 
auch  der  analytischen  Ceometrie  und  der  Anlange  der  Differen- 
tial- und  Integralrechtmng,  voraussetzendes  Lehrbuch,  wie  das 
vorliegende,  zn  Grunde  gelegt  werden  kann,  wozu  wir  dem  Herrn 
Verfasser  in  seinem  Lehrerherufe  nur  lilück  wünschen  künnen. 

Wir  haben  bis  hierher  mehr  die  theoretische  Seite  des  Bucha 
besprochen  und  in's  Auge  gefasst.  Was  die  mehr  praktische 
Seite,  inabesondere  die  Instrumental -Kenntniss  betrifft,  so  müs- 
sen wir  dem  Herrn  Verfasser,  weil  sein  Buch  vorzugsweise  als 
Grundlage  ftfr  den  mündlichen  Unterricht  in  der  Geodäsie  be- 
stimmt ist,  darin  ganz  Recht  geben,  daes  er  sieh  ausführlicher  Be- 
schreibungen der  Instrumente  selbst,  auch  der  Abbildung  derselben) 
ganz  enthalten  bat,  weil  jeder  erfahrene  Lehrer  weiss,  dass  in 
dieser  Beziehung  ein  einmaliger  Anblick  eines  Instrumentes  bei 
verständiger  Erläuterung  von  Seiten  des  Lehrers  mehr  thut  und 
mehr  wirkt,  als  eine  lange  Beschreibung.  Nur  aber  darf  man  sich 
hierdurch  nicht  zu  der  Meinung  verleiten  lassen,  als  habe  der 
Herr  Verfasser  gar  nichts  über  die  Instrumente  gesagt;  im  Gegen- 
theil  sind  überall  die  allgenieinen  Bedingungen,  welchen  ein  jedes 
derselben  genügen  muss,  die  Zwecke,  welche  man  dadurch  zu 
erreichen  beabsichtigt,  die  hauptsächlichsten  Fehler  u.  s.  w,  sorg- 
faltig besprochen  norden,  so  dass  auch  in  dieser  Beziehung  der 
Herr  Verfasser  innerhalb  der  Gränzen,  welche  er  sich  selbst  ge- 
steckt bat,  allen  billigen  Anforderungen  entsprochen   haben  dürJte. 

Wir  empfehlen  daher  dieses  Werk  nicht  bloss  allen  Denjeni- 
gen, welche  sich  für  die  Fortbildung  der  niederen  Geodäsie  in- 
teressiren  und  praktische  geodätische  Arbeiten  ausführen  wollen, 
sondern  selbst  auch  allen  Lehrern  der  Mathematik  an  hüheren 
Lehranstalten,  namentlich  an  Real-  und  Geiverbeschulen  und  an- 
deren derartigen,  im  Bediiri'nisse  unserer  Zeit  liegenden  Lehran- 
stalten, weil  dieselben  aus  diesem  Buche  manchen  Stoff  zu  sehr 
zweckmässigen  mathematischen,  namentlich  geometrischen  und 
trigonometrischen  Lebungsaufgahen  für  ihre  Schüler,  die  zugleich 
anf  einen  fruchtreichen,  praktischen  Zielpunkt,  der  auf  solchen 
Lehranstalten,  bei  aller  Geltung  der  reinen  Wissenschaft,  immer 
mehr  und  mehr  in's  Auge  gefaaaf  werden  sollte,  hingerichtet  sind, 
Ech'ipfen  künnen,  und  bemerken  noch  schliesslich,  dass  auch  d!e 
äussere  Ausstattung  in  jeder  Beziehung  vortrefflich  ist. 
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Astronomie. 

Om  Lmids  Observalorü  LniigituH.  Akaclemisk  Äf- 
handling  af  Didr.  Ma^i>.  Alex.  Miiller,  F.  M.  Amanuens. 
vid  Astron.  Observator.     Lund   IS53.     40. 

Eine  sehr  sfrfindliche  und  üuseerst  tieissige  Untersuchung  Qber 
die  Länge  der  Unitersitäts-Sternnarte  zu  Lund ,  welche  ganz  den 
Ansprüchen    der   neueren  Astronomie  an   solche  Arbeiten  genügt. 


Physik. 

LSrobok  (  Kysiken.  Für  Kongi.  A  rlil  leri-Lärowerk 
A  Marieberg  ocbKongl.  Technologiska  Inslitutet.  Utar- 
betad  af  A.  H.  Fock.     Stockholm.  1854. 
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Confdrence  maritime  tenne  ä  Binxellea  pour  I' ad  Op- 
tion d'un  Systeme  unifürme  d'obs  ervati  ons  ni^t^oro- 
logiques  ä  la  mer.  (Auch  mit  englischem  Teste.)  Aout  et 
Septembre  1853.     4. 

Die  nächste  VeTiinlasniung  zu  dieser  Conlerenz  gab  die  Regie- 
rung der  vereinigten  Stauten  Amerikas,  hauptsächlich  auf  Anre- 
gung des  schnn  so  Tielfat'h  verdienten  Uirectors  des  Nalional- 
ObservatoriuniH  zu  Washington,  Herrn  Lieutenants  Maury.  Der 
Uaujit-  und  nächste  Ztveck  derselben  war,  eich  über  ein  l)estirani- 
tes  gleichnirmiges  System  zur  See  anzustellender  meteorologischer 
Beobachtungen  zu  vereinifjen  und  zu  versliindigeii.  Wie  bereit- 
willig die  Regierungen  der  meisten  seefahrenden  Nationen  der 
AufTorderung  des  Gouvernements  der  vereinigten  Staaten  entge- 
genkamen, zeipt  die  folgende  Liste  der  beider  Conferenz  erschie- 
nenen Bevollmächtigten.     Es  »var  nämlich  vertreten: 

La  Belgique,  par  A.  Quetelet,  Direcleur  de  rObserratoire 
royal  elc.  et  par  Victor  Labure,  capitaine 
de  vaissenu,    directeur  gäneral  de   la  marine; 

Le  Danemark,  par  P.  Rothc,  capitaine- lieutenant  de  la  ma- 
rine royale,  directeur  du  depöt  des  cartes  de 
la  marine ; 

Les  Etats-Unis,  parM.F.  Mauty,  Iteutenant  de  la  marine  des 
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ätafs-UoiB,    dir«cteiir    de    l'Observati 

Washington ; 
LaFrance,  par  A.  Delamarcbe,  iiigenieur  hydrographe  de  ta 

marine  imperiale ; 
La  Grande-Bretagne,  par  F.  W.  Beecbey,  capilaine  de  la 

marine  royale.  F.  R.  S.  elc.  memlire  de  la  sec- 

tion  (lavale  du  board  of  trade; 
La    NoTW^ge,    par  Nile  Ihlen,  lieutenaiit  de  la  marine  royale; 
Les  Pays-Bas,  parM.  H.  Jansen,  Meuten,  de  la  marine  royale; 
Lfl  Portugal,    par  J.  de  Mattos    Oorr^a,  capitaine - lieute- 

nant  de  la  marine  royale; 
La  RuBsie,  par  Aleii-s  Gorkovenko,  capitaine-lieutenant  de 

la  marine  imperiale; 
La  Suöde,   par  Carl  Anton  Petterflson,  premier-lientenant 

de  la  marine  royale. 
Das  vorliegende,  in  vielen  Beziehungen  aehr  interessante  Werk 
"'         ''      Verhandlungen 
in  jeder  RScb- 


isführlichen    Bericht    übe 


enthält 

dieser  Conferenz,  die  Silzungsprotokolle 
sieht  sehr  interessanten  und  für  jeden  Metei 
Entwürfe  zu  den,  den  Schiffen  Behufä  der  Anstellung  meteorolo- 
gischer Beobachtungen  zu  crtheilenden  Instructionen.  Wir  habea 
daher  geglaubt,  dasselbe  hier  der  Bcuchlung  unserer  Leser  empfeh- 
len SU  niüisBen,  ohne  nns  leider  auf  eine  detnillirte  Angabe  seines 
Inhalts  einlassen  zu  können. 


Preisaut'gabc. 


Die  Redaction  des  vom  Oeslerrelchischen  Lloyd  in  Tri  est 
herausgegebenen  „lllustrirten  Fanrilienbucbes"  hat  abermals 
eine  Preiisausscbreibu  ng  erlassen,  und  zwar  diesmal  (Qr  lUe 
2fvei  besten  naturwissenschaftüihen  Origiiialaufsütze,  welche, 
von  der  strengen  Form  der  WiMseiischaft  sich  frei  machend,  Dar- 
stellungen nu^  der  gesammten  theoretischen  und  ang'etvandten  Na- 
tur» issen  seh  aft  mit  BerCicksichtigung  der  neuesten  ForschTjngea 
enthalten  sollen  und  auf  den  Raum  von  höchstens  anderthalb  Druck- 
bogen in  (Juart  bemessen  sind.  Die  drei  Preisrichter  sind :  V,  Kol- 
lar,  Direktor  des  k.  k.  Naturalienkabinctts  und  Prof.  Dr.  L.  Red- 
te nbucher  in  Wien,  und  Prof.  E.  A.  Rossmässlerin  Leipzig. 
Der  Einsendungstermin  der  .Manuscripte  an  eine  der  beiden  Haupt- 
agenturen des  Oesterreichiscben  Lloyd,  in  Wien  oder  in  Leipzig, 
währt  bis  zum  30.  April  1835,  und  die  beiden  Preise  betragen,  ausser 
dem  üblichen  Honorar,  res p.  25  und  15  Dukaten  in  Gold.  Uta- 
sichtlich  der  näheren  Bestimmungen  verweisen  wir  auf  die  ansführ- 
liehe  ofilicielle  Anzeige  dieser  Preisausschreibung,  welche  bei  dem 
gegenwärtig  allgemem  verbreiteten  Interesse  für  die  Naturwissen- 
schaften  gewiss  nicht  verfehlen  wird,  bei  dem  schriltstelleriscben,  wie 
beideml^endeDPublikumeinen  gleich  günstigen  Eindruck  zu  macben. 
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